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Chapitre I. — Convolution des courants dans les variétés indéfiniment 
différentiables. Si X, Y, Z sont des variétés indéfiniment différentiables, 
et f une application indéfiniment difiérentiable de X X Y dans Z, deux 
notions naturelles de convolution sont introduites, faisant correspondre 
chacune, à un courant S dans X et à un courant T dans Y, un courant dans 
Z; la convolution de première espèce est parfaitement déterminée par les 
données ci-dessus; la convolution de seconde espèce dépend en outre du 
choix d’une certaine forme différentielle « dans X X Y. Les propriétés de 
ces deux opérations, liées à celles du produit tensoriel, se complètent mutuel- 
lement. 

Chapitre II. — Convolution des courants dans l’espace euclidien R". Les 
variétés X, Y, Z sont identiques à R", l'application f est définie par 


f(z, y) = x + y; 


si la forme « est convenablement choisie, les deux convolutions sont adjointes 
par rapport à la métrique naturelle de R". Cette situation est d’abord axio- 
matisée, puis la convolution des courants est rattachée à celle des distri- 
butions, et diverses propriétés sont établies, en particulier une formule 
intégrale qui relie la convolution à certaines notions topologiques. 
Chapitre III.— Des conditions suffisantes, d’abord algébriques, puis 
analytiques, sont données pour que la proposition suivante soit vraie: 
Si uy, +, Wp sont des formes différentielles linéaires, et si a est une forme 
différentielle vérifiant la relation w, Amy À ... \o,\a = 0, il existe des 


formes différentielles B:, Bg, ---, B, telles que l’on ait 
a =0,A8,+ ane +o, AB. 


Chapitre IV. — En utilisant la formule de Cauchy-Fantappié considérée 

. dans un travail récent par J. Leray, on établit une formule très générale qui 
| permet de représenter une fonction holomorphe dans un domaine de C" 
par une. somme d’intégrales de formes différentielles extérieures sur des 
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contours de différentes dimensions. On montre que cette formule admet 
comme cas particuliers les formules connues de E. Martinelli et une formule 
qui généralise celle de A. Weil. 


Ebbe Thue POULSEN. — A simplex with dense extreme points ....... 83 


L'article décrit la construction (dans l’espace de Hilbert /*) d’un simplexe 
(terminologie de Choquet) compact qui est la fermeture de l’ensemble de ses 
points extrémaux. 


Heinz BAUER. — Silovscher Rand und Dirichletsches Problem ... 89 


On montre d’abord l'existence de la frontière de Silov dgX d’un espace 


compact X par rapport à un ensemble & assez général de fonctions numériques 
semi-continues inférieurement dans X; on introduit aussi une frontière de 
Choquet partout dense dans deX. Ensuite on étudie un probléme de Diri- 


chlet abstrait: on se donne un espace compact X et un espace vectoriel #6 


de fonctions continues réelles dans X; on construit une certaine complétion R 
de 4. Le problème de Dirichlet abstrait est alors de trouver des conditions 
nécessaires et suffisantes pour que toute fonction continue réelle dans dy X 


puisse étre prolongée en une fonction de À. 

Cette théorie permet plusieurs applications : Application au problème de 
Dirichlet classique; on montre en outre que l’ensemble des points réguliers 
d'un ouvert relativement compact dans R'*.est. une frontière de Choquet. 
Caractérisation, par des propriétés intrinsèques, des simplexes de G. Choquet 
dont l’ensemble des points extrémaux est fermé. Application au problème 
de Dirichlet pour les fonctions harmoniques discrètes. Étude de la frontière de 
Silov d’un espace compact par rapport à une algèbre de fonctions continues 
à valeurs complexes. 


J. L. LIONS et E. MAGENES. — Problèmes aux limites non homo- 
genes (II... ne i SE iit a Uy É ts say. 137 


Soit A(z, o/ox) un opérateur elliptique d’ordre 2m dans un ouvert borné 
de R", frontière et coefficients étant réguliers. Le problème de Dirichlet 


consiste en la recherche de u vérifiant Au = /, f donnée dans Q, avec Du 
ni 


(dérivée normale d’ordre j) = +; donnée sur I’ (frontière de Q), j = 0,1, ..., m—1. 
Pour f et gj; dans des classes hilbertiennes variées, on détermine le 
meilleur espace possible auquel appartient u. Résultats analogues pour 
‘le probléme de Neumann ou les problémes de dérivées obliques. 

Les démonstrations utilisent un certain nombre de théorèmes de trace 
(n°8 2 à 5), la méthode de « transposition » (n° 6 à 8) et la méthode d’interpola- 
tion hilbertienne (n° 10 à 13). Les extensions au cas non hilbertiens (LP, 


p 2) sont données dans l’article (III) de cette série (à paraît i 
di Pisa, 1961). (à paraître aux Annali 


Joseph WEIER. — Sur des invariants intégraux de champs enlacés .... 479 
L'auteur étudie, d’après une suggestion de R. Thom, la situation mutuelle 


de deux champs tensoriels réalisés par des champs d 
° R ps de plans ta ts. Cet 
étude est faite à l’aide de leur structure hyperfine de Nielsen, megs 1 
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Georges REEB. — Sur les structures feuilletées de co-dimension un et 
sur un théorème de M. A: Denjoÿ 1... min nn 185 


On propose une extension des résultats classiques de Denjoy concernant les 
itérés d’un homéomorphisme direct du cercle T, aux trajectoires d’un groupe 
discret d’homéomorphismes de T. Il en résulte que certaines structures 
feuilletées de co-dimension un et de classe C, n’ont que des feuilles propres 
ou localement partout denses. 


Albrecht DOLD et Dieter PUPPE. — Homologie nicht-additiver 
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Dans ce travail la théorie des foncteurs dérivés (connue pour les foncteurs 
additifs) est généralisée aux foncteurs arbitraires (non additifs). Pour obtenir 
cette généralisation on remplace les complexes de la théorie usuelle par des 
complexes semi-simpliciaux. Soient % et A’ deux catégories abéliennes, T 
un foncteur covariant de % dans %’, A un objet de % et n un entier > 0. 
Alors on appelle résolution (semi-simpliciale) de (A, n) un « objet semi- 

* simplicial » X sur % muni d’un isomorphisme H,(X) == A et tel que X, = 0 
pour q < n, H,(X) = 0 pour q > n. Side plus X, est un objet projectif de A 
pour tout g, on pose L,T(A, n) = H,TX. Supposant que tout objet de 2% 
soit isomorphe à un quotient d’un objet projectif on prouve que L,T( , n) est 
un foncteur covariant de À dans %’ (dérivé gauche de T). Si T est additif, 
le foncteur L,T( , n) ne dépend que de g — n et coïncide avec L,_,,T, dérivé 
gauche de T au sens usuel. Si À = I’ est la catégorie des groupes abéliens et 
T(A) est l’anneau de groupe ou l’algèbre symmétrique de A, L,T(A, n) est 
isomorphe au groupe H,(A, n, Z) d’Eilenberg-MacLane. 

Soit alors T(0) = 0 (sans autres restrictions pour U, UW’ et T). Pour tout 
objet semi-simplicial X sur % on peut définir la suspension SX et le mor- 
phisme suspension 6: H,TX — H,,,TSX qui donne en particulier 

o: L,T(A,n) — L,AT(A,n +1). 

Le morphisme ¢ peut être considéré comme une généralisation de la suspension 
dans les groupes d’Einlenberg-MacLane et ses propriétés principales sont les 
mêmes que dans ce cas spécial. (Les « éléments décomposables » sont annulés, 
l’image est primitive, o est un isomorphisme pour les «dimensions stables», 
etc.). Les plus profondes de ces propriétés sont prouvées par une construction 
qui ressemble à la «bar-construction » d’Eilenberg-MacLane. Utilisant la 
catégorie duale de À resp. A’ on obtient immédiatement des définitions et 
résultats analogues pour un foncteur contravariant et pour les foncteurs 
dérivés droits. 

Dans les applications nous considérons le foncteur produit tensoriel symé- 
trique. Nous obtenons des résultats nouveaux pour les éléments décomposables 
resp. primitifs dans l’homologie des produits symétriques (d’un espace ou 
d'un complexe semi-simplicial) et des complexes d’Eilenberg-MacLane 
(§§ 10, 11) ainsi que d’autres résultats pour l’homologie et l’homotopie des 
produits symétriques ($ 12). 


Jean-Pierre LAFON. — Anneau des endomorphismes d’un module de 
type fini sur un anneau local .............. AIRE, OM ee name B13 
L'objet de cet article est l'étude de l’anneau £(E) des A-endomorphismes 


d’un module de type fini E sur un anneau local A d’idéal maximal m, de 
corps des restes k. Si C est un sous-module caractéristique, on définit un homo- 
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morphisme naturel de £(E) dans ¢(E/C). En particulier, si C — mE, l'image 
de £(E) dans {(E/mE) par cet homomorphisme + est une approximation de 
l'anneau £(E) par une sous algèbre de la k-algébre ¢(E/mE). Réciproquement, 
si R est une algèbre de dimension finie sur un corps k, il existe un anneau 
local A de corps des restes k et un A-module de type fini E tels que e[£(E)] 
soit isomorphe à R. Si E est fidèle, la surjectivité de 9 est équivalente au fait 
que E est libre. Un exemple simple montre que l’homomorphisme naturel 
de £(E) dans £(E/m'E) peut ne pas être surjectif pour i grand. Si C est un 
sous module caractéristique maximal, l'idéal Hom,(E, C) est bilatére maxi- 
mal et, réciproquement, tout idéal bilatère maximal I tel que Da eru(E) 
soit distinct de E est de ce type. La recherche des A-modules E tels que l’an- 
neau £(E) soit commutatif se ramène, par extension d’anneau, à la recherche 
de modules dont les seuls endomorphismes sont les homothéties. Si l’anneau 
A est intègre, l'égalité £(E) = A implique que E est isomorphe à un idéal 
convenable de A. Il n’en est plus de même dans le cas général. L'étude d’un 
endomorphisme particulier w se fait, si l'anneau A est hensélien, par une 
technique de relèvement de décompositions en somme directe. Si l’anneau A 
est factoriel, on obtient une condition suffisante portant sur le polynôme 
minimal de u. 


M. ARONSZAJN et K. T. SMITH. — Theory of bessel potentials. 
"toast FT ton pme te edt, Me 0 à, wile, ov A Hamed ... 385 


Le présent mémoire est le second dans une série où la théorie des espaces 
fonctionnels et de la complétion fonctionnelle est développée en général 
et dans des cas particuliers en vue d’une application systématique aux 
problèmes différentiels. Dans cette première partie nous nous occupons des 
classes P+ des potentiels de Bessel d’ordre a dans un espace euclidien R’ entier. 
Nous considérons les classes P* à deux points de vue: 19 comme les com- 
plétions parfaites des fonctions C,° relatives aux normes ||u||«--- ce qui les 
rattache aux problémes différentiels d’ordre correspondant; 2° comme poten- 
tiels correspondant aux noyaux de Bessel G,--- ce qui permet l’étude détaillée 
de leurs propriétés. Aprés une analyse approfondie des classes d’ensembles 
exceptionnels 2, et des capacités y2, correspondant à P*, nous caractérisons 
les fonctions de P* par leurs propriétés de différentiabilité. Nous caractérisons 
aussi les restrictions de ces potentiels aux sous-espaces R4, comme potentiels 
d'ordre « — (n — k)/2 dans ces sous-espaces. Nous considérons encore les 
potentiels locaux Pf,, dans un ouvert Dc R*. Ces dernières classes sont essen- 
tielles pour les développements des parties ultérieures du mémoire où sera 
présentée l'étude intrinsèque des classes P* dans un ouvert de R* ou sur une 
variété différentiable. 


Lars HORMANDER. — Hypoelliptic differential operators .......... 477 


On donne une condition suffisante pour l’hypoellipticité d’une équation 
différentielle à coefficients variables. La démonstration utilise une paramétrix 
construite par transformation de Fourier. 


Mudumbai S. NARASIMHAN. — Variations of complex structures on 
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_ Soit U, un ouvert dans G”; Soit m1: $—> U, une famille holomorphe de 
' structures complexes sur une ‘surface de. Riemann non-compacte.M, avec 
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$i. = Tit(to) = M. (8 = S(M X U,) est une structure complexe sur le 
produit différentiable M x Uj). Soit M, un domaine relativement compact 
dans M. On démontre : pour tout voisinage de Stein U de {,, assez petit, la 
famille x, : (M, X U) —> U est isomorphe à la famille x: Q — x(Q), où Q est 
un ouvert de Stein de la variété produit M x GC", x étant la projection 
M X Cr — CG”. On donne aussi un résultat analogue pour le cas des variations 
différentiables. 


Pierre LELONG. — Fonctions plurisousharmoniques et fonctions 
analytiques de variables réelles .............. sun Dante réa (O45 


Dans la première partie, on étudie les familles F localement bornées supé- 
rieurement de fonctions plurisousharmoniques dans un domaine À de l’espace 
CP des variables complexes Xj, …, X,, Xj, = 2%, + iy,; on suppose que le 
sous-espace réel R? coupe A selon un domaine D de la topologie RP. On sait 
que l’enveloppe supérieure # de F a pour plus petite majorante (régularisée) 
semi-continue supérieurement une fonction plurisousharmonique #*. L'étude 
porte sur l’ensemble E où l’on a w < w*: E est réunion de p ensembles de 

+ R2?-capacité nulle, dont chacun est coupé par une des directions d’axe com- 
plexe selon des ensembles de R?-capacité nulle. Sur RP, E est de mesure nulle 
et # est localement sommable. 

Ces propriétés permettent l'étude de classes particulières (£, D) de fonc- 
tions analytiques f de variables réelles dont les domaines d’holomorphie ont 
une intersection Q(D) non vide et pour lesquelles il existe une majoration de 
|f| sur un compact I’ de Q(D) en fonction linéaire de sup. |f| sur un compact 
G de D, la correspondance [' > G étant continue (eu égard aux topologies 
CP et RP respectivement) au voisinage de l’identité G— G, 
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PROBLÈMES SUR LES FORMES DIFFÉRENTIELLES 
ET LES COURANTS 


par François NORGUET (Strasbourg) 


Les méthodes que j’ai utilisées, dans un travail précédent [8] 
sur la caractérisation des domaines d’holomorphie par une 
propriété locale, ont attiré mon attention sur les formules 
de représentation intégrale pour les fonctions holomorphes 
de plusieurs variables complexes, puis, plus généralement, sur 
l'utilisation des formes différentielles extérieures et des courants 
dans la théorie des variétés analytiques complexes. 

Dans ce domaine, deux résultats importants d'analyse ont été 
obtenus respectivement par P. Lelong [3] et L. Schwartz [18], 
à savoir: d’une part, la possibilité d'intégrer une forme diffé- 
rentielle extérieure sur un ensemble analytique complexe, ce 
qui permet d’associer de façon naturelle un courant. positif 
fermé à cet ensemble analytique; d’autre part, la possibilité 
de prolonger canoniquement par un courant certaines formes 
différentielles méromorphes. En outre, P. Lelong [2] et G. de 
Rham [15] ont apporté une contribution à l’étude algébrique 
des espaces de formes différentielles et de courants, étudiant 
respectivement la division de courants positifs par des formes 
différentielles positives, et la division de formes différentielles 
et de courants par une forme différentielle homogène de 
degré un; la division de formes différentielles par une forme de 
degré deux avait été précédemment étudiée par T. Lepage [4] 
et G. Papy [14]. D’autres résultats importants d’analyse et 
de topologie algébrique ont été obtenus dans ce même domaine 


par E. Dolbeault, K. Kodaira et D. C. Spencer. Enfin, tout 
1 
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récemment, J. Leray [5] a développé sa théorie des résidus 
pour les formes différentielles semi-méromorphes. 

Toutefois, j'ai été bien vite conduit, dès 1954, vers des 
problèmes (liés à la convolution des courants et à la multiplica- 
tion extérieure des formes différentielles) qui se posent naturelle- 
ment dans le cas des variétés différentiables à structure réelle ; 
dans ce cadre se situent les trois premiers chapitres de ce tra- 
vail. Seul le chapitre rv, consacré à la représentation intégrale 
des fonctions holomorphes de plusieurs variables, fait usage de 
la structure analytique complexe. 

D'abord, il me semblait nécessaire de généraliser aux formes 
différentielles et aux courants certaines théories, classiques 
pour les fonctions et les distributions; en particulier, la notion 
de convolution me paraissait importante pour permettre 
l'écriture d’équations de convolution entre formes différen- 
tielles et courants, pour établir un lien entre certaines opéra- 
tions d’analyse et des opérations topologiques correspondantes, 
pour rendre possibles l’écriture et la démonstration algorith- 
mique de certaines formules intégrales; je lui consacre les 
chapitres 1 et 11 de ce travail. Le chapitre 1 est ainsi consacré 
à l’étude de la convolution des courants dans les variétés 
indéfiniment différentiables; deux notions de: convolution, 
toutes deux naturelles, sont introduites, sous les hypothèses 
les plus générales; on établit plusieurs propriétés dont :cér- 
taines résultent des définitions elles-mêmes, et d’autres, 
d’hypothèses supplémentaires, exprimées formellement afin 
d’axiomatiser une généralisation de la situation obtenue dans 
l’espace euclidien. Le chapitre 1 est consacré à l’étude détaillée 
de la convolution dans l’espace euclidien; celle-ci généralise 
la convolution classique des mesures relativement à la loi 
de groupe additif de cet espace, ainsi que la convolution des 
distributions, définie par L. Schwartz [17]. 

L’utilisation, des formes différentielles et des: courants 
nécessitait encore la solution de certains problèmes d’algébre 
extérieure. Le chapitre 11 est consacré à l’un d’eux. Il com- 
prend tout d’abord une partie algébrique : l'étude d’un certain 
groupe d’homologie associé à un complexe de modules muni 
de plusieurs dérivations. Effectuer cette étude dans son cadre 
naturel: celui d’une catégorie abélienne, telle qu’elle est 
définie par A, Grothendieck [1], ne présente pas de difficulté 
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supplémentaire essentielle, mais alourdit considérablement le 
formalisme ; aussi, après l'énoncé du problème général dans une 
catégorie abélienne, on se restreint au cas des modules. Le 
théorème obtenu, appliqué aux formes différentielles exté- 
rieures sur une variété indéfiniment différentiable, fournit des 
conditions pour qu’une telle forme soit combinaison linéaire 
de formes différentielles linéaires données. 

Enfin, malgré les résultats obtenus par F. Sommer [20], 
une méthode unifiée de démonstration pour les formules de 
représentation intégrale des fonctions holomorphes de plusieurs 
variables complexes restait à découvrir. Une telle méthode, 
généralisant l’idée de la démonstration donnée par J. Leray [5] 
pour la formule de Cauchy-Fantappiè, est exposée dans le 
chapitre 1v, et appliquée au cas des formules intégrales de 
E. Martinelli [7] et de A. Weil [21]. 

La plupart des résultats exposés dans ce travail ont été 
annoncés dans [9], [10], [11], [13]. D’autres résultats, sur la 
théorie des résidus et sur les applications de la convolution, 
partiellement annoncés dans [10] et [12], n’ont pu trouver 
place dans ce mémoire et seront publiés ultérieurement. 

Je tiens à exprimer ici ma profonde gratitude à M. P. Lelong, 
qui, ayant guidé mes premières recherches vers des problèmes 
fondamentaux relatifs aux domaines pseudoconvexes, n’a cessé, 
depuis lors, de s'intéresser à mes travaux et de les diriger. 
J’adresse mes remerciements à MM. M. Brelot et C. Ehresmann, 
qui ont accepté de se joindre à M. P. Lelong pour constituer 
le Jury de cette Thèse. 
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CHAPITRE PREMIER 


GÉNÉRALITÉS SUR LA CONVOLUTION DES COURANTS 


4. Généralités sur les courants. 

Dans les chapitres 1 et 11, toutes les variétés considérées 
seront indéfiniment différentiables et orientées; le produit 
topologique X x Y de deux variétés X et Y sera toujours 
muni de la structure indéfiniment différentiable et de l’orien- 
tation naturelles; Pxxy (resp. Qxxx) désignera la projection 
canonique de X X Y sur X (resp. Y); toute application d’une 
variété dans une autre sera supposée indéfiniment différen- 
tiable. Nous rappellerons d’abord, selon G. de Rham [16], 
_ quelques notions fondamentales relatives aux courants. 

Soient X une variété de dimension m, 6x l’espace vectoriel 
des formes différentielles indéfiniment différentiables et à 
valeurs complexes dans X, Dx le sous-espace de 6x constitué 
par les formes à support compact. Soit 1 aie d; une 

: ier 
partition de l’unité dans X, localement finie et subordonnée 
à un recouvrement (Ua de X par des domaines de coor- 
- données; pour toute forme 9e 6x, soit J; ,(¢) la borne supé- 
rieure du module des dérivées d’ordre < p des coefficients 
de la forme (,z représentée à l’aide des coordonnées dans U;; 
une partie B de &, est dite bornée à l’ordre p si |, ,(¢) est borné, 
quel que soit i (la borne pouvant dépendre de 1) lorsque ¢ 
varie dans B; une partie B de &x est dite bornée, si elle est 
bornée à l’ordre p, quel que soit p; enfin, une partie B de Dx 
est dite bornée à l’ordre p (resp. bornée) si elle l’est dans êx 
et si les formes différentielles qu’elle contient ont toutes leurs 
supports dans un même compact. La définition des parties 
bornées dans 8x et dans Dx munit ces espaces vectoriels de 
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topologies localement convexes; l’espace vectoriel Dx des cou- 
rants dans X est le dual topologique de Dx; le sous-espace 
& de Dk, constitué par les courants à support compact, est 
le dual topologique de &x; un courant est dit continu d'ordre p 
si sa valeur reste bornée sur toute partie bornée à l’ordre p 
dans Dx; enfin Dy et & sont munis de topologies telles que: 
pour qu’une suite (T;),<:c+. de courants converge vers zéro 
dans 9D (resp. 8x), il faut et il suffit que (+, T;) (valeur 
prise par le courant T, sur la forme différentielle ¢) converge 
vers zéro, uniformément sur tout ensemble borné dans Dx 
(resp. 6x). 

La notion de courant généralise à la fois celles de forme 
différentielle extérieure et de chaîne singulière, grâce aux 
applications ix et jx définies comme suit: si a est une forme 
différentielle, localement sommable, dans X, et c une chaîne 
singuliére, localement finie, on notera 


(g, ix(a)) = fu As et (g, ix(o)) = 9 


pour toute forme 9 appartenant à Dx; de façon générale, on 
posera 


pour tout courant T appartenant à Dx (resp. &x) et toute forme 
différentielle 9 appartenant a Dx (resp. 6x); comme les espaces 
de formes différentielles et de chaînes singulières, les espaces 
de courants sont gradués de façon naturelle: Dy , désignant le 
sous-espace de 9x constitué par les formes homogènes de 
degré p, le dual Dy, de Dx, est constitué par les courants 
homogènes de dimension p, de degré m — p; si « est une forme 
différentielle, localement sommable, homogène de degré p, 
et o une chaîne localement finie de dimension gq, ix(«) et jx(c) 
sont des courants homogènes, le premier de degré p, le second 
de dimension gq. | 

Le produit extérieur d’un courant T et d’une forme « appar- 


4 


tenant a & est défini par la relation 
(og, TAa) = (aA 9, T) 
pour toute forme + e 9x et par la relation 


aAT = (—1)"'TAw 


EE ooo 
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lorsque « et T sont homogènes de degrés p et q respectivement; 
on a donc 


ix(B) Aa = ix(B A «) et a /\ix(B) = ix(aA6). 


Le bord et la différentielle d’un courant T sont définis respec- 
tivement par les relations 


to, PT) = (do, T), dT = wbT 


pour toute forme ¢ e Dx, lopérateur linéaire » associant à un 
courant T, homogène de degré p, le courant (—1)?T; on a 
donc 

dix(%) = ix(da) et bjx(¢) = J x(bc) 


pour toute forme différentielle « et pour toute chaîne c, et 
A(T a) = dT/Aa + wT/Ada, b(TAa) = bTAwa + TAba 


pour tout courant T et toute forme a e 8x. Enfin, si g est une 
application de X dans une variété Y, et si T est un courant 
dans X, de support o(T), tel que o(T) n g-t(K) soit compact 
pour tout compact K de Y, on définit le courant image g(T) 
par la relation | 
(gs a(T)) = (g'(), T) 

pour toute forme +9 ex, g*(y) désignant l’image réciproque 
de © par g. 

~ Les formes différentielles considérées jusqu’à présent étaient 
supposées à coefficients complexes; plus généralement, on 
peut considérer des formes différentielles a coefficients dans un 
espace vectoriel sur le corps des nombres complexes; ceci est 
utile pour introduire les formes et courants doubles, qui inter- 
viennent sur le produit de deux variétés, à côté des formes 
et courants ordinaires (cf. [16]). 

Soient X et Y deux variétés, de dimensions respectives 
m et n; l’espace vectoriel (sur le corps des nombres complexes) 
des formes différentielles dans X dont les coefficients sont des 
formes différentielles (à coéfficients complexes) dans Y, cano- 
niquement isomorphe à l’espace vectoriel des formes diffé- 
rentielles dans Y dont les coefficients sont des formes diffé- 
rentielles (à coefficients complexes) dans X, est l’espace des 
formes doubles dans X X Y. On désignera par &x,yx (resp. 
Dx x) l’espace vectoriel des formes doubles indéfiniment diffé- 
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rentiables (resp. indéfiniment différentiables et a support 


compact) dans X X Y; ces espaces sont munis de topologies 
analogues à celles définies ci-dessus; leurs duaux topologiques 
sont l’espace 8x, des courants doubles à supports compacts 
et l’espace D y des courants doubles dans X X Y; tous ces 
espaces sont bigradués, une forme (resp. un courant) double 


mé Li LE 


IE 


homogène possédant un degré (resp. un degré et une dimension) | 


relativement à X et relativement à Y. Les opérations définies 
pour les formes et les courants se définissent de manière ana- 
logue pour les formes et les courants doubles; toutefois il faut 
distinguer si le bord et la différentielle sont relatifs à X ou à Y; 
en utilisant pour cela des indices, on obtient les opérateurs 
bx, dx, Wx, by, dy, Wy. 

A toute forme différentielle + dans X X Y est canoniquement 
associée une forme double .b*(¢); si © est représentée, dans le 
produit U x V d’un domaine de coordonnées de X et d’un 
domaine de coordonnées de Y, par une expression 


Son yp dé A. /\ due N dy A... Nays, 
Jb*(¢) est représentée, dans U x V, par l’expression 
D'un je dt A. A date dyh \ … dy, 


c’est-à-dire que le produit extérieur d’un quelconque dz‘ par 
un dy’ est remplacé par un produit commutatif. L'opérateur Jb, 
transposé de Jb* par la dualité entre formes différentielles et 
courants, associe un courant à tout courant double; les opé- 
rateurs % et Jb" admettent des inverses Jb-1 et L*-1; les rela- 
tions suivantes sont vérifiées : 


i MeN 8!) = (— 1)" (g) AG") 

si ¢ (resp. +’) est de degré q (resp. p’) relativement à X (resp. Y); 
(ii) RIT A a) = (— 1)" PAT) À L*-1(x) 

si a est de degré p (resp. q) relativement à X (resp. Y); 
(iti) AG) = (— 1) Mixx (0) 

si b"(¢) est de degré p (resp. q) relativement à X (resp. Y); 
(iv) A"d = (dx + wxdy) L* ; 
(v) bb = So(by + wXxbx), 


> , * 4 CAM) 
l'opérateur #", transposé de w par la dualité entre formes 


en 


ee 
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différentielles et courants, associant, à un courant T de dimen- 
“sion p, le courant (— 1)? T. 


2. Produits tensoriels de formes différentielles extérieures et 
de courants. 

Rappelons d’abord la définition du produit tensoriel selon 
G. de Rham [16]. Soient X et Y deux variétés, de dimensions 
respectives m et n; si a et B sont des formes différentielles 
extérieures dans X et Y respectivement, leur produit tensoriel 
æ®$6 est une forme double dans X x Y, dont l'expression 
dans le produit U X V de deux domaines de coordonnées est 
le produit commutatif des expressions de « et de 8 dans U et V 
respectivement. Tout courant simple S dans X définit une 
application linéaire continue de ®x y dans Dy, faisant corres- 
pondre à toute forme double ¢ la forme différentielle (¢, S); 
si y reste dans une partie bornée de Dx x, (?, S) reste dans 
une partie bornée de Dy; alors, si T est un courant dans Y, 
le produit tensoriel S @ T est le courant double dans X x Y, 
défini par les relations 


(, 5®T) = (Ke, 8), T) = (y, T), 8); 
les produits tensoriels ainsi définis vérifient la relation 
ix(a) ® ty(B) = ix, x(a ® B). 
Nous les utiliserons pour définir les applications 
@: Ex X by > Exxr, D : Dr X Dr > Dxxy 
à l’aide des relations 
| a® GB = L*-1{(x ® B), SST = (—1}-2(S ® T) 
lorsque S et T sont des courants homogènes de dimensions 
. respectives p et q. La relation 
| ix(a) © iy(B) = ixxy(a SG) 
nous permet d’énoncer et de démontrer les propriétés de l’opé- 
ration ® seulement pour les courants (et non pour les formes 
. différentielles) (*). 
PROPRIÉTÉ 2.4. —  b(SST) — LS SwT + SSÈT 
et d(SST) = dSOT + w5&@dT. 


(2) C’est le courant S ® T que nous avions appelé « produit tensoriel » des courants 
S et T, dans [9], en 1954; en 1955 est paru le livre de G. de Rham [16], dont nous 
adoptons maintenant les notations. 
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En effet, compte-tenu de la définition de l'opération ® et 


de la relation (v) de 1,on a 


b(S@T) = (— 1) MR (S @ T) 

(— 1 DD (Dx + wkbr) (S@T) 
(— 1e -D2(8S ® T + w*S @ ET) 
— bS8HT+S5bT 


ll Il 


D ae 


ma nd aed 


lorsque S et T ont les dimensions respectives p et q. La seconde © 


relation se déduit de la première à l’aide de la relation d = wb. « 


Propriété 2. 2. — Si a et T sont homogènes de degrés res- « 


pectifs p et q, on a 
(SA a) S(T AB) = (—1)}4{SST)A(a db). : 


En effet, si S et 8 sont homogènes de degrés respectifs p' ! 


et g', on obtient, compte-tenu des définitions de @ et &@, — 


et de la relation (i) de 1, 


(SA a) & (TAB) = (— A)? +R ((S A «) @ (T AB)) 
= (— 1)m—P-P)a t+) fo((S ® T) A (x ® B)) 
= (— 1)e™—?—? 1 (S ® T) À *-1 (a @ B) 
= (— 1)"(S@T)A(aS8B). 
PROPRIÉTÉ 2. 3. — En désignant par Px xy (resp. Qxxx) 


la projection canonique du produit X X Y sur X (resp. Y), 
on a la relation 


a SP = Prxx(a) A Qrxx(B); 


en particulier, en désignant par 1x (resp. 1x) la fonction égale 
à 1 dans X (resp. Y), on a 


1x8 B = Qkxx(B), a ® 1y= Pixy(æx). 


Le premier cas particulier est démontré par G. de Rham ([16], 
p. 62) sous la forme | 


L'Qrxx(B) = 1x 8 B; 


le second est analogue ; enfin, la formule générale résulte de 
ces cas particuliers et de la propriété 2. 2; en effet on a 


a BP = (aA 4x) 8 (1x AB) = (a S 1x) A (1x8 8B) | 
= Prxx(æ) À Qrxx(B), 


Q.E.D. 
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Si y est une forme différentielle, appartenant à 6x, dont 
le support o(+) coupe le support o(S ® T) de S @ T suivant 
un compact, nous définissons le symbole (+, S @ T) par la 
relation 


(9, 5 @ Ty = (H°—1(p), 0(S © T)); 
cette définition est cohérente, se ramenant à celle donnée 


par G. de Rham lorsque 9 appartient à Dy y; en effet, on a 
alors 


(So*—4(¢), LS @ T)) = (o**—-1(¢), S @ T) = (9, S @ T) 
en vertu de propriétés rappelées en 1; indiquons deux pro- 


priétés de (9, S @ T). 


Propriété 2. 4. — Si le support o(S ® T) possède un vot- 
sinage fermé E tel que Enc(œ) soit compact, alors on a 


+ Soit À une fonction indéfiniment différentiable dans X x Y, 
égale à 1 au voisinage de o(S @ T), nulle à l'extérieur de E; 
alors on a 


(9,58 T) = (9,5 @ T); 
<p, S) et (Ag, S) sont égaux au voisinage de o(T), donc on.a 
et de méme 
Co, 1” S) = (AQ, Ip, S); 
comme Ag est à support compact, on a 
et on obtient la relation annoncée. 
PROPRIÉTÉ 2. 5. — Si ¢ est une forme différentielle, apparte- 
nant à &x yx, telle que o(~) n o(S @ T) soit compact, on a 
(dx, S ® T) = (7, bS.® T) 


et 


| (hé, S @ T) = (7, S @ BT). 
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En effet, soit À une fonction, égale à 1 au voisinage de 
o(¢)no(S @ T), et appartenant à Pr; on a alors | 


(dx¢, S ® T) = (Adxy, S ® T) = (dx(Ag), S @ T) 
= ((dx(A¢), S), T) = (Ag, 55), T) 
ae (Ag, bS @ T) = (?; bS @ T); 


la seconde relation se démontre de manière analogue. 
Introduisons maintenant quelques intégrales qui seront» 
utilisées dans la suite de ce chapitre. 


Dérinirion. — Si T est un courant dans X X Y, tel que 
o(T) n(X X K) soit compact pour tout compact K de, Y, nous 
définissons l'intégrale | 


DE 
TL eal) 


PROPRIÉTÉ 2.6. — Sous les hypothèses que l’on vient d'indiquer, — 
on a la relation 


par la relation 


J T = Qexx(T). | 


En effet, cette relation équivaut à l'égalité, établie par ! 


G. de Rham ([16], p. 62): | 
RAT) = Qexx(T). | 


Si T est un courant appartenant à Dxxyx, et y une forme | 
différentielle appartenant à &x x, tels que 


o(T) (y) n(X x K) 


| 
soit compact pour tout compact K de Y, alors l'intégrale | 


K£TAY 


est définie par ce qui précède. Plus généralement, soient U _ 
et V deux courants dans X x Y, tels que A-1{U) (resp. 4-1(V)) 
soit une forme différentielle dans Y (resp. X), à coefficients 
dans Dx (resp. Dy), et que o(U) na(V) n(X x K) soit compact 
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pour tout compact K de Y; alors le produit U/\ V est défini, 
et lintégrale 


f,UAV 


est définie par ce qui précède; considérons le cas où U = S81, 
S appartenant à Dx. 


PROPRIÉTÉ 2. 7. — Soient S un courant homogène de degré p 
dans X, et V un courant homogène de degré q dans X X Y, tels 
que %T1(V) soit une forme différentielle dans X, à coefficients 
dans Dy, et que (5(S) X K) n s(V) soit compact pour tout compact 
K de Y. Alors on a la relation 


(es JS BA) AV)= (— 1)(S8¢, V) 


pour toute forme différentielle 9 e Dy. 
La définition de l’intégrale résulte de ce qui précède; alors 
on a 


(9, (SB 4x) AV) =(9, fv-((58 17 AV) 
= (1x ® 9, .b—1((S 8 1y) A V)) 
= (1509, (— 1)"b-(V A (SB 15). 
Compte-tenu des relations (1) et (in) de 1, on obtient alors pour 
cette expression : 


(— 115 ® 9, V>AV) AA 


S 
| 

= 

AT 

Sl 

— 


x)) | 
(— 1x @ 9, &-1(V) A(S@ 4y)) 
Vu Aa ® ¢) \(S@ 1x), &-*(V)) 


— 1)™S ® 9, b-1(V)) 
(= pa" (8 8 ¢), V) 
(— 1)PX“S Be, V). 


Convention. — Sous les hypothéses de la propriété 2. 7, 
nous définirons le symbole (V, 5) par la relation 


(V, S) = f.(SB4y) AV. 


et tel 


+ 


3. Généralités sur la convolution de première espèce. 
~ Nous définirons une première notion de convolution pour 
les courants, généralisant une expression, indiquée par 
L. Schwartz ([17], tome II, p. 12), du produit de convolution 
des distributions. Dans l’énoncé des propriétés de la convolu- 


a, | BE ba 


14 FRANÇOIS NORGUET 


tion, interviendront des courants particuliers que nous allons 
définir. Soit X une variété, de dimension m; pour tout point 
xe X, la relation 


(9, 82) = (x) 


pour toute fonction continue + dans X, définit un courant. 6,, 
homogéne de degré m, ayant le point pour support. Plus 


| 


généralement, si » est un élément de l’algèbre extérieure de 


l’espace des vecteurs tangents à X en x, la relation 
(9, om) <<. (9, ¢(x)) 


pour toute forme différentielle 9 ¢&x définit un courant à,; 
dans cette relation, o(x) désigne la valeur au point x de la 


forme différentielle 9, i.e. un élément de l’algèbre extérieure: 


duale de la précédente, et la dualité exprimée au second membre 
est celle qui existe entre ces deux algébres; si » est un p-vecteur, 
6, est un courant homogéne de dimension p, ayant pour sup- 
port le point x. Enfin, si » est un vecteur tangent a X en x, 
la relation 


CY, de) = (9, p) 


pour toute fonction différentiable + dans X, définit un courant 
6, homogène de degré m, ayant le point x pour support; 
dans cette relation, (¢, ») désigne la valeur prise, sur le 
germe de fonction déterminé en x par 9, par la forme linéaire 
que définit le vecteur ¢ (*). 

Jusqu’a la fin du chapitre 1, X, Y, Z seront des variétés, 
de dimensions respectives m, n, 1; f, une application (indéfi- 
niment différentiable, conformément à la convention faite au 
début du chapitre) de X x Y dans Z; pour tout ze X (resp. 
y Ÿ), fc (resp. fy) l'application de Y (resp. X) dans Z définie 
par fa(y) = f(a, y) (resp. f,(x) = f(a, y)); g, l'application de 
X X Y dans X X Z, définie par g(a, y) —(x, f(x, y)); on a 


donc 
Prxzog = Pxxy et Qxxzog =f. 


On désignera par Dy X,®9% la partie de De X Dy constituée 
par les couples (S, T) tels que o(S ® T) n f-*(K) soit compact 
pour tout compact K de Z. | 


(?) 5® est donc Ja dérivée de 6, relativement au vecteur 9. 


re a msn nee Dee ce mr 
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Dérinirion. — On appellera convolution de première espèce 
associée à f, l'application de Dy xD dans Dr, définie par 


(S,T) +S x,T = f(S8T). 


“ag AN. ; 
L’indice f sera supprimé lorsqu’aucune confusion ne sera 
à craindre. 


PROPRIÉTÉ 3. 1. — Si S et T sont homogènes de dimensions 
respectives p et q, S X,T est un courant homogène de dimension 


p + q-. 


PROPRIÉTÉ 3. 2. — Si x est un point de X, et si o(T)nf;1(K) 
est compact pour tout compact K de Z, alors on a 


nl fo(T). 
En vertu de la définition de la convolution, on a en effet 
de X T=f(é, 8 T) = (A ® T)); 
il en résulte, pour toute forme différentielle 9 e Dz, 


(9, 0, % T) = (o*f*(o), 6, ® T) = ((Ao*f*(g), de), T) 
= (f2(¢), T) = (9, fa(T)). 


PROPRIÉTÉ 3.3. — Si ¢ est un vecteur tangent au point % 
de X, et sic(T) 0 fz2(K) est compact pour tout compact K de Z, 


alors on a 
6°) KT = (f2(T), 9) 


ow le second membre désigne la valeur prise par la forme linéaire 
que définit le vecteur », sur la fonction f(T), définie dans X 
au voisinage de x, et à valeurs dans D. | 

Tout crochet dans lequel » opère conservant la signification 
qui vient d’être indiquée, et tout autre crochet exprimant la 
dualité entre formes différentielles et courants, on a, pour 
toute forme o e ;, 


A eT) sg ((Ao"f"(9), Ls ?) oe Cal?) he p) 
= (95 fo(T))s.#) = (9 <fa(T); 92), qe.d. 
-Propritré 3.4. — Si o(S@T)nf(K) est compact pour 
tout compact K de Z, on a 


| b(SXT) = bS KT + SXbT 
‘el d(S%T) = (—41)"t"#!(dS%T + wSXAT); 
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si, en particulier, S et T sont des courants homogènes de dimen- « 


sions respectives p et q vérifiant p+q—=l+1,on a 
bSXwT =—S%bT et  dSXT—=—"wSXAT. 


En effet, compte-tenu de la relation bf = fb et de la première | 


relation de la propriété 2. 1, on a 


b(S%T) = bf(SST) = fo(SST) 


= f(bSBwT + SHbT) = LS XwT + SXT; 


la seconde relation se déduit de la première à l’aide de la rela- 
tion d = wb; la fin de la proposition résulte de ce que, si 
p+gqg—=1l+1, SXT est nul, ayant une dimension plus 
grande que l. 


REMARQUE. — Sous la forme 
bD(SXT) —SXbT = DSxX wT, 


la première relation ci-dessus généralise la formule d’ homotopie 


pour les courants ([16], relation (3), p. 68). 


PROPRIÉTÉ 3.5. — La convolution de première espèce est — 
une opération bilinéaire; si S, S’ sont des courants dans X et T © 


un courant dans Y, tels que o(S @ T) n f-1(K) et o(S’@ T) n f-*(K) : 


soient compacts pour tout compact K de Z, alors, pour tous nombres 
complexes À et À’, on a 


(AS + W'S’) XT = ASKT) + 2(S'XT). 


Les hypothèses entraînent l’existence de S-XT et deS’ XT; de 
plus on a 


s((AS + 2’S’) ® T) < (a(S) u o(S’)) X o(T) = o(S@T) u 5(S'8T); 


il en résulte que o((AS + A’S’) ® T) n f-1(K) est compact pour 
tout compact K de Z, et que (AS + X'S')XT est défini; la 


propriété est alors immédiate. 


PROPRIETE 3.6. — La convolution de premiére espéce est 
continue au sens suivant: si S, (resp..T;) tend vers S (resp. T) 
dans Dx (resp. Dy), les supports de S, (resp. T;) et de S (resp. T) 
étant contenus dans un ensemble fermé A (resp. B) de X (resp. Y), 
de telle sorte que (A X B) n f-1(K) soit compact pour tout compact 
K de Z, alors S;XT,; tend vers SXT dans Dj. 
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Cette propriété résulte immédiatement du lemme suivant : 


Lemme 3. 1. — Soit h une application d’une variété X dans 
une variété Y; si des courants T, convergent vers T dans Dx, 
les supports de T; et de T étant contenus dans un ensemble 
fermé E tel que En h=1(K) soit compact pour tout compact K 
de Y, alors h(T;) converge vers h(T) dans 94. 

Pour démontrer ce lemme, considérons une partie bornée B 
de Dy; c’est un ensemble de formes différentielles dont les 
supports sont contenus dans un compact K; soit V un voisinage 
compact, dans X, du compact En h~1(K); soit À une fonction 
indéfiniment différentiable dans X, égale à 1 au voisinage 
de Enk-1(K), nulle à l'extérieur de V; soit h(B) l’ensemble 
des formes h(g) = À.h*(g) lorsque ¢ décrit B; h(B) est borné 
dans 9x; les hypothèses entraînent l’existence des images 
R(T;), et l’on a 

(ps A(Ti)) = (e) Ti) = (hg), Ti) 
pour © e B; si T; converge vers T dans Dx, {h(o), T;) tend vers 
{h(¢), T) uniformément sur h(B); done (9, h(T;)) tend vers 
Cp, h(T)) uniformément sur B, et h(T;) converge vers h(T) 


dans Dr, q.e.d. 

Les énoncés suivants fourniront des expressions intégrales 
de la convolution de première espèce, utilisant les intégrales 
utilisées à la fin de 2. 


_ Proposition 3.1. — Si o(S@T)nf~1(K) est compact pour 
tout compact K de Z, S%;T et SX,T sont définis; si, de plus, 
Pensemble 
| L) fi x (Ka f.(0(T))) 
«x €a(S) 
est compact dans X x Z pour tout compact K de Z (ce qui est 
réalisé en particulier si o(S) est compact), alors on a 


$x,T= (SX, T. 


” On sait que la première hypothèse de compacité assure la 
définition de SX,T; pour que SX,T soit défini, il suffit 
que o(S@T)ng-(K) soit compact pour tout compact K 


de X x Z; or, si A et B désignent les projections de ce compact 
2 


 — 


sae 


ar 
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K dans X et Z respectivement, A et B sont compacts et. 
vérifient Kc A X B; donc a on g-(K)e (A X Y)nf-1(B) et 
o(S@T) n g—*(K) (a(S) X o(T)) (A X Y) n f-*(B) 

= ((Ana(S)) x s(T)) 9 f*(B); 
l'hypothèse faite assure la compacité de cet ensemble quels que 
soient A et B compacts dans X et Z respectivement, donc aussi, 
la définition de SX, T. 

Alors on a 
o(S%,T) = o(g(ST)) < g(o(S) X o(T)) = Ly x} X f,(o(T)) 
ze 

et, pour tout compact K de Z, 


s(SX,T)n(X x K)e LJ {x} x(Kn£(G(T)))e(S) x Ks 
z2€a(S) 
en vertu de la seconde hypothèse de compacité, l’image 
Qxxz(SX,T) de SX,T par la projection Qxxz de X X Z sur Z 
est définie, et, compte-tenu de la définition d’intégrales a la 
fin de 2, ona 


SXT = f(SBT) = Qexe(g(SBT)) = Qxxe(S% oT) = SX. 


THÉORÈME 3. 1. — Si (A X o(T)) n f-1(B) est compact pour 
tous compacts A et B de X et Z respectivement, 1x%,T et S%,T 
sont définis, et l’on a 


SX, T = (w"#88 12) A (1x KT). 
Si, de plus, (o(S) x o(T))n f-1(B) et (_) {x} x (Bnf.(c(T))) 
2ea(s 


sont compacts pour tout compact B de Z (ce qui est réalisé, en 
particulier, si a(S) est compact), alors SX ;T est défini, et l’on a 


SX,T = [,(w"+'S 5 41,) A (4x%,T) == (x X, T, gr tS), 


On a vu, au cours de la démonstration de la proposition 3. 4, 
que SK,T est défini si ((A n o(S)) X o(T)) n f-1(B) est compact 
pour tous compacts A et B de X et Z respectivement; donc la 
première hypothèse de compacité assure la définition de 
1xXT et de SX,T. Supposons d’abord S = ix(x), a étant 
une forme différentielle qui appartient à 8x; alors nous avons 


ix(a) ST = (2 1x)8 (A AT) = (48 1x) A (x BST) 


oo re Go tes me 


4 


amer, pe Rue 


te eee : . src ER RES pneus 
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d’après la propriété 2.2; or la propriété 2. 3 entraîne 
AS dy = Prxr(a) = g*(Pxxz(a)) = g*(a S Az); 
nous avons donc 
ix(a) ST = g*(a S1;) (1x ST) 
et, en vertu du lemme 3. 2 qui sera établi ci-dessous, 
g(ix(%) ST) = (w"+"(aB 1z)) A g(1x ST). 


Soit maintenant «, une suite de formes différentielles, 
appartenant à 6x, telles que ix(a;) converge vers S dans D; 
les supports des courants S®T et ix(«)ST sont contenus 
dans X X Nr et la première hypothèse de compacité entraîne 
que a X o(T))n g-1(K) est compact pour tout compact K 
de ‘X X Z; alors (w"*t'(a,81z))\g(1x8T) converge vers 
(TS S 1) DA gl 1x ST) dans 9, et, en vertu du lemme 3. 1, 
g(ix(%) ® T) converge vers g(SST) dang D;. On a donc 


g(S@T) = (w#($81,)) A g(4x8T) 
soit E SX, ae = (tS © 1z) /\ (1xX, LI 


La seconde hypothèse de compacité entraîne la définition 
deSx,T, et la seconde relation à démontrer résulte immédiate- 
ment de la première relation (qui vient d’être établie), de 
la proposition 3.1 et de la propriété 2.7, compte-tenu de 
la seconde hypothése de compacité. 


Lemme 3. 2. — Soit h une application d’une variété X dans 
une variété Y; si « est une forme différentielle appartenant à &y, 
et si T est un courant dans X tel que o(T) n h-1(K) soit compact 
pour tout compact K de Y, on a 


a(TA g*(«)) = g(T) Aa, 
a(g"(x) AT) = (w™*"a) A g(T), 


m et n étant les dimensions respectives de X et de Y. 
En effet, pour toute forme 9 ¢QDy, on a 


= ), TA = ine» 
(9g, g(T A g*(«))) men Blk ti FR ja) eae A ) 
— (CA g(T) A a); 


la seconde relation se déduit immédiatement de la première. 


ou encore 
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CoroLLAIRE 3. 1. — Sous les hypothèses de la seconde partie 
du théorème 3.1, si S et T sont des courants homogènes, de 


dimensions respectives p et q, on a, pour toute forme différentielle * 


o e 9, 


@ SXT) = (— 10 PO SB, dx X 9 T)- 


ge Es 


En effet, on déduit immédiatement, des propriétés 3.8 # 


et 2:°7; 


(¢, SX,T) = (6, f.(— 1)e*5@—PYS & 1z) A (1x Xy T)) 
= (— 1j DANS @ g, 1x, T). 


4, Généralités sur la convolution de seconde espèce. 

Un certain nombre de propriétés du produit de convolution 
des distributions n’ont pas été rencontrées au cours de l’étude 
de la convolution de premiére espéce des courants; en parti- 
culier, la forme linéaire définie par le courant SX;T n’a pu 
étre explicitée de fagon simple par le corollaire 3.1; il est 
donc nécessaire de définir une convolution de seconde espèce, 
qui vérifiera les propriétés du produit de convolution des 
distributions, non satisfaites par la convolution de première 
espèce; notre définition sera posée formellement, à seule fin 
de permettre la démonstration de ces propriétés. Dans le 
chapitre 11, nous montrerons que les conditions, permettant 
de poser cette définition, se réalisent de manière naturelle 
dans l’espace euclidien où l’on obtient alors une notion de 
convolution liée à la structure de groupe additif de cet espace; 
cette convolution sera étudiée en détails dans le chapitre tf: 
ou nous verrons qu’elle jouit de propriétés tout a fait naturelles. 


 Faftérae — Si ¢ est une forme différentielle dans Z, 
image réciproque f*(¢) ) (resp. f;(g)) de © par l'application 
f.(resp. fy) de Y (resp. %) dans Z, sera considérée comme une 
forme double dans X X Y, à savoir une fonction dans X 


(resp. Y) à valeurs dans l’espace des formes différentielles 
dans Y (resp. X). 


HYPOTHÈSE. — On suppose donnée sur % x Y une forme 


double, de degré m+n+l, a = a, o 
degré s en X, telle que: ye a es homogène de 


1. da’ a8 = 
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St ¢ est une forme quelconque, de degré p, dans Z, on a la 


Z 2 10 


pet 


Pig) Aa = (— Da ft(9) À a 


_ Dérinirion. — Alors, pour tout couple d’entiers (r, s) véri- 
fiant la relation 


Ptrts=min+tl, 


on définit la (re double a dans X X Y, par la relation 


= 
8 — = fr(¢ )\Aa = = (— 1)+ P(g) A 
PROPRIÉTÉ 4.1. — On a alors: 


En effet, on a 


r—i,s 


dy = fi(dg)\a = dupe) Na = de(f(@) Aa) = dx? 


dg = (10e pd) A a 
= (— 1)e* 6+? * Ody fF(G) A ae 
= (40706270 (fe) Ave ) 
=f à jee gl 58 
- DériniTion. — On appellera convolution de seconde espèce, 


“associée au couple (f, «), l'application de Dy X; Dr dans D, 
(S, T) +S*X,.T, 


- définie par la relation 


SLT) = (— terran 


lorsque © est une forme différentielle appartenant à 9, S et T 


des courants homogènes de degrés respectifs p et q. 
Les indices f et & seront supprimés lorsqu’aucune confusion 


me sera à craindre. 


te à] 1+9 


-S@'T> 


Proprintt 4. 2. — Si S et T sont homogènes de degrés res- 
pectifs p et q, SXT est homogène de degré p + q. 
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Propriété 4. 3. — Si o(S@T)nf-1{(K) est compact pour, 
tout compact K de Z, on a 
b(SXT) = bSK ET = SHOT 
et d(SXT) = dS¥T = wSXaT. 
En effet, si S et T sont des courants homogènes de degrés” 
respectifs p et q, on a, compte-tenu de la définition de S$T,: 


de celle de l'opérateur b, de la propriété 4,1 et de la pro-f 
priété 2. 5, | 


(9, b(SXT)) = 


ep naan het em htm oea 


(9, HSRT)= (—1ym-X de 7, SeT) | 
= (— L)m—PatX dy 
TS a —I+ P, m—1+9+1 | 
ae SN ù | 
pour toute forme pe. Des relations obtenues, les deux | 
autres se déduisent à l’aide de l'égalité d = wb. 


THÉORÈME 4, 1. — Si S et T sont des courants homogènes de | 
degrés respectifs p et q, et 'si s(S@T) possède un voisinage | 


fermé E tel que Ê nf-1{(K) soit compact pour tout compact K! 
de Z,on a 


(g, SRT) = (— 1m +04 e, RÜSA" a ")), TD 
= (— 1m X(e, f,("a AT)), S) 


| 
pour toute forme différentielle 9 e D. Si, de plus, l’ensemble 
LJ iu) x Ra £te(S) (resp. LJ ta} x(K 0 f(e(T))) 
est compact pour tout compact K de Z, ona | 
SRT= (Are (SAR ET) cg | 
} 


(resp. SXT = (— 1)t—penenm=ng p(y AT), s)). 
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Remarque. — Avant d’aborder la démonstration de ces 
formules, précisons la signification des termes qu’elles con- 
tiennent; par exemple, celle du terme 


CASA” a’), Ty; 


m—I+q 
S étant un courant dans X,S/ « désigne le courant double 


(SS11)A" à dans X X Y; c’est donc une forme différen- 


: : À m—1+9 
tielle dans Y, à coefficients dans Dx; par suite (SA a ) 


est une forme différentielle dans Y, à coefficients dans 9;, 
m—Il+ qd 


définie au voisinage de o(T), et (SA a ys T) est un 
courant dans Z, compte tenu de la propriété 2.7 et de la 


. . . . . m—P 
convention qui lui fait suite; le terme CF. ( at AT), s) 
s’explicite de manière analogue. 


Démonstration. — Pour toute forme différentielle + e D, 
on a, compte-tenu des définitions de S$T et de S@T, 
LS m—I|+ 4 
(g, SRT) = (— 17m , $@T) 
= (— 1} Fe) A re , S@T) 
= (— 1} = DÉCSrE ert "A filo) 56e T) 
= (— Dre a AFG), 8, 0 


Or la définition de l’image d’un courant permet d’écrire 


Cn AFG), S= Gilg), SA” a P=, F(SA a )> 


quand y se trouve au voisinage de o(T); on en déduit 


Ge SRT) = (1) Ce, f,(SA" a’), T). 


Si LJ fy} x(K a f(2(S))) 


y €a(T) 


est compact pour tout compact K de Z, alors 


(SA a’), T) 


est défini par la convention qui suit la propriété 2. 7, et l’on a 


m—l+q 


(o, SRT) = (— Aytnertotey, CES AT a"), T)) 
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soit 
m—I+q 
SET ESA" a"), Ty 
De la même manière on a. 
m—p 
(g, SRT) =(—1yem-n+t-r-0m-Nfi(e) Aa", S@T) 
(pente tr N'a Aie), SeT) 
= (— Lynn +p —aym-e mK" A fÉ(e), T), S), 


avec 


"a ARE), T= (Gag), TA"a ) = fel TA“@ )} 
quand x est voisin de o(S). On en déduit 
(9 SRT) = (pr nee rene (GTA Ta ) TS) 
= (1j nm tr Xe, fa AT)), 8). 


|) fe} x (Ko f.(e(T))) 


x €a(S) 


Si 


est compact pour tout compact K de Z, on a 


ER SET) = (— Ayrnmte—X oq, Ga AT), S) 
soit | 
SET = (— 1j0-remr-Xf, (a AT), S). 


Ceci achéve la démonstration du théoréme 4. 1 


CHAPITRE II 


CONVOLUTION DES COURANTS DANS L'ESPACE EUCLIDIEN 


5. Convolution et convolution adjointe pour les variétés riema- 
niennes. 

Lorsque les convolutions de première et de seconde espèce 
sont définies de telle sorte que certaines relations existent entre 
elles, chacune d’elles s’enrichit de propriétés nouvelles. Nous 
introduirons maintenant, par hypothèse, de telles relations 
dans le cas où les variétés considérées sont munies de métriques 
riemaniennes, et nous démontrerons les propriétés qui en 
résultent; dans les paragraphes suivants, nous montrerons 
que les hypothèses de ce paragraphe se réalisent de façon 
naturelle dans le cas de l’espace euclidien, et nous étudierons 
spécialement la convolution dans l’espace euclidien. Rappelons 
d’abord quelques notions relatives aux variétés riemaniennes. 

Une variété X, de dimension m, est dite riemanienne si 
elle est munie d’un tenseur covariant symétrique indéfiniment 
différentiable g;; tel que la forme quadratique 


ds — S) gy dai da 
1<i<m 
1<j<m 


1 


‘soit partout définie positive; on adoptera toujours (sauf indi- 
cation du contraire) la convention habituelle de sommation 
par rapport aux indices répétés, ainsi que les conventions 
relatives à la montée ou à la descente des indices; par exemple 


Die 2: = PS ON MT ETES ipkp 
8 bij — bi, Yi, ip — But Bipep@ Pr a" nee ce BP On. tps 
Pre dys ip — oùki PP DONE « 2 
Bip hip = det (gi <p<rs CR NU AIN ET 
$, \ 1<V<P 


me + qui ee ae 
€, a V S1..m,1..m) Oak tae Bi, CA RE Ci. me 
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A la forme différentielle extérieure | 
a= >) adm... Ada 
Lee 


on associe la forme adjointe 
a à Ga). de A+++ A da/m-p 
hese ees 


ARTE 
ou (*@) i. mp = yd Ain F4 PRRRE A Le à P; 
ico <ip 


adjoint *T d’un courant T est alors défini par la relation 
<p, *T) = (w(xœ), T) avec = wt, 


pour toute forme différentielle ¢ e Dx, de sorte que l’on a 


ee ne 


six(2) = ix(+2) 
pour toute forme différentielle localement sommable a; l’opé-“ 
ration ainsi définie vérifie les propriétés suivantes : | 
(1) * = W, xW = Wx, 
(ii) $e" Sweat ES ye Sw ye Se, 
(ii) si &æ et B sont deux formes différentielles dans X,. 
æ/\x$ et BAxa ont la même composante homogène de 
degré m. 
La notion d’adjoint permet de définir l’opérateur différentiel 


ae tape ani 


| d= «dew = Wedaw 
qui vérifie les relations 
*dd = dx, ddx = «dd. 


Nous introduirons maintenant les hypothéses supplémen- 
taires annoncées, relativement à la définition des convolutions 
de première et de seconde espèce. 


Hypotnises. — Nous supposerons que X, Y, Z sont des 
variétés riemannienes, et que les données f et a, qui permettent 
la définition des convolutions de premiére et dé: seconde espéce, 


| 
| 
| 
: 
sont telles que l’on ait les relations équivalentes : | 
(iv) *(SXT) = (—1)0"-9 « SVT, ” 4 
(v) *(SKT) = (— 1)" a Sax T J 


pour tous les courants S, T, homogènes de dimensions respectives 
p et q, vérifiant (S, T)e ‘De x Dr. 
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Ces hypothèses étant supposées réalisées, les convolutions 
de première et de seconde espèce seront appelées respectivement 
convolution et convolution adjointe. Nous démontrerons main- 


tenant les propriétés suivantes, qui résultent des hypothèses 
ci-dessus. 


a) Propriétés de la convolution. 


PROPRIÉTÉ 5. 1. — Sio(S@T) n f-1(K) est compact pour tout 
compact K de Z, on a 


d(SXT) = (— 1} "tS KT = (— 1j rt ST 
En effet, la relation (iv) inscrite dans les hypothèses ci-dessus 
s'écrit, si S et T sont homogènes de dimensions respectives 
p et q: 

1 69(SXT) = (AMM +R 0(4 9S) À (eT) 
calculons la différentielle extérieure de chaque membre, en 
utilisant la seconde relation de la propriété 4. 2: 

d+ (ST) = (— 1)™t"t! +e x WS) X (x wT) 
= (— 1)" tt! 420-9 x WS) % (d x WT) ; 
prenons alors linverse de l’adjoint de chaque membre, en 
tenant compte des définitions et propriétés précédemment 
rappelées; nous obtenons: 
«—'dxye(S%T) = (1) tet! REED «V(x 1d x SS) K (+ wT)) 
= (— LED sul * *wS)& jay * wT)) 
soit 
SMT) or AP tT EET Me" (#08) % (+ T)) 
"A = (— A} + Da (x pS) À (x 9T)) 
_so:t enfin 


o(SXT) = (— 1)" FH DS KT = (— 1) FES X OT. 


Propriété 5. 2. — Si x est un point de X, et sio(T) n f;:(K) 
est compact pour tout compact K de Z, on a 


D KT = (— 1)" oO KT) = (— 1)", % oT. 
__.En effet, de la propriété 5. 1 résulte la relation 
00,%T = (— 1)" 42+! (8, *T) = (— 1)", XOT ; 


la propriété 5. 2 résulte alors de la propriété 3. 2. 
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Tutorime 5. 1. — Soient S et T des courants homogènes de 
dimensions respectives p . q, s(S@T) possèdant un voisinage 
fermé E tel que En f-(K) soit compact pour tout compact K 
de Z; si | 

LJ fy} x (Knf,(s(S))) 


y €a(T) 


est compact pour tout compact K de Z, on a 


. (ST) = (— 1je-nem +04 nf (. SA Ed à PA 


LJ {x} x (Ka f.(e(T))) q 


x €a(S) 


st 


est compact pour tout compact K de Z, on a 


+ (S¥T) = (— Lje=nem+n+o+rn x f ("a ÂxT), * S). 


$e L4 Là 2 Li | 

Cette propriété résulte de la relation (iv) figurant dans les 
hypothèses, et du théorème 4. 1. } 
b) Propriétés de la convolution adjointe. | 


PROPRIÉTÉ 5.3. — Si x est un point de X, et sia(T) n f: (K} 
est compact pour tout compact K de Z, on a | 


OST = = OT | 
En effet, la relation (v) figurant dans les hypothèses et la 


propriété 3.2 entraînent | 
x 6,%T = x1 (xx CR Lie xl, Ke T) =a5'ffeT). | | 
PROPRIÉTÉ 5.4. — Si o(S@T)nf-1(K) est compact pee | 


tout compact K de Z, on a 
ASRT) = (— 1)"+' XT + (—1)"+wSKoT; 


st, en particulier, S et T sont des courants homogènes, de NE | 
respectifs p et q, vérifiant p + q =1l + 1,0on a 


dSRT = (— A) t"t! wSKoT. 


En effet, si S et T sont homogènes de dimensions respectives | 
p et q, la relation (v) s’écrit | 


«(SXT) = (— 1) P(« wS) % (« wT). 
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Calculons la différentielle extérieure de chaque membre, 
en utilisant la seconde relation de la propriété 3. 4: 
dx (SXT) = (— 1} (4 x wS)-X (+ wT)) 

+ ((w * WS) *(d*wT)); 
prenant alors l’inverse de l’adjoint de chaque membre, nous 
obtenons : 

* 14 x w(SXT) i as hah ll lia ere = d« wS)% (+ wT)) 

| + 4 (Ce mp S) Xe (x41 dd wT))) 
soit 
Beh) (pd ti ea P(e OST) 

+ (— 1) EEG tials WS) (x oT)) 
soit enfin 
(ST) = (—1)"t+9SX¥T + (—1)"*'wS LOT. 

La seconde partie de la proposition se déduit de cette relation, 
car, sous les hypothèses indiquées, SXT est nul, ayant le 
degré 1+ 1. | 

PROPRIÉTÉ 5. 5. — Si c(T)nf;'(K) est compact pour tout 
compact K de Z, on a 


(d+ 8,) RT = dif T) = x fr dT). 
En effet, la seconde relation de la propriété 4. 2 entraîne 
(dx) ST = d(«6,%T) = *«6,*dT; 


la propriété 5. 5 résulte alors de la propriété 5. 3. 
_ La suite du chapitre 1 sera consacrée à l’étude de la convo- 
lution et de la convolution adjointe dans l’espace euclidien. 


6. Réalisation des hypothèses du paragraphe 5. 

X, Y, Z seront désormais identiques à l’espace euclidien 
à m dimensions réelles R™ muni de la métrique euclidienne 
habituelle; l'application f, définie par 


f(x, y) = x + y, ze X, ye Ÿ, 


donne naissance à une convolution de première espèce; X, 
M, Z seront munis de coordonnées cartésiennes 


(ani (yi)s <i<m CAP <i<m 
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bien déterminées, de telle sorte que l’expression 
aa, y) = wab*((m!)28t~™ dat... dat dy... dy) 


définit une forme double sur X X Y; dans cette expression 
comme ultérieurement, à muni d’indices désigne le symbole 
de Kronecker habituel, la convention de sommation sur les 
indices répétés est respectée sauf indication du contraire, et 
le signe du produit extérieur est omis dans les produits de 
différentielles; enfin, ultérieurement, les factorielles figurant 
multiplicativement dans les calculs seront omises; la forme « 
définie ci-dessus et l’application f déterminent une convolu- 
tion de seconde espèce, en vertu de la proposition 6. 1 ci-dessous; 
de plus, en vertu du théoréme 6. 3, les hypothéses du para- 
graphe 5 sont réalisées; les convolutions %, et $,, seront 
appelées respectivement (conformément aux conventions intro- 
duites au paragraphe 5) convolution et convolution adjointe. 
Au cours des calculs qui suivent, on manipulera explicitement 
des formes simples et des formes doubles sur le produit de deux 
variétés; on ne précisera pas toujours explicitement si une 
expression donnée représente une forme simple ou une forme 
double, la confusion étant rarement à craindre; toutefois, 
il faut toujours prendre garde aux différences entre les règles 
de calcul relatives à ces différentes espèces de formes. Le rôle 
essentiel des énoncés ci-dessous est évidemment de prouver 
que les hypothèses du paragraphe 5 sont réalisées; toutefois, 
le théorème 6.1 constitue une propriété importante de la 
convolution dans l’espace euclidien. 


Proposition 6. 1. — Si © est une forme différentielle, homo- 
gène de degré p, dans Z, on a 
PAR (yep A 


Démonstration. — En posant 
» ic a $i,... ip(2) dz’ |. dz'p, 


fol?) = $i...1,(@ + y) dy’. dy, 
PYG) = Gigeccag(@ + y) dat. dar 


on a 


et 


PA = (A) ag(@ty) deh...daied)-% dat dvhdylres… dy’ 


a, SP ag 


a 


ee a 


ee i 
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soit, en explicitant les sommations : 


(—1y Ÿ (a. a(2+y) dan….datr À dj dan. dad ipl... dyn). 
last Ja Îm 

Si les indices ly ..+,l, sont fixés, tout terme non nul de la 
parenthèse Revie a? un terme de la seconde somme, pour 
lequel les 1,, ..., 2, figurent parmi les 7,41, ..., Jm3 en effec- 
tuant au RARE té permutation sur ces derniers indices, 
on peut supposer à = J,4,, ce = =Js+p; alors le terme 
considéré dans la parenthése s’écrit 


Bros, (x + y) dar &: ot MATE. BSR 


sdsis..-Ipis+ p+s- ve 
pene 


Sean care BP End ... dyrdy"+r+t.., dytr, 


ioc Leu. (a tt 4) dx . . dr'rdy"…. > . dy? 
AY >: Sts! M 7, UP *! Se dajp+*diy'e> ess tS dy. 


On a donc ip+teim 
fig)Aa—=(—1 °° À (qu. le + y) dat... durdyh .…… dye 
4 i,...ip 
A SY hom dure... dairsedylosss .,. dyin) 
et, de méme, tp +s tm 


fig) pagent (w+y) rs dy'005,%,,dah... da edylr,..dyin 
= ep Ha ÿ (ous, (+ y) dy"... dy 


ü.ip 
At aa one a dx . = . dah+rdyh+r+s., £ . dy!) 
ve dr 


iy. “ip 


dx... dair dans ayn ee pre de 
—1)s+P », arate + y) dai... dar dy... dy’? 


I 


ik th 
A OÙ bit, dates us daes dyrrsrie oo dy). 
buste 
On en déduit la relation annoncée. 
Proposition 6. 2. — Si T est un courant dans Y, le courant 
1x%,T = g(4x@T) est défini dans X X Z; si T est homogène 
de dimension q, soit 


T = Tin, dy... dyna, 
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alors la composante, de degrép en X, de ~*g(1x® T), est égale à 
(= 1)" te =P ft, ee. . dale dze+s ... das, 
considérée comme forme différentielle dans X, à valeurs dans Dz. 


Démonstration. — Pour tous compacts A et B de X et Z 
respectivement, (A X Y)nf-1(B) est compact, donc a fortiori 
(A X 5(T))n f-1(B) est compact, et 1,X,T est défini en vertu 
du théorème 3. 1; si T est homogène de dimension q, soit ¢ 
une forme double appartenant à Dx,z, homogène, de degré 
total m + q, de degré m—p en X: 


g Ge 7h: « im pla + Lee z) dxnd. . daim-P dz ays dz/e+9, 
Compte-tenu de propriétés gets des formes diffé- 


rentielles extérieures, et de fa définition du produit tensoriel, 
on obtient 
(gp, b—*g(1x ST)) = Kg (L" y), 1x ST) 
= Piste Bien Jpeg D> z shiy) dat 0. dense 
À (das + her . (dæir+a + dyfr+:), 1x ST) 
= Cotes: yh pai xy) dx". | dé oa D dx"... dx? 
À dy* . sde 1x ST) 
= = (1) ae DCG, .. im pra ce Tp -- Eh’ T + y) dy" . . dy", Eh, 
da. | daim= dat rs AE) 
= CAEN. dsr et nets (ah a y) dy" avid yt 
Ty, Saga dy nt dyes) yd t® ee AE ak AUS, . and) 
= és 1) Tea en RU tone z) dz' ” ….d3""- adz . . .. dr, 
Fol Tins wae De a Red Cader FR re. dees 
vs imap v Tps eh CE; z) da . . dun dx"... dar 
À dan" dztm—a dun . 14 dz, he laste 
Dans un terme non nul de la somme, aucun des indices 
r,+++,Tp ne figure parmi les s,,...,s,, donc tous figurent 
parmi les. ki tpl, 2,r'et; (en ctide au besoin une permu- 
tation de ces derniers, on peut supposer k, = 7,,...,k, =r 
alors on obtient la somme : 


amr Gi, 


= (1), 


Re pe es % sq(s z) dz . . drim- P dx": : . dx'r 
dz... dzkm-adz™ , . de, PATE UDOE BO ee 
a (— 1} +40 —X g Diy Saw DO) ait Aa pile... Je -p a bac Me 

/\ dz. . dz, (FT fay Tpkpsi : km— ) dx". . dur dzip+s bigs dzin-a) 
= (— 1)n-+40m nq, i AG oe a )) dar … . durdaren, à, dzlm-a), 


La proposition est ainsi démontrée. 


AE Pr D 


= D , 
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THéorème 6.1. — SiS et T sont des courants (dans X et Y 
respectivement) tels que (a(S) X o(T)) n f-1(K) soit compact pour 
tout compact K de Z, alors S%;T est défini; si T est homogène 
de dimension q, soit 


T'=T, 


da. Îm—q 


ayo? dylm=a, 
et si S est homogène de dimension p, on a 
ST = Tr) oh. dar dale... daina, Sy 


Démonstration. — L’hypothése relative aux supports assure 
la définition de S%;T. Cette hypothèse exprime que l’ensemble 
LJ {a} x (G(T)n(K—x)) est compact dans X X Y pour 
z €a(S) 
tout compact K de Y; elle entraîne la compacité de l’ensemble 


LJ {a} X (Kn (o(T) + x)) dans X X Y pour tout compact 
zET(S) 

K de Y, et ceci équivaut à la seconde hypothèse du théorème 
3. 1; en vertu de ce théorème, on a donc 


S%,T = (8841) A gx ST) = [,b-((SB 42) A g(128 T)) 
es DRE? f (So) AO E1TS T) 
sie (es Aye" Px —P— 1 Not BL © Fr S). 
Il suffit alors de tenir compte de la proposition 6.2 pour 


démontrer le théorème. 
Proposition 6. 3. — Si T est un courant homogène de dimen- 


sion q dans Y, soit 
T = (VENT AR dy" ese dy'"-4, 


alors V adjointe, relativement à Z, de la composante de ~* g(1x 8 T) 
de degré p en X, est égale a 
(Asem) SV dal. 2 deol? data, dale fe (# T). 
| Fes À 
- Démonstration. — Compte-tenu de la proposition 6. 2, nous 
devons déterminer l’adjoint, relativement à Z, du courant 
double dans X X Z 


w@ = (— 1)" +9" UT, jpg) dt... dar dal... dana, 
3 
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qui est une forme différentielle dans X, à coefficients dans Dr; 
posons 
wo = (—1)"t+907P da*. sees ‘lp 
avec ad ee | Tie (Aer, 40) dar .… dzmpe. 
Dans la suite de cette démonstration, toutes les sommations 
seront explicitement indiquées. En vertu de la définition de 
l’adjoint, nous avons 


Ne 9 ET k FA 
* On — ye Op: Im—qki-- hosed oe Ji. dm— 4) az"... dz" y 
Îp+1-.Îm— ky we kp+q 


= i or Loue me | | Cy ea: BM i PAPE À 


 Îm—qka ….. k 
M Sr te ds} %. jdet'e 
Pet ae des ats 


PPTTLITELEL CEE EE CELL ELEC EL 


EPTETTEET EL EEE EL) 


nous obtenons 
og = (— LPO. À (Th que) dE à. date 


ris 
A dzim—a~ |, daim 
= (—1}-r-0 dz... darf (x T) 


et += (—1)"-2+ne+0 N° dat... daledzh ... dzef,(«T). 
den 


THéorème 6. 2. — Si S et T sont des courants homogènes de 
dimensions respectives p et : ie X et Y, et si 


(o(S) x o(T)) 9 f-*(K) 
est compact pour tout compact : de Z,on a 
(SXT) = (Ayn a (ay, 2) A fale T rae 
Démonstration. — Selon le théorème 6. 1, on a 
S%T = (—1)(( f(T), ... in) 0 Aa rdB Pe, ls) 


et, en vertu de la proposition 6. 3, 


*(SXT) = (— 1} C2 dæh… dafrdzh .… dzlf,(«T), s) 
; ee 
=(—1 aa sy da... dar dz... darf (x T), 
Ja. ip 


à Le vim(* SCT dx" Es à ren 


li... im 


A 


mit a AM 
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Dans un terme non nul de cette expression, l’ensemble des 


… indices j,, ..., Jp est identique à celui des indices i Unb api 


id | TA 
donc on obtient 


* (SX,T) = (—1)an-9 >. (ose daim-p+i,,, daim dzim-p+i, .. dam 
À fax T), (* S)i 


(m—p+ice im dx eee dain—P 


= (— AY D dim, da... dain-e dain-r+1,.. dzinf. (xT), « ) 


nn 
= (— 1) e (a, 2) A\f.(*T), .S). 


THÉORÈME 6.3. — Si S et T sont des courants homogènes de 
dimensions respectives p et + dans X et Y, et si 


(G{S) x o(T)) 9 FT (K) 
est compact pour tout compact i, de Z, on a 
« (SX,T) = (— 1m NS ex T. 


Démonstration. — Selon le théorème 4.1, on a 


+SKparT = (— 1e EU a (a, y) AT), #8) 
= (—1)""-X"a (x, 2) Af.(«T), » 8). 


Compte-tenu du théoréme 6, 2, on obtient la relation ci- 
dessus. 


7. Expression de la convolution et de la convolution adjointe 
à l’aide des différentielles des coordonnées de l'espace euclidien. 

Taéorème 7. 1. — Soient S et T des courants homogènes de 
dimensions respectives p et q dans X et Y, tels que 


o(S@T) n f-(K) 


soit compact pour tout. compact K de Z: 


5 iT res. dx" * ii dan, T an i Wl dy ÿ “sy; dyfna; à 
alors on a | 
S$T = (S,.... nee het Bee dz... dzaim-p dz... dam-s 
et 


: SXT— (a APD PS. + Jak p+g+1 + “a X gui) dzfprars sic dakm, 
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Démonstration de la première relation. — En vertu de la 
définition de S$T dans le paragraphe 4, on a, pour toute forme ¢ 
appartenant à Ÿ, 

P. 


(9, S&T) = (1-6, S@T) 


m—P, m—J 


= (— 17e -X g 5 (Suki tay ® The le) dai as dxim-P | 


A dy. dyn) 
m—p, m—q 
= (— 1)" da... dum-rdyh ... dyna og, 
OL stan 5 eae 
m—Pp, m—q 


Or, compte-tenu de la définition de 9. , on obtient: 


m—P,m—Y 


da’... dx'=-edy* ... dy!"-1")'¢ 
= (— 1)"-Mda' ... daim—? dy... dy/=-4 . 

A f5(e)0n5. da"... dermato 
(—1)™-%da'... daim—? dy"... dyim—4 

Nf 3(9) 842.7% 20"... dair-adyin-ass dy’ 

= (—1)0"—-D da"... daim-rdxh. .. da’=-«f5(0) dy’... dy" 
= (— 1) fy (dz. ys. dzimaedzh ). 'dzlè-10) dy" . . dy 
0,0 


(It #.tii:.. =.s AN PI) 
= (— 1) 0) (dr. daim-rdzh ... dam-1@). 


En substituant l’expression ainsi obtenue à 


m—P,m—q 


Bee Pt Bolan pee" FE 


dans l’expression de (9, S%T) au début de la démonstration, 
on obtient 


(ps SET) = (dz... dém-rdzh daim, SRT...) 
=> (9, (S,, eee tap eek) dz... dzim-pdzh ... dz/m-e). 
Démonstration de la seconde relation. — On déduira la 
seconde relation de la précédente grâce à la relation (iv) de 
l'hypothèse du paragraphe 5; d’abord on a 


*S — » DT en p AU TP à à à dai 


iy wee im 


et 


TE DTA. ns mt. dys 


} 
| 
| 
| 
| 
| 
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donc, en vertu de la relation précédemment démontrée, on 
obtient 


BST eur DT ne (SH ORT do) 
igs élmlas ee dm 


dzim—p+s || dam dgim—a+t .. , dm 


x (* SLx T) = ès Diner termlierennnterete m 
is esdadsladarags oh km 
X On Ta (Sis tw pe Lg) BPA ews dato 
wis p —p 4. Mm 
faq dren » OF: 5 (Bj rby tp so inp 
Ja fmkp + q +14 km 
MA Laylpy) dzkp+a+* | dm 
Sora anaT guie. 5 
dz“p+a+s ,.., daim, 


On obtient alors la relation annoncée en utilisant la relation 
(iv) de l'hypothèse du paragraphe 5. 


| 


= (— 1)" +XP+DÈ Jm( 


8. L'algèbre de convolution et l'algèbre de convolution adjointe. 

Les hypothéses du paragraphe 6 déterminent en particulier 
des isomorphismes entre X, Y et Z, grâce auxquels la 
convolution et la convolution adjointe définissent, dans l’espace 
des courants dans R”, deux lois de composition (non partout 
définies). La loi de composition, définie par 


(ST) (= D} DS KT = S¥KT 
lorsque S et T sont des courants homogènes de dimensions 


respectives p et q, sera appelée produit de convolution, et la 
loi de composition 


(S, T) +SRT 


produit de convolution adjoint; alors, compte-tenu des relations 
(iv) et (v) dans les hypothèses du paragraphe 5, on a 


(i) + (SIT) = + SXAT 
et 
(ii) »(SXT) =«S&«T; 


si S et T sont des courants homogénes et si la somme de leurs 
degrés diffère de m, l’un des deux produits de convolution 
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SXT et S&T est nul; si S et T sont des courants homogènes » 


et si la somme de leurs degrés égale m, on a la relation 
(111) (— 1YSXT = SXT = » (ST); 


p désignant le degré de S; en effet, cette relation résulte du 
théorème 7. 1. On appellera espace des distributions, l’espace 
des courants homogènes de degré zéro; cet espace est naturel- 
lement isomorphe à celui défini par L. Schwartz [17]; il est 
stable relativement au produit de convolution adjoint, qui 
correspond au produit de convolution des distributions, 
défini et étudié par L. Schwartz [17]. Pour simplifier les énoncés, 
on indiquera les propriétés du produit de convolution et du 
produit de convolution adjoint en les considérant comme 
définis sur l’espace des courants à supports compacts (car ils 
sont alors partout définis); sans adopter ces conventions, on 
obtiendrait des énoncés analogues à ceux de L. Schwartz ([17], 
chapitre vi, § 5). 


a. Propriétés du produit de convolution adjoint. 


. Propriété, 8. 1..— Le produit. de convolution ‘adjoint! est 
anticommutatif : si S et T sont des courants à supports compacts, 
homogènes de degrés respectifs p et q, on a 


SRT = (—1"T KS. 


PROPRIÉTÉ 8.2. — Le produit de convolution adjoint est 
associatif: pour des courants à supports compacts, on a 


(SXT) RU =SR(TRU). 


Ces deux propriétés se déduisent de la premiére relation du 
théorème 7. 1 et des propriétés analogues du produit de convo- 
lution des distributions, démontrées par L. Schwartz. 


PROPRIÉTÉ 8. 3. — La translation est une opération de convo- 
lution adjointe: ona 


s 6.%T = f.(T) 
et, en particulier 
«OoKT =T. 
Cette propriété se déduit de la propriété 5. 3. Résumons 
les' propriétés ci-dessus dans un théorème. 


EEE AOC SL AAA 


ee 


ai rt 4 on D 
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Taéorème 8.1. — L’addition et le produit de convolution 
adjoint des courants munissent l’espace des courants à support 
compact dans R” dune structure d’algébre associative, graduée 


par le degré des courants, anticommutative, pour laquelle + à, 
est une unité. 


PRORPIÉTÉ 8. 4. — La différentielle extérieure est une opéra- 
tion de convolution adjointe: on a 


(d+0,) XT = df,(T) = f.(dT) 


et, en particulier, 


(dx) %T = aT. 
Ceci résulte de la propriété 5. 5. 


PROPRIÉTÉ 8. 5. — Toute dérivation partielle est une opération 
de convolution adjointe: on a 
d + Oy © T= oT 
dx* dx" 


Cette propriété résulte aisément de la première relation du 
théorème 7.1 et de la propriété analogue pour les distri- 
butions. 


b) Propriétés du produit de convolution. 


PROPRIÉTÉ 8. 6. — Le produit de convolution est anticommu- 
tatif : si S et T sont des courants à supports compacts, homogènes 
de dimensions respectives p et q, on a 


SXT = (—1)/"TXS. 


PROPRIÉTÉ 8.7. — Le produit de convolution est associatif : 
pour des courants à supports compacts, on a 


(SXT)XU = SX(TXV). 
Ces deux propriétés résultent des propriétés 8.4 et 8. 2 
et de la relation (ii) entre les deux produits. 


ProPRIÉTÉ 8. 8. — La translation est une opération de convo- 
lution: on a dal 
oT = f,(T) 
oo XT = F3 


et en particulier 
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Cela résulte de la propriété 3. 2. 


Tutorime 8.2. — L'addition et le produit de convolution 
des courants munissent l’espace des courants à support compact 
dans R" d’une structure d’algébre associative, graduée par la 
dimension des courants, anticommutative, pour laquelle à, est 
une unité. 


ProPrrtétTÉ 8. 9. — La codifférentielle extérieure est une opé- 
ration de convolution : si T est un courant homogène de dimension 
q, on a 


KT = (—4)"0f-(T) = (— 1)*f2(0T) 


et, en particulier, 


d00 XT = (— 1} dT. 
Cela résulte des propriétés 5. 2 et 8. 8. 


9. Expression intégrale du produit de convolution adjoint dans 
un cas particulier. 

Devant utiliser des notions introduites par G. de Rham [16], 
nous les rappellerons d’abord. G. de Rham a montré que, dans 
toute variété X, on peut construire des opérateurs linéaires 
R et A, dépendant de paramètres positifs ¢,, €, ... en nombre 
fini ou infini selon que X est compacte ou non, qui jouissent 
des propriétés suivantes : 

(i) si T est un courant homogène de dimension p dans X, 
RT et AT sont des courants homogènes de dimensions p et 
p + 1 respectivement, vérifiant 


RT — T = b(AT) — A(8T); 


(ii) les supports de RT et de AT sont contenus dans un 
voisinage quelconque donné du support de T pourvu que les 
paramètres €; soient assez petits; 

(ii) pour tout courant T, il existe une forme différentielle y 
appartenant à &x, vérifiant RT = ix()); si g est une forme r 
fois différentiable, il existe une forme 9, r fois différentiable, 
telle que l’on ait A(ix()) = ix(0); 

(iv) si ¢ varie dans un ensemble borné jusqu’à l’ordre q 
et si chaque €; varie en restant borné supérieurement, R(ix(9)) 
et A(ix(¢)) restent dans un ensemble borné jusqu’à l’ordre q; 

(v) si chaque paramètre ¢; tend vers zéro, (¢, RT) tend vers 


‘ 
{ 
i 
4 


mt 
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<o, T) et (o, AT) tend vers zéro, uniformément sur tout 
- ensemble borné de formes dans 9x; si T est continu d’ordre q, 
la convergence est uniforme sur tout ensemble de formes qui 
est borné jusqu’à l’ordre q + 1. 

On appelle régularisateur tout opérateur R dépendant de 
paramètres positifs €, auquel est associé un opérateur A, 
jouissant des propriétés (i) à (v) ci-dessus. Soient alors S et T 
deux courants dans X; si, quels que soient les régularisateurs 
R et R’, l'intégrale 

f RBSAR'T 


tend vers une limite lorsque les paramétres de R et de R’ tendent 
vers zéro, on désigne cette limite par le symbole 


LSAT. 


Les propriétés suivantes sont vérifiées : 
(vi) si l’un des courants S et T a son support compact, 
et si l’on a de plus T = ix(9), © e &x, alors l'égalité 


LS Nix(g) = (S<9 


a lieu, le premier membre ayant la signification indiquée 
ci-dessus, et le second membre la signification qui lui a été 


donnée au paragraphe 1. 
(vu) si o et t sont deux chaînes, dont l’une au moins est 
finie, et dont aucune ne rencontre le bord de l’autre, l'intégrale 


fix) A ix(2) 


est définie, et égale au nombre algébrique d’intersections de 
ces deux chaînes. 

Nous utiliserons ces notions pour obtenir une expression 
intégrale du produit de convolution adjoint; pour tout point 
z de Z, nous désignerons par ©, l’application de X dans Y, 
telle que l’on ait f(x, ©,(x)) =z, soit ©,(xz) = z— 2; nous 
établirons le théorème suivant : 


Tutorime 9.1. — Si S et T sont des courants homogènes 
de degrés respectifs p et qdans X et Y, tels que o(S® T) n f-*(K) 
soit compact pour tout compact K de Z, on a la relation 


SRT = (<1) fa (y, AGS)AT 
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chaque fois que l'intégrale possède un sens; en particulier, sin 
l’on a p+q=m, la relation devient 


ST = i 6,(S) AT. 
DémonstTRATION. — En vertu du théorème 4. 1, on a 


SRT = (— 1) (la (x, 2) f(T); S). 


Transformons d’abord cette expression en supposant 


T = ix(), Ye by, 
p= AC) dy"... dy’; 


nous obtenons 


SRT = (—1) eter oie dat... daim-edzim-p++ |, . dam 
Ny, jqg(2— 2) dé... dz, §, 

= (Lm denen, (da... dain-P Ae 2), S) 
dzim-p+* ,,, dzim er ... da | 
a = (— 1) 1) SN or) et CO ig Y y) dy* 7 ts dy"-r, 6,(S)) 
dzim-p+« |, dzim dz... das, | 


Or, pour un terme non nul de la somme, les indices j,, ..., PR 
ne figurent pas parmi les indices 1-41, «+ +) ln, Mais de | 
parmi les 4,,..., 1h_,, et on peut supposer a al. 
alors on obtient : 


SHT = (1) Ch. (y) dy... dyedy'a~'... dyin-r, G,(S 5) 
dzim-p+: .., dzim es SA 
(Armor ran" ey, z) AT, © ou 


| 
(ty ot res f° 6, (S)A "TT" (y, 2) À a 
| 


oe) Ig=h3 ] 


AY "ay, )AG(S oR 


Supposons maintenant que T est un courant tel que cette 
intégrale possède un sens; soit « une suite de formes différen- 
tielles appartenant à by, telle que ty (a) converge vers TF 
dans Dy, et que ix(a;) soit obtenu à partir de T à l’aide di un 
régularisateur; nous avons alors 1 

| 
{ 
| 


SKix(a) = (— 1 fa (y 2) AG, (S) A ir(ai); 
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. lorsque à tend vers + oo, l'intégrale tend vers 


La “ly, 2) AG(S) AT, 


et SXtx(a;) converge vers S¥T dans 9; en vertu de la pro- 
priété 3. 6; la relation annoncée est donc démontrée. 
Si l’on a p + q — m, cette relation s’écrit 


SRT = (— 1} [G(S)AT)da ... den; 


compte-tenu de He relation (ii) du paragraphe 8, on obtient la 
relation : 


SXT = [,6(S)AT. 


CorozLaIRE 9. 1. — Si 9 est une forme différentielle localement 
sommable, homogène de degré p dans X, et u. une chaîne localement 
finie, de dimension q dans Y, telles que (s(~) X o(u.))Qf4(K 
soit compact pour tout compact K de Z, alors on a 


(Rip) =(—1)e- deo fa (y, 2) AG, (9) 


chaque fois que l’intégrale possède un sens; en particulier, si 
l’on a p = q, on obtient la relation 


in(p) Xix(¥) = (— 1)8"-9 [6.(¢) 


CoroLiarreE 9.2. — Si vu et y sont des chaînes localement 
finies, dans X et Y respectivement, dont la somme des dimensions 
est égale à m, et telles que (wu X v)Nf(K) soit compact pour 
tout compact K de Z, alors il existe une fonction 9, localement 
sommable, définie presque partout dans Z, telle que Von ait 


xp) %tx(v) = tp); 


en tout point z où © est définie, o(z) est égal au nombre algébrique 
d intersections des chaînes ©,(p) et y. 
Ceci résulte du théorème 9. 1, compte-tenu de la propriété 
(vii) rappelée au début de ce paracraphe, 

Une généralisation du corollaire 9. 2 a été annoncée dans [10]; 
elle sera établie dans un travail ultérieur, où seront étudiées 
les relations entre la convolution des courants et certaines 


notions topologiques. 


CHAPITRE III 


HOMOLOGIE ASSOCIÉE A UNE FAMILLE DE DERIVATIONS. 
| APPLICATION A L’ALGÈBRE 
DES FORMES DIFFÉRENTIELLES EXTÉRIEURES 
SUR UNE VARIÉTÉ 


40. Énoncé du théorème fondamental (°). 

Dans une catégorie abélienne, soit (dj), <i<, une famille de 
morphismes tels que le produit d;.d;, défini quels que soient 
i et j, vérifie d;.d; = 0 pour tout 1, et d.d; + d,.d = 0 
pour 1+]; soit d= d,.d, ... d,. Soient F l’unité commune, 
à gauche et à droite, des d;; F? le produit direct (naturellement 
isomorphe à la somme directe) de p objets identiques à F; 
p: les projections canoniques de F? sur F; à — pe d,. pi 

1 <T<p 

( désignant laddition, dans le groupe abélien des mor- 
phismes de F? dans F). Le couple (à, d) constitue un complexe 
dont l’homologie sera appelée homologie de la famille (d;), <; <p; 
pour p = 1, on retrouve la définition habituelle de ’homologie 
d’un endomorphisme de carré nul. Notre but est d’indiquer 
une condition suffisante pour la nullité de cette homologie, en 
supposant F muni d’une graduation telle que (F, d;) constitue 
un complexe (pour tout indice i), et d’une seconde graduation, 
liée à une décomposition de chaque d; en une somme de 
morphismes; toutefois, comme nous l’avons indiqué dans 
l'introduction, nous n’énoncerons cette condition que pour 
une réalisation particulière de cette ‘structure. 


(*) Bien que le problème qui fait l’objet de ce chapitre soit d’abord posé dans le 
cadre d’une catégorie abélienne (définie par A. Grothendieck [1]), la connaissance 


des notions relatives aux catégories abéliennes n’est nullement indispensable pour 
la compréhension de ce chapitre. 
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Soient À un anneau commutatif avec élément unité; M, 


? n 
un A-module unitaire; n, un nombre entier positif; A" =@A, 


la somme directe de n exemplaires du A-module A; E, l’al- 
gèbre extérieure du A-module A’, graduée par les sous-modules 


1 =AE de g-vecteurs, 0<q<_n; F, le produit tensoriel 
M@,E de A-modules, gradué par les sous-modules 7F = M@ZE. 
L’ensemble F, muni naturellement d’une structure de E-module 
à gauche (si me M et ee E, ona m@eeF;sie'eË, on pose 
e' /\(m®e) = m® (e’ \e)), est un module gradué sur l’anneau 
gradué E. 

Soit (w;),<;<, une famille d’éléments de 1E; on lui associe 
la famille (d;), <;<, des applications de F en lui-même définies 
par 


di(a) = w;/«; 


d est alors l’application de F en lui-méme, vérifiant 
Hayek ofits Eat AVR 


et applique en particulier 7F dans ’+?F; ¢ est l’application 
de @F dans F vérifiant 


(a): <i<p) A Due 


P 
et applique en particulier ®’F dans 7+1F; on a d.¢ = 0. 
Pour tout nombre entier k vérifiant 0 < k <n, définissons 
Yapplication +, de A* dans A” par la relation 


| Ouf. Gas « ».: » Ap) == (Ary ++ 5 Ans ds D) 


et posons A%)— 9,(A*); l'algèbre extérieure Eq) de A%, est 


‘alors un facteur direct de E. Soient w; la projection de w; 


dans Eq); dy l'application de F en lui-même, vérifiant 


duc) = A co) Na; 


1<i<p 
| : K: 
dw application de @F dans F, vérifiant 
da) <i<p) = Ss Oi(g— 1) A Oe 


1<i<p 
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SRE © 


Définissons de même l’application 9* de A*-* dans A" par 
la relation | 
gta; dy, Og hy) = (Oy 22%, 0; ayy .staast à) 

et posons 7 
AND = gant), BM = Eu pA A), Eb= e, EM, | 


en particulier, nous aurons E® = E; posons enfin 
FA=M@EMW, FOo=MeE®, 2F4—2F n FY, FO =SF n FO, 
Alors dw applique en particulier "-PF® dans "F, et oq) 


P . 
applique ®"-?-‘FÜ dans "PF, Avec ces notations, nous « 
pouvons énoncer le théorème fondamental : | 


THéoORÈME 10.1. — Pour que la suite 


Pp 
@F ETATS F Fra F 


soit exacte, il suffit que la suite 


P 
n—p—1 Ex n— n 
PRE Rag” de re gt ai 3 
vérifie, pour tout entier k tel que p << k <n, la condition sui- 
vante: la projection, sur "PF, du noyau de dq, est l’image 
de Oy. 

Dans le cas p = 1, désignons par (y;);<;<, les composantes 
de w; le théorème 10. 1 s’écrit alors sous la forme équivalente : 

Si, pour tout nombre entier k vérifiant 0 £ k < n, et tout 
élément a de M, le fait que y,+, a soit une combinaison linéaire 
de y, ..., yx à coefficients dans M entraîne que a est lui-même 
une telle combinaison, alors la relation w /\u — 0, où aæe°F, 
q < n, entraîne la divisibilité de « par w. | 

Ce cas particulier du théorème 10. 1 a été établi par G. de 
Rham [15]. . 

La démonstration du théorème 10. 1 résultera de récurrences 
effectuées à partir de trois lemmes principaux, et utilisera 
des notations auxiliaires que nous introduirons tout. d’abord. 
Si A et B sont deux propriétés, A oB désignera le réalisation 
simultanée de ces propriétés; A—> B signifiera : A entraîne B; 
enfin, nous définirons les propriétés suivantes : 
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Pour p < k< n, P'(k) exprime que, dans la suite 


P 
GARE ME eed 


(x) dn) 
la projection, sur "PF, du noyau de dy, est contenue dans 
l’image de 6); on pose P’ = [ | P’(k). 


p<k<n 
Pour p—1<k<n et 0<q<n—p, !P et. Pw 


expriment respectivement que les suites 


Pp 
@ I—! Fi) os IB} eed P+9R 
Bet 1) (k) 


Pp 
et BTE —— 1F—— Pt F 
(e+ 1) dx) 


sont exactes; on pose 


Pied EPS BOP A of.) sp. 


0<q<n—p 


Avec ces notations, le théorème 10. 1 s’écrit : P’ => P. 
De la nullité de "~?—'Fl!, "—?F@—-*) et "-?-'F® résulte immé- 
diatement : | 


Lemme 10. 1. — P’(p) = "—?P®). 


41. Démonstration du théorème fondamental. 


a) Énoncé et démonstration des trois lemmes principaux. 
LemMe 11. 1. — Pour p<xk<n, 
P'(k + 1) n PPO PPT), 
LEMME 11.2. — Pourp<k<net1l<q<n—-p, 
Pay 9 7 Po "Pay vs 
Lemme 11.3. — Pour px k<n, 
P’(p) n ‘Po "Pasta. 
Avant de démontrer ces lemmes, notons que, définissant 
Mite+1] par la relation 
uo A, Ose 1) TT, Si + Diet) 
nous aurons 


Oh -+ 4) = Ny Gi 1) = À (Mia) + iets), 


1<i<p 1<i<p 
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soit 
“à. a 
(1) ouso=oww+ (prt À dr A oo) À ik 17- 
4 <ra <P 1<i<p 
t<rp<p 


Démonstration du lemme 11. 1. 


Soit «e"F, vérifiant w&(449/\a%+ = 0. En vertu de la. 


relation (1), on a: 
OG. 0 À at) = way Na) 
+ (pp > | A cn) A Op tens) À a. 
1<rn<p 1<i<p 
1 <rp<P 
Or, en vertu de l’hypothèse P’(k + 1), il existe une famille 


(Bos cicpn ec °K 
telle que l’on ait 


at) =a + D wy ABT. 


1 <T<p 


Comme ©, 1.4 1/\ a = 0 en vertu de la définition des degrés, 
on a 


open Natt®= À orn A oA Bit 


1<i<p 
et 
Wee yA at) = wy Ae — wg À ( >; wine yA gr) 
1 ST<p 
= wo /\ nen SY Omen pa ea Fai 
1<i<p 


Comme l’expression entre parenthèses désigne un élément 
appartenant à "—PF®, il existe, en vertu de l'hypothèse "?P®, 
une famille 


(Mi <icpe "PFO 
telle que l’on ait 


ax) — Ong À Bet = ws wx / BM; 
1<i<p 1<i<p 
on en déduit 
CEA Sal k 
= A Mires) A BI Pgs wi A BM + wy A BL +11 
1<i<p 


= D) ous 9 A Bett ou A YO. 


1<i<p 
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Comme ,+.;/ yf = 0 en vertu de la définition des degrés, 
on a 


a9 D waa A (BET 40), 


1 <i<Pp 


Comme l’expression entre parenthèses représente un élément 


a 


appartenant à "~?~'FE+, la propriété "~?PC'+*) est vérifiée. 


Partie commune à la démonstration des lemmes 11. 2 et 11. 3. 
Si on pose | 
Hints) = À + rip 
on obtient, compte-tenu de (1) et de 449A au = 0, 
la relation | 
OG OA Mera) = MGA aay + WG +1] 


choked)" >» der A on) 1 tk a} À 2G) 


1<r <P 1<i<p 


sors. 


1<rp<p 
Si ae7F, le terme wy / a, appartient a PFF(, et tous les 
termes qui suivent appartiennent à PP ta donc la rela- 
tion 
O4 0 /\ es = 0 
entraîne 
(2) wa A a) = 9 
et 


(3) 
&G) era) + (PT Xs PA ( À 200) N\ Wy pe /\ do = 0 


1<7 <P 1<i<pP 


En vertu de l'hypothèse ‘P() poate le lemme 11.3, q = 1), 
la relation (2) entraîne l’existence d’une famille 


| (Bihicier ETF 
telle que l’on ait 


r 


(Ayers! a) = wi /\ Bio 


 4<T<p 
Alors, compte-tenu de la ‘relation (3), on obtient 


coy) /\ to — ( /\ wo) A ( D ites) /\ Bo) = 0, 


1<i<p 1<i<p 
4 
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soit 
(5) wy /\ (aus > Mite 1] /\ Bw = 0. 
1<i<p 


Or on peut écrire 


Het 4] — #4 Oifx+1] /\ Bic FX A Yo. 


1 <TSp 
avec ye%~'F, de telle sorte que la relation (5) entraîne 
(6) wow yu) = 0. 


… Fin de la démonstration du lemme 11. 2. 
En vertu de l’hypothèse ’—'Py, la relation (6) entraîne 
l'existence d’une famille 


(di): <i<pS 1—* Fay 
telle que l’on ait 


yo= > o@A So, 


: 1 TP 
soit 


Apes] = ODitk+ 1) A Bin) TL A wi) /\ 8003 
P 1<i<p 


IN 


1<i 
compte-tenu de (4) et de la relation 


i(k) A L = Oik+ vd A > 


on obtient 
D = Ma A Bio + +1 A Bia — Ox Ay A Sia 
1<i<p 
= Ok 9 À Bio — om ZA Gi 
1<i<p 
= M+ (Biaa—y. A dx). 
1 St<p 


Comme l’expression entre parenthèses représente un élé- 
ment de ’—'Fq4,., la condition P4+, est vérifiée. 


Fin de la démonstration du lemme 11. 3. 

Dans la partie commune aux démonstrations des lemmes 
11.2 et 11.3, supposons q = 1; alors Yw est un élément m 
de M, et la relation (6) s’écrit wqAm = 0. 14 

pot, por le 1 < ne, X = (0, ...,0, 1,0, ..., 0) e A’; 


i—1 n—1 


| 


en ohms 


ss 


en 


See 
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alors on peut prendre y = X;,,,, et la relation: w,)\ m= 0 
entraîne w)/A\e=0 où € — m À ( Â\ Xi), soit ow, Ae = 0. 
p<i<n 

L'hypothèse P’(p) entraîne l’existence d’une famille 

CPE ae hy 
telle que l’on ait 

e= EP) + > Op /\ OP), 
1<t<p 

La relation «@—) = 0 entraîne 


oe Ÿ wp A OP); 


1<i<p 


de cette dernière relation résultent 6?) = 0 et € — 0, soit 
m = 0. Alors on a 


e+ 1) = > &;(x) /\ Bian se Oifk-+ 1] /\ Bin 


1<i<p 


= » os Bu, 


1<i<p 


et la propriété 1P4+, est vérifiée. 
b) Récurrences. 
En partant de l’hypothèse P’ = | | P’(k), en tenant 


p<k<n 
compte du lemme 10. 1 et en utilisant le lemme 11. 1 pour une 


récurrence sur l'indice k dans "~?P®, on obtient : 


Lemne 11. 4 — P’=>”~?P. 


En appliquant ce lemme a F(,44, on obtient : 
Lemme 11.5. — Pour 0<q<n—p, 


P’(k) > Pr 
p<k<p+q 


De ce lemme, on déduit aussitôt : 


Lemme 11.6. 


Piss | | PG+ qg) 
0<g<n—p 
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En effectuant une récurrence sur l’indice k de 4P) à Ress 
du lemme 11: 2, on obtient: RE | 


Lemme 41.7. — Pour 1<q<n—p, 
Popa) 1 ( Pw) => () IP. 


p+qg<k<n PIERRE) al of | 
Pour q = 1, le lemme 11.5 s’écrit | 
P’(p) a P'(p FA) => P6+9; 
en utilisant ce résultat, et en raisonnant par récurrence, 
l’aide du lemme 11. 3, sur l’indice k de ‘Py, on obtient : 


Lemme 11.8. 
P'(p) à P'(p +4) => [7 ‘Pa 


p<k<n 


for 


Les résultats obtenus permettent maintenant de démontrer 
le théorème 10.1, c’est-à-dire la relation 


Pp’ —> P; 


en effet, si P’ est réalisée, la condition | | 1P+9.e8t réalisée 
_ 0<a<h—p 
en vertu du lemme 11. 6, et aussi la condition ‘Py en 
| _p<k<n : 
vertu du lemme 11. 8; il résulte alors du lemme 11. 7 que la 
condition , | | 1P% et, en particulier, la condition 7P = Ps, « 
pP+q<k<n \ ms 
sont réalisées, pour 1 < q <n—p; done P= | | 1P est 
réalisée. 1<q<n—p 


12. Un corollaire du théorème ads, teri | | 

Nous établirons maintenant un corollaire du théotimnd 
fondamental, plus maniable que celui-ci; ce corollaire nous 
permettra d'appliquer notre résultat à l’algèbre des formes | 
différentielles extérieures sur une variété indéfiniment diffé- | 
rentiable; il fera intervenir certaines matrices, dont les élé- 
ments appartiennent à un anneau, et qui géWéralisent la notion - 
de M-suite, considérée par J.-P. Se [19]; définissons d’abord 1 
ces matrices et des propriétés qui les concernent. 

Comme précédemment, : nous supposerons que À est un 
anneau commutatif avec élément unité, et que M est un ” 


Pn Rs nts om. à 
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_ A-module unitaire; soient n et p deux nombres entiers vérifiant 
1<p<n; soit w arte ÿici<» une matrice d’éléments de A; 


1<j<n 


pour toute suite d’entiers 1<i, < ... < ip<n, on désignera 
par À, wipple déterminant dela matrice (Wi): <i<p 3 Pour tout 


entier k vérifiant p<k<n, on désignera sr MS i idéal de A 
engendré les A; .;, pour i,<.k; pour toute suite 
1 = tac: as | k< a Vg on désignera par Q,. 


Doté a FT CM <i<p,j<k* 
Fine. ps 


DérinitTions. — Soit k un entier vérifiant p<k<n. On 
dira que w satisfait : 


a. La propriété P”(k) si la relation 
À, i datée PRI (SE Aw. M, Php | eM 
{<< ++ Sipack 


entraine 


b. La propriété Q(k) si, pour toute suite d’entiers 
les ati tii & 
A... ip» en est pas WAR dé zéro dans le A-module 
M/Q,;, x. M; , 


__e. La propriété P” (resp..Q) s’il satisfait la propriété P"(k) 
(resp. Q(k)) pour tout entier k vérifiant P< < k < n. 


» eeey ip—1; 


Cas particuliers. — a. Si p = 1, si A est un anneau semi- 
local et si les éléments de w appartiennent au radical de A, 
dire que w satisfait la condition Q est dire que w est une M-suite 
de A. ‘3 
b. Si p = 2, sion pose , = (%), <icn Ct Wa = (Yi <ien 
les propriétés. P”(k) et Q(k) s’explicitent respectivement comme 
suit : 

i. La relation 


Ù (aie — ey) = D (wy; —ay)- Yu, 
1<l<j<k 


1<j<k 
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avec pe M et 4,;e M, entraîne des relations 
pi = >, xy + YEh 
1<j<h j#i 
avec Ü,e M et ge M, pour les entiers à vérifiant 1 <i <k. 


. Pour tout entier i vérifiant 1<i<hk, ty, — ary n'est « 


“oy diviseur de zéro dans le A-module 
M/(0, UW, sey Zi, oe ey Tps Yis ss di, ee eg Y,—1)-M 


(où M est multiplié, au dénominateur, par l’idéal de A engendré 


par les éléments qui figurent entre parenthèses, l’accent sur- » 


montant un élément signifiant que cet élément est omis). 


Les notations que nous venons d'introduire permettent » 


d’énoncer le résultat qui est l’objet de ce paragraphe: 


THÉORÈME 12. 1. — Soit w = (wij), cic, une matrice véri- 
i<j<n 


fiant la condition Q, et soit w; = (wi), <j<n€'E, pourl <1i< p; 
alors la relation 
| A «) Aa=0 
1<i<p 


où ae’F, 1 < q<n—p, entraîne l'existence dune famille 


(Bi) <i<pc! F 
telle que l’on ait et Ds wo; A Bi. 
1 <T<p 
Ce thèorème résulte du théorème 10. 1 et de la comparaison 


des conditions Q(k), P"(k) et P’(k); cette comparaison est 
l’objet des propositions ci-dessous. 


Proposition 12. 1. — Q(k) => P"(k). 


Démonstration. — La condition P’(k) exprime que la 
relation 


(1) 


A; i k = A i) 
gg tee aa ee fe > CAE PP “tastes st 
1<hu< Lips LA ; Py Pi rs f fort ane 


1 <i TT <ipch 
entraine des relations 


(2) Paci iron ae > 15° Vist na igi 
1<i<p, 1<j<k 
J perp bps 


gap ge > © 
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OW Qi Di, io Vi ji imunips SONT des éléments de M. Si on 
particularise une certaine permutation 1, <:: RC sc déida 
relation (1) s’écrit : 


A,, ween ip—1 k Pi, …, ip “5 DY À,, pv k Pi, oJ p—1 
1Shi<s2* Sip-ick 
Gr 0) Rte lp ai) 


eo >; À, 
1M <r p<k 
Dans chaque suite 1<Lr, << ::: < Th < k, il y a au moins 
un indice qui ne figure pas dans la QUIL Ge "Te 
donc cette relation entraîne 


À 


0. 


soy Pp seer Mp® 


TRES ee De ee ete Oy py Rp à 
1<i PSE 
ÎÆ a) tp—4 
et, compte-tenu de cette derniére relation, Q(k) entraine (2), 


q.e.d. 


Si nous associons à la matrice w = (w,;) la famille 


1<i<n 

1<j<n 
(M)r<icpClE où w = (wijicjem 1<1<p, la comparaison 
de P”(k) et de P’(k) est possible et donne lieu à la proposition 


suivante : 


Proposition 12. 2. — P"{(k) => P'(k). 


Démonstration. — On exprimera à l’aide de la base (Xj), <i cn 
de A”, introduite à la fin de la démonstration du lemme 11. 
les éléments de F qui interviennent dans l’expression de P’(k), 
afin d’exprimer P’(k) à l’aide de conditions relatives à la 
matrice w. | 

i. Expression de ww, de 9 e"7PF®), et de la condition du? = 0. 
On a d’abord 


et, par suite, 


OK) = — \ Oi) = =— br Oo, , ho, ft ome Wp, Ip X,,Xj, eee X,, 


1<i<p hah jé LR 
1 <ip <k | 
= ol RAT ee Wp, ip Xi, 7 ee Xi, 
ii Lip <k 
— A, sip Xi, Xi, eee Xi. 
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On définit *(X,,... X;), pour 4<---<i<k, de telle 
sorte que l’on ait aq 
X; Xi 1% X;,* (XX: ae X;,) = (— 1 \ite tip tre +1)? X, Arye X, 


Alors un élément 9 appartenant à "~?F® s’écrit 


“ 

g = D! ti 58 (Xi, ai à X;,) avec Gi,, ig, weeny ip E M 
in < +++ Cip<k 

et l’on a | | 

CALE ND UE EE PE An ul IT eX, ee Me 


ines Sipsk 


La condition dy? = 0 s’écrit donc 


sn... Pp 
1, See E 
ou encore 
PE Oa 
eae) gL PET TOP 
ye os lp CR 
PRE PET ON Fr 
CL be Koa Se a Be. nue dr SR 
US TTp SR | | 


Elle entraîne la relation 
Ce Cle, nko_ak SOUDE 
ig See ipl Ch I | | 3 
i. Expression de la condition: © appartient à "5PF® et sa 
À . L . L 2 
projection, sur "PEU, est dans l’image de ®"-?—'Fl par dp. 
Si W; appartient à "-?—'FA, on a 
p=, LY D: UFR LAS AL (Xi, ne Xi,Xx) ; 
ue Lip <k 
compte-tenu de la relation 
Gi 1) = >> w;, Xj, 


E 1<j<k—1 
on obtient 


@i(— 1) /\ vi; = 


( W;, igi, onto Xi (Xi, tee X,,,)) 
ines <ip<k \1 <q <p 


A he tg VE. ip k 
ne as X,X4)) 
| he Get 4 Vi, err (Xi, opis X;,_Xx) 


traite (24, 


* (Xap 


i 


{ 


| 
. 


— 
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La projection de 9 dans "-?FÜ étant égale à 


LE 
SEE OR a tC Sain 
he <Sip-ick 


T0} 

la condition considérée est l’existence d'éléments Vis jst castpoack 
de M, pour Pace te D era ieee ei, Usrhsanh 
JF hy, ls, tels que l’on ait 


Gi, 2.5 lp k = à (— 1%) 1}- Oi ;. Wi, rep ko 


cette condition s’écrit alors: 
Pei. = O,, Re M. 


Terminons la démonstration de la proposition 12.2; si 
P"(k) est réalisée, la relation obtenue à la fin de i entraîne la 
relation obtenue à la fin de ii, donc la condition exprimée 
en z entraîne la condition exprimée en ii, et P’(k) est réalisée, 
q.e.d. 

Les propositions 12. 1 et 12. 2 et le théoréme 10. 1 (acariens 
les relations . 

Qi PP mek 
d’où résulte Q=>P; cette dernière relation équivaut au 
théorème 12. 1, qui se tony donc démontré. 


43. Application à l'algèbre des formes différentielles extérieures 
sur une variété indéfiniment différentiable. 

Afin d’appliquer les résultats qui précèdent aux aies 
différentielles extérieures sur une variété différentiable, nous 
devons introduire quelques définitions, Soit A l'anneau des 
fonctions indéfiniment différentiables dans l’espace euclidien 
R’, et soit M le A-module À ou le A-module des fonctions indé- 
finiment différentiablés à support compact; nous conserverons 
les notations introduites au début du paragraphe 12. 


DÉFINITION. 
_ vérifie la propriété R si: 
a. Ay... ne s’annule identiquement dans aucun ouvert; 
b. Pour tout entier k vérifiant p < ph—p)<n— 1, et 
toute suite d’entiers 4 < à, < + <1,,<k, Au, utp ne et les 
éléments de la matrice wg, ;,_,,) sont p(k — D + 1 fonctions 


à 
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appartenant à un système de coordonnées de R" (ne s’annulant 
qu’en O); 


c. Pour tout entier k vérifiant n —1 bn p(k — p) < p(n — p) 
et toute suite d’entiers 1 << 1, < +: << bp <k, Ay, ..., ip» & et les) 
éléments de la matrice 4, » ne s unftlent pas simul- 
tanément. 

Cette définition permet d’énoncer notre résultat relatif aux 
formes différentielles extérieures. 


» ip— 43 


Tutorime 13.1. — Soit V une variété indéfiniment diffé- 
rentiable, de dimension n, et soit (w;),<i<p) P< n, une famille 
de formes différentielles indéfiniment différentiables, homogénes — 
de degré un, vérifiant la condition suivante: pour tout point O 
de V, il existe un voisinage U de O et un système (&;),<icn de“ 
coordonnées locales dans U, de telle sorte que, si on pose 


ap » wy dé, 1<i<p 
i<j<n 
dans U, la matrice w = (jj), <icpicj<n vérifie la condition R. 


Soit « une forme différentielle, indéfiniment différentiable, 
homogène, de degré gq, 1<q<n—p, dans V, vérifiant la 


relation 


1<i<p 


dans V; alors il existe une famille (B;), <:<, de formes indéfini- | 
ment différentiables, homogènes, de degré q —1, dans V, telles « 
que l’on ait | 
aire D, wo; / B; 

1<i<p i 

dans V.:Si « est à support compact, les formes 8, 1<i<p, 
peuvent être choisies à support compact. 
Ce théorème résulte du théorème 12. 1 et de la comparaison | 
des conditions Q et R, réalisée par la Proposition suivante. 


Proposition 13. 1. — R=> Q. 


Démonstration. — Il s’agit de montrer que, si la condition R 
est réalisée, alors, pour tout entier k vérifiant p<k< n, 
et toute suite a"eritiees PR Re OD eee les refutes 


A, s"ipu ke gi, wig Üp-cé = 5 Gi, je as j, 1.4 ip24 
iSi<p, j<k 
Ji. ipa 


et 
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entraînent des relations 


Piécustp ete »} ARR NEA 
isi<p,j<k 
iFin. ps 

Or, le problème a été résolu, dans le cas p — 1, par G. de 
Rham [15], qui a obtenu le résultat suivant : 

Si l’on a w = (w;),<;c,, les w; formant un système de coor- 
données dans R” et ne s’annulant simultanément qu’au point O, 
alors la condition Q est réalisée pour la famille réduite a la 
forme différentielle w. 

Compte-tenu de la condition R, ce résultat de G. de Rham 
permet de résoudre le système d’équations ci-dessus de la 
manière désirée. 

Remarques. — a) Dans le cas p — 1, le théorème 13. 1 est 
un résultat connu de G. de Rham [15]. 

b) Dans le cas général, pour appliquer ce théorème, il faut 
vérifier qu’une certaine matrice de fonctions vérifie la pro- 
priété R; la partie essentielle de cette vérification consiste à 
prouver la condition b) de la définition ci-dessus, c’est-à-dire 
à prouver que la matrice jacobienne de À,,.,:,,x et des 
éléments on OG,...ip- gh) eSt de rang maximum (c’est-a-dire 
p(k — p) + 1) en 6: si ces fonctions s’annulent simultanément 
en 

Si lon a p=2 et n — 3, alors on a aussi © = (w,, sg) 
avec oy = (a) cicn et y = (Yili cicat Si, My Ya Ct Yo S'an- 
nulent simultanément en O, la condition R exprime que les 
fonctions 


¥ D(a, Yi, Te) | D(a, Yrs Yo) 
"DE, Ee, 9) Dé, Es, E5) 
D(a2, Yo, M) oa » Yes Ya) 


BD, EE) D(Exy Ea, &) 


ne s’annulent pas en O, et que 2Y2—%2¥, ne s’annule pas 


+ AR dans un ouvert. 
_ La condition R est réalisée pour l’exemple suivant : 


eee (& ae Ee). Est+ + (&? + + (a)? ’ on Rives He bs 
wo, = ds, = (25; + & ) dar + (28 3 oF és) dés + + (6 i &) dé Sa) 
O9 = ds, = Ede, 4 Ede. ae d£,. 


CHAPITRE IV 
REPRÉSENTATIONS INTÉGRALES DES FONCTIONS 
DE PLUSIEURS VARIABLES COMPLEXES. 


44. La formule de Cauchy-Fantappié. ' 
Nous montrerons, dans ce chapitre, que les formules inté- 


grales de E. Martinelli [7] et de A. Weil [21] sont des consé- 


quences de la formule de Cauchy-Fantappié utilisée, par 


J. Leray [5]. Pour cela, nous déduirons, de la formule de Cauchy- © 
Fantappiè, une formule intégrale très générale (A) permettant « 


d’exprimer la valeur d’une fonction holomorphe en un point 
quelconque d’un domaine, à l’aide des valeurs prises par. cette 


fonction sur la frontière du domaine; nous montrerons ensuite 


que la formule (A) admet comme cas particuliers les formules 
intégrales de E.. Martinelli et de A. Weil; plus précisément, 
au cours des calculs conduisant a la formule de A. Weil, nous 
obtiendrons une formule (B) plus générale que celle de A. Weil, 
mais dont le noyau présente le méme caractére de simplicité. 
La principale difficulté rencontrée dans ce chapitre réside 
dans les calculs permettant de particulariser la formule (A) 
afin d’obtenir les intégrales de E. Martinelli et de A. Weil. 
La formule (A) admet d’autres cas particuliers intéressants, 
qui seront exposés ailleurs. Dans ce premier paragraphe, nous 


ag, Se SO I A om 


rappellerons l’expression et la démonstration de la formule 


de Cauchy-Fantappie. 


Soient X un domaine convexe d'un espace affin complexe E — 


de dimension complexe n; E l’espace vectoriel complexe (de 


dimension complexe n + 1) des fonctions linéaires affines dans — 


E, à valeurs complexes; &* l’espace projectif complexe 


(de dimension complexe n) quotient de 8 — {0} par le groupe » 


= 
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des homothéties de rapport non nul de =. On désignera par 
(the, (resp: (io <i<n) des coordonnées dans E (resp. 3) 
telles que la valeur prise par la fonction linéaire E (apparte- 
nant à =) au point x de E soit égale à 


Gra = Eo ya Ex. 


i<i<n 


On définit les formes différentielles extérieures 


Aa wh D Cyr, And 


i<i<n | | A<k<Ln : 1<i<n 


(6:y)7" w'() 

est, pour tout y e X, une forme différentielle extérieure dans =, 
image réciproque d’une forme différentielle holomorphe dans 
R*, qui sera représentée par la même expression; nous appel- 
lerons noyau de Lauchy-Pantonpié La forme différentielle 


extérieure 
D(z, y) = (§ yy W'(E) Aw(x) 


définie dans &* x X. | 

Dans &* X X, soit Q la quadrique ie É.D == 0, 
et, pour tout ye X, soit P(y) Phyperplan d’équation ¢.y = 0; 
ainsi ae Va bites J. Leray [5j, l’espace vectoriel 
H(Q—P(y).n Q) d’homologie, à supports compacts et à coefhi- 
cients OR RES de Q— P(y) n Q, est engendré par deux 
classes d’homologie, de dimensions (réelles) respectives 0 et 
2n —1; le point (&*, x) décrit un cycle appartenant à ‘cette 
dernière classe quand x décrit la frontière K d’un domaine 
borné, contenant y et contenu dans X, &* variant continü- 


| om, en fonction de x, de sorte que Pon ait 
# _Ex=0, EyZo; 


considérons en Sera le cycle 8 défini par les relations 


Dr = 2 HSE Ge Ah Pn,) Ex 0 


1gign © 


ainsi . 


et orienté de telle sorte que l'on ait 


De GED) eG) A oe), > 0; 


| 


? 
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soit h(Q — P(y) n Q) la classe d’homologie compacte contenant 
le Fee B; cette classe engendre le sous-groupe de 


H.(Q— P(y) n Q) 


de dimension (réelle) 2n —1; elle permet d’écrire la formule 
de Cauchy-Fantappiè 


= (n — 1) 4 w(x 
2) fly) = a Jo nono 2-9) "0" A ole) 


pour toute fonction f holomorphe dans X. 
Pour démontrer cette formule, J. Leray utilise une méthode, 
due à H. Lewy, qui consiste à intégrer explicitement sur les 

cycle B; on est. alors amené, à établir la relation 


@). fy) = | 


fa A ds) À GT , zu) 


1<i<n 


2 n 
( [ti — y;| ) 
J D la—nt=e 1<T&n 


1<i<n 


la sphère de centre y, de rayon €, étant orientée de manière : 
convenable (c’est-à-dire telle que l’inégalité (1) soit réalisée); — 
en considérant successivement le cas où f(x) — 1 dans X et 
celui où f(y) = 0, on établit aisément ce résultat et on voit 
que l’orientation convenable de la sphère est son orientation © 
naturelle (de l’intérieur vers l’extérieur) dans X. Il convient 
de noter que la relation (3) est la première formule intégrale 
de E. Martinelli [6]; grâce au choix % un cycle particulier. 8 
dans la classe d’homologie h(Q — P(y) n Q), la démonstration : 
de cette formule se révèle ee a celle de la formule de . 
Cauchy-Fantappié; rappelons enfin, pour préciser le sens de * 
la relation (3), que le noyau 


a 


1<i<n À, 2 i<k<n 


( à Rae 


1<i<n 


est fermé, qu’il est la différentielle (1=—n)-1 d'H,, par rapport | 


PROBLÈMES SUR LES FORMES DIFFERENTIELLES 63 
aux variables complexes z;, 1< i < n, de la forme différen- 


 tielle extérieure 
à ( \ ad) A Mz.) 


H, = SNS testes 4SkSn 


( + D) 


1<i<n 


? 


et que, considéré comme courant, il vérifie la relation 


55 Ro tae 
Dee as F (uhh 

(où à, désigne un courant défini au début du paragraphe 3). 

En remplaçant la sphère, qui a permis de construire le cycle 
B, par la frontière d’un domaine, supposée différentiable par 
morceaux, nous obtiendrons, au paragraphe 18, la formule 
générale (A), et les formules intégrales de E. Martinelli et 
de A. Weil; les calculs permettant de déduire les noyaux de 
ces formules du noyau de Cauchy-Fantappiè seront effectués 
dans les paragraphes 15, 16 et 17; la démonstration d’une 
identité utilisée, dans le paragraphe 16, pour le calcul du 
noyau de E. Martinelli, est rejetée à la fin du chapitre, dans 
le paragraphe 19. 


45. Noyau général, dans l’espace affin, déduit du noyau de 
Cauchy-Fantappiè. 

La diagonale du produit X x X étant désignée par A, soit 
(Pt car r LA, une famille d'applications continues et déri- 
vables de X X X — À dans & telles que, pour tout 


(x,y)eX X X —A, 


la famille de vecteurs (%(z, 4): £a Le soit libre sur le corps 
des nombres réels et vérifie les relations (%(x, y)).x = 0, 
1<a<r; les coordonnées du vecteur {*(2,y) seront dési- 
gnées par ()%))<j<,- Soit t(x,y) l’ensemble engendré par 


les vecteurs | 2 
Ela, wD) =. Dy Me(2 9) 
i<a<r 


lorsque les nombres réels À, varient en vérifiant les relations 


Ae > Ope AE 2 ET, mt he ead: 


i<ac<r 
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soit T(y) la partie de 2X X engendrée par l’ensemble 


t(x, y) X {a} lorsque x décrit X — {y}; la restriction p(y) — 


à T(y) de la projection canonique de = X X sur X est une 


fibration de T(y) sur X — {y} par des simplexes de dimension « | 


réelle r — 1. 


Tutorime 15.1. — La composante homogène, de degré « 


2n — r; de la forme différentielle obtenue en intégrant le noyau 
de Cauchy-Fantappiè suriles fibres de p(y), est 
(4) K(2y)= f aS ( à is EN) DE y à) 
| Pre 1<t<n | 
Minis À didn MSE fay ! ! 


ain aS a(S he arme | 


1<a<r 
h | 
r r 


1<v<n—r Lin 


la matrice M,g,.,_, étant définie par. 


a (se (Ze 


En effet, le noyau de Cauchy-Fantappiè a pour expression : 


D(z, y) = (E.y)" @(E) A w(2) 


avec fr a aan A EIB | 

| ( ) gai ) H( Nid) | 
et ‘o(a) = A dx;. 

i<i<n 
_ Sur T(y), on a = at? 
| : ; i<a<r 
et | 
S i ai ' | af , (2 aye 
aM =f 2 xe ty + oe ae, 


Seule, ne sera pas annulée, au cours de la multiplication — 
1 


extémeure par w(x), la partie de dé; qui s’écrit 


dé, = ye | vs di x 
(= 2 au + Du Éd; 


1<a<r 


xs) (AE) NCA) | 
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donc, seule ne sera pas annulée, au cours de cette multipli- 
cation, la partie de w’(£) qui s’écrit 


PU > | ar. ie » rab) 


<a<r 

x zal DRE “™) 
i<i<n i<a<r i<a<r 
\ 1<j<n 


la forme différentielle K(x, y) étant homogène de degré 2n — r, 
est homogène de degré n par rapport aux dz, et de degré 
n—r par rapport aux dz,; donc, la seule composante de 
[w’(€)], qui intervient dans le calcul de K(z, y), est homogène 
de degré n—r par rapport aux dz,, et de degré r —1 par 
rapport aux dÀ,; c’est donc 


CITES ay-+( DY dade) 


i<k<n 1<a<r | Ù 
x det. Mag ( ; PUS) A( a, 
i<B<r 1<a<r i<v<n—r 
14 <Se+ Sly p Kn 


ou Myg,..1,, est la matrice définie dans l’énoncé du théo- 


r 


rème 15. 4. 


Remarque. — L'intégration qui apparaît dans l’expression 
de K(z,y) est celle d’une fraction rationnelle par rapport 
aux Ag, 1 La <r; cette intégration peut donc être effectuée 
explicitement; toutefois, nous ne ferons ici ce calcul que dans 
le cas particulier où il conduit aux noyaux de E. Martinelli 
(voir § 16). Si }* admet une expression de la forme 


peas (ty), L<e<r, 


l'intégration devient celle d’un polynôme, ainsi qu’il résultera 
du théorème 15. 2 ci-dessous; le calcul sera effectué dans le 
cas particulier fournissant le noyau de A. Weil et un noyau 
analogue (voir $ 17). 


THÉORÈME 15. 2. — Soit (0 ok une famille d’ applica- 
tions continues et dérivables de X x X—A dans &, telle que 
Von ait les relations 


4D) 


1<i<n 


(a; y) ee, 1<ac<r. 
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Alors on a 


x Aw by Ti det Nip. By nae 


6 ( ay Ge y) 

IL: 1<i<n 

(aces) (I ACA a) 
1<a<r i<v<n—r i<i<n 


la matrice Nys),...,,_, étant définie par 


Nea irs, (07) 


i<v<n—r 
1<i<n 1<j<n, jfk 
En effet, compte-tenu des relations 
—1 
F=( mur)  1<e<r, 
er D 2 
on obtient 
aly; — 2,)0% QT 
D'un—-ate D ME SA 
EEE Res AR ha i  Téter 
et 
0% ‘ 
Mg, athe? ses ——_L__ > 
> (mi — y) 05 i<a<raxXé 
« M&i<n 1<j <a, j £ 
oN 20 20s 
CRD — OF ) 
bY t<i<n 0%, Jo, 
‘ates ( » (m—w) oF) Eve nr 
1<i<n À 


1<j<n, jAk 


i 
7 
) 


el a ay Rg it — la 
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d’où on déduit 
—1 
det Mg, eee lpn—r = ( LL: ( >) (x; LEE Yi) D) det Nyge, eee fes 
1<a<r 1<i<n 


En substituant les expressions obtenues à celles qui figurent 
dans l’énoncé du théorème 15. 1, on obtient le théorème 15. 2. 


16. Les noyaux de E. Martinelli. 

Effectuons l'intégration, qui figure dans l’expression de 
K(x, y) donnée au théorème 15. 1, pour un choix particulier 
des fonctions 4%, conduisant aux noyaux de E. Martinelli; 
le résultat de ce calcul est exprimé par le théorème suivant : 


THéoRÈME 16.1. — Si l’on a 


2 
Yates, 1<a<r, 1<r<n—p, 1<j<n 

J 

et 
We Ds Eur] alas uh p< ise, 
1<j<p 

alors on a K(a, y) = 0 pour r<n—p, et, pour r=n—p, 
K(x, y) est la somme dune forme différentielle qui s’annule 
sur la sous-variété de X—{y} où s’annulent simultanément 
les fonctions ps —1, p<.a<n, et de la forme différentielle 
extérieure 


H(x, y) A IL @—m)( À x) 


1<i<n 


8,20 BIT Jee 
D Ry 


= p<i<n 


dx. dx 3 
OA gl D Anse) | 
i<a<pth— Yh 1ÉT Ep Li — Yi i<h<p Th Yr 


que nous appellerons noyau de E. Martinelli. 
Dans la démonstration de ce théorème, nous poserons 
5, = 2 —7, pour 1<7<n; nous aurons alors 


a_(s; pour 1<7<p ou pour j= Lay 
Yi =)0 pour p<j<i, oupour w<j<n; 
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5 pour i<j<p, 
Ajo;. POUPEE: 


Aah} = 


1<a<r 0 pour les autres valeurs dej, 1<j<n; 
: 1.\ ‘pour PERTE Tr 
re) 5 QUE POLE 
Del =) A POUF Jr dirishe 
r<axr 0% 0 dans les autres cas; 


D Aa(yy — 45 


D ur GH) + D, Ru — Me) (Fi, Fi) 
i<j<p 1<a<r 
La matrice Myg),..,,_, est obtenue en supprimant, de la 
matrice M écrite ci-dessous, la ligne d’indice k et la colonne 
d’indice 8, et en ne conservant, parmi les colonnes d’indice 
> r, que celles d’indices n—p+h,...,n—p+l,_,. 
Co Sion gr 0 . Q 0, D :r0 Dai 0 
Gites 0 Lo AC CO 


0 


eh me tie lag om om} 


. . . . . . . . . . 
. . . . . . . . . . 
M o . . . . . . . . . . r 
= . . . . . . . . . . 
Lees . . . . . . . . . 1 
. . . . . ~ . . . . 
. . 


SA ae toe ee > ee 


a 
> = 
Mg, tn ponte Mo 


Pe Me at 


04: D 00 00-05-1070 | 0.) 
i" 


Pour que le déterminant de la matrice obtenue ne soit pas . 


} 


ee 
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nul, il est nécessaire que l’on ait p+r>n—1; mais, si 
Yonap+r=n—41, le terme 
> rai 
i<azr 
qui multiplie le déterminant (dans l’espression de K(x, y) 
fournie par le théorème 15. 1) est nul (caronak>petk#i, 


pour 1 < « < r); donc la forme différentielle K(x, y) est nulle 
pour r<n—p; pour r=n—p, on a 


K(x, y) = (— 1) fes (2 |zj—y,f 
Sets 


(2, 
pojen) 


+ > Met) Q(x, y, à); 


p<i<n 


la matrice écrite ci-dessus devient, pour p +r=n—1, 


CA tee 41,020 0 0 4 
Oe Ce ip é:1 cts. + RE HER : : : : : 
gel: = Rie a etre 
0 : 

Tai g 447 0 
ste 0 0 ar PS 

M = 0 Tpte : 0 At: 
eee ee 
An D seein ‘umrivb, ok abus (ii D 
ee ee ara PS: Sa ee ee 


Les seuls déterminants non trivialement nuls qui inter- 
> 
viennent dans l’expression de Q(x, y, A) sont (l’accent qui 
surmonte un indice signifiant que cet indice est omis) : 
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i) pour 1 <k< p, 
(a) det M4, B,1,..,4,..,p,p+8 — ee 1}P+8— ‘A Aa I Gy 


| ETES 
(b) det M4 B, CARTE FT +P, P+Y,P +6 | 
= (— {ye—be+2+8— "Apt yApt 6Fa Go; 1 
psig. 
iets 
(c) det M, Pis …P,P+Y: P+B | 
= (— 1) Pret FAY Ap, 60e IL 3) 4 
as 
aaa 


et les deux termes, analogues à (b) et (c), avec B < y; 
ü. Pour p<k< n, 
(d) det Mp+ Bs Bots = (—1)” II oc, 


LU 
(e) det M,+6,6,1..….a, …pp+y 
ae ra 1) ae il a LL o, pour y £ 8 
SES 
jzb 8 
(f) det M,+y, p+, 1, p+$ 
Le Ernie JL 4 pour 748 
ss 
eka 


1<k<p p<j<n PIS 
1<B<n—p p+B 
\( A ni A A Bret 
1<i<n 1<i<P 


les expressions (b) et (c), dans lesquelles « et k jouent des rôles 
symétriques, fournissent des termes dont la somme est nulle; 
il en est de même pour leurs analogues avec 8 < y; l’expres- 
sion (d) fournit le terme 


peed Se SE il II *1) ( AS 2) 
| # | ACA. JA (Aa); 


. 
me. nt qu. een — ne ee me hd 
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enfin les expressions (e) et (f) fournissent le terme 


tt trays oak II à (dy 6 + drys) 


i<k< F 
1<B<1<n—p izes 
JAp+ 
Af N & A A de) À dx, 
p<j<n 1<i<n i<i<p 
JÆP+ ixkk 
jAp+ 


A (Gp+ Baa y4 y — p+ AE 8). 


Considérons les sous-variétés de X — {y} sur lesquelles 
toutes les fonctions Pis P <1< n, sont constantes; sur une 
telle sous-variété, nous avons les relations 


(Zp+8 us Yp+8) Sp+8 (Zp+y rn Yp+y) Sp+y = 0 


et 

( À dx) A ( (+ — Ypt ) p48 — er Yor) Brey) = 0; 
1<i<n 

il en résulte 


( À da) À (Fp4 p dry — So+y dire) = 0 
i<i<n : 


et le terme fourni par (e) et (f) s’annule sur les sous-variétés 
considérées. Donc, pour r = n — p, K(a, y) est la somme d’une 
forme différentielle qui s’annule sur ces sous-variétés, et de la 
forme différentielle 


Hee») = (-1Y( LE &)( À a) | 


3 1<i<n 
è = 
A Si (4) NC Net) 

AR 1j>0 ( du by Aa — y) 

ie 1<j<p p<j<n 

: == ee iz À ET 

Mn), Sp qui À os) : 
x[( A, =) 2 ) G; (Aves ore | 


Le calcul de l’intégrale qui figure dans cette expression 
est l’objet du paragraphe 19, où le résultat est fourni par le 
théorème 19.2; compte-tenu de ce résultat, on obtient le 
théorème 16. 1. Ce théorème nous fournit un résultat qui sera 
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utilisé, dans le paragraphe 18, pour établir les formules inté- 


grales de E. Martinelli. 


47. Le noyau de A. Weil. 


Nous supposerons maintenant que les fonctions 0%,1<a<r, « 
1<j<n, qui figurent dans l’énoncé du théorème 15. 2, sont — 
holomorphes par rapport à x, et nous calculerons explicitement « 
l'intégrale exprimant la forme différentielle K(z, y); nous « 


obtiendrons ainsi le théorème suivant. 


THÉORÈME 17. 1. — Si les applications 0, 1 < a L r, véri- 


fiant les hypothèses du théorème 15.2, sont holomorphes par | 


rapport à x, alors on a K(x, y) = 0 pour r < n, tandis que, 
pour r=n, ona 


Key) =a A (me) (ds wa); 


(ne LEE 1<j<a i<j<n 


cette forme différentielle sera appelée noyau de A. Weil généra- 
lisé. 

La simplicité de cette expression est due à celle de la matrice 
Nas.» Sous les hypothèses de ce théorème; on a en effet 


Ngn.n-r = ((isasr « 280) 
i<j<n, jÉk 
où 0 désigne la matrice à n — 1 lignes et n — r colonnes dont 
tous les éléments sont nuls; pour que le déterminant de la 
matrice N,g,,..,,-, ne soit pas nul, il faut que l’on ait r=n; 
dans ce cas, on a 


det N,g = det (sien 48) 


1<j<n, jÆk 


et 
Q'(x, y, À) tt NY (a 4)k+! A0} 
1<k<n X, — 0: 
1265" eT: 33 — Yj) 9} 
det | (0%) cnn, xe) . 
x 1<l<al dh, A ( da) 
h Eu à 
Il ( (x — yy) ) 1<<n 1<j<n 
ighcn \1<j<n JAB 
hAB 


—— er ARR RDS 


Ex " a) 
1<j<n 
Aj >o JAB / 
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On obtient alors la relation 


K(z,y)=(—1r Se 


à (a; — y;)0; 


Dr 


1 
e » Aj=1 
1<j<n 


Or on établit aisément la formule 


— 1 
Je gle M Nes) = ote pour 1<icsn. 


1<j<n 
1<j<a 


On obtient donc 


En vertu des relations 


D) (— 1) F0f det (8) 
et DY (=A) der ((00 


t<k<n 


SRE n. nx) = det (Or): sna) 
<l<n, L£k 


i<l<n 


ncn neg) = ’ i#6, 
, Ik 


-on obtient enfin 


4)" 
Ka D = pt ( 


1<i<n (2 


x det (Oisrenrzs).( A de, 


1<l<n, lk 


d’où résulte l’expression indiquée dans le théorème 17.1. 
En particularisant les fonctions Q(x, y) qui figurent dans 
ce théorème, on obtient les corollaires suivants : 


CorozLaiRe 17.1. — Soit (Xi): <<, une famille de fonctions 
holomorphes dans X, et soit 
6) = À cing MAE fin: 
i 
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on a alors 


— 1)" ( eh 

K(x, y) =! 2, — 4) 28) ax 

(x, y) nt LÀ, a 5 — Yi) dx, i 
CorozLaire 17. 2. — Soient (Xi):<ic, une famille de fonc- 


tions holomorphes dans X, et (Pyhi<j<n 1<k<n Une famille 
de fonctions holomorphes dana X X X, vérifiant les relations 


X(2) — X(y)= D (m—y) Psy, 1<i< ni; 
soit enfin 
0} = Py, 1<i<n, 1<j<n; 
on a alors 
—1) # 
K(a, y) Da rep À (Xe) (y)) (dy Pyde,) 
i<icn 1<j<a 


Ce dernier noyau est celui qui figure effectivement dans la « 
formule intégrale de A. Weil. C’est cette formule que nous © 
allons maintenant déduire, ainsi que celles de E. Martinelli, — 
de la formule de Cauchy-Fantappiè. 


48. Démonstration de formules intégrales à l'aide de la formule 
de Cauchy-Fantappié. 

Les considérations des paragraphes 15, 16 et 17 ne nécessi- “. 
taient aucune hypothèse sur le domaine X; nous devons main- © 
tenant supposer X convexe, afin d’écrire la formule de Cauchy- — 
Fantappiè; pour écrire cette formule, na déterminerons un * 
cycle particulier appartenant à h(Q — P(y) n Q). 

Supposons y fixé; soit alors K un jot borné vérifiant 
yeKE X; supposons la frontière de K réunion finie 

| 
= ll 
: Us : d 

de parties d’hypersurfaces régulières (de dimension réelle * 
2n — 1) dont un nombre epualoo mynd possèdent toujours une | 
intersection régulière ; soit n! une application continue et — 


dérivable d’un voisinage U, de S, dans = #, vérifiant les condi- — 
tions suivantes : 


1. 1) © = h(x À + Y xjni(ax ) = 0 pour ve U;; 


i<j<n 


ee 
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ll. pour tout xeS,.; 


me [7 S,, la famille de vecteurs 


1<a<r 


($*(2z)), <a<r — (n'«(æ)), <a<r 


est libre sur le corps des nombres réels; 


r 


il. pour tout x vérifiant 


zeS..i et LES, pour ts las. LISTE 


r 


et pour tous nombres réels À, 1 < «<r, vérifiant 


da > 0, Dee 1) 


i<@<r 


on a la relation 


(2, del") :y #0: 
i<@<r 

Ainsi, à chaque aréte S,., nous associons une famille 
(¥*),<a<,; puis, selon la construction effectuée en début du 
paragraphe 15, une partie T;,,;, de E x X, dont nous dési- 
gnerons l’image dans &* X X par T;,_;,; enfin, conformément 
au théorème 15. 1, une forme différentielle K,, . (x, y). Le cycle 


wes ae 
iP - | J TY 455 
1<ip<-+-<ip<p 


orienté de telle sorte que l’on ait 


JL CE A) "0" À o(e) > 0, 


peut être utilisé comme cycle d’intégration dans la formule de 
Cauchy-Fantappié; on obtient alors le résultat suivant : 


Tuéorème 18. 1. — Si f est une fonction holomorphe dans X, 
on a la relation 


n—1) ! = LL 
A) = D Cf OR. # 
( iT)  4grcn Séjir , 

IQ Lien | 
Dans cette relation, les arêtes S,.: sont orientées de 
manièré naturelle, la partie régulière de la frontière de K étant 
orientée de l’intérieur vers l'extérieur; le signe qui précède 
| l'intégrale est fixé par le choix de l'orientation de T*; on le 
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détermine en remarquant que la relation ci-dessus admet 
comme cas particulier la relation (3) du paragraphe 14. W 
Le cas particulier le plus simple du théorème 18. 1 est obtenu 
avec p = 1; on obtient alors: | 
TutoriMe 18. 2. — Si l’on a p = 1, et si f est une fonction 
holomorphe dans X, on a la relation 


_ (n—1)! | 
f(y) = ir) | 


LOU dx) A Fy (A) b, det (a a At) 


<k<n §<j<n, jAk 


(Eat) vo 


1<i<n 


Si l’on suppose que les 4* vérifient toujours les conditions 
indiquées dans le théorème 15. 2, on peut évidemment effec- « 
tuer le calcul des noyaux à l’aide du résultat de ce théorème; — 
c’est ce que nous ferons pour établir la formule intégrale de 
A. Weil; cette dernière formule figure parmi les cas particu- « 
liers du théorème 18. 1, pour lesquels les intégrales sur les “! 
arêtes S;.1, s’annulent sauf pour une valeur déterminée “| 
de r; nous établirons d’abord les intégrales de E. Martinelli, « 
ensuite une généralisation de l'intégrale de A. Weil. 


THéoRèME 18. 3. — Si X est l’espace E entier, si K est défini 
par les inégalités 


au = d eu) laut —1<0 P<i< n, 
1<J<p 
alors on a, pour toute fonction f holomorphe au voisinage de K 


af >] 
la relation 


. oops dé car de la tt CR. 


it te (Paes | 
fly) = tp EE fa) Ha, y | 
où S'(y) est l'intersection des sous-variétés d'équations ¢,(x, y) = 0, 
p<t<n, l'expression de la forme différentielle H(x, y) ayant 
“été donnée par le théorème 16. 1. 
Ceci résulte immédiatement du théorème 18. 4, si l’on tient 


‘compte de l’expression des noyaux K;,.:(x, y) 


, donnée par 
le théorème 16. 1. | 


- tenis aay 


8 
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Le théorème 18. 3 fournit des formules intégrales que nous 


-appellerons formules de E. Martinelli; toutefois, pour démontrer 


les formules générales établies par E. Martinelli dans [7], i 
est nécessaire de développer des considérations topologiques 
que l’on trouvera dans le mémoire de cet auteur. Nous nous 


* intéresserons maintenant à l'intégrale de A. Weil. 


THÉoRÈME 18. 4. — Si les hypothèses fondamentales de ce 
paragraphe sont réalisées avec 


n=( D will) A<i<p, 1<i<nm asp, 
i<j<n 


et si les fonctions 9; sont holomorphes par rapport à x, on a, 
pour toute fonction f holomorphe dans X, la relation 


; S) Gxdr, 


- 1 
(B) fu) = f(x) ee, 
(2ir) Aves A A, > (x; — y;) 0} 
e S; 1<j<n 


arts 

Cette formule, que nous appellerons formule de A. Weil 
généralisée, résulte du théorème 18.1, si l’on exprime les 
noyaux K;,.;(x, y) en tenant compte du théorème 17. 1. 


Aux corollaires 17.1 et 17.2 correspondent de même les 
résultats suivants : 


Corozratre 18.1. — Supposons que le domaine K est un 
polyèdre analytique défini dans X par les inégalités |X;|< 1, 
1<i<p, les fonctions X; étant. holomorphes dans X; si K 
est convexe, on a, pour toute fonction f holomorphe dans X, la 
relation 


fy) =a; 


(Air) hgue er Sp 


L 760 in 


Corotiarre 18.2. — Supposons que le domaine K est un 
polyédre analytique défini dans X par les inégalités |X;|< 1, 
1<i<p, les fonctions X; étant holomorphes dans X; soit 
(Pyhijemick<n Une famille de fonctions, holomorphes dans 
X x X, vérifiant les relations 


X(2) —Xty)= D (am — Put y) 1<i< nr: 


1<j<n 
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on a alors la formule intégrale de A. Weil 


1 by Pix, y) da, 

fy) Bink Dae HO AM X;,(2) — Xi(y) 
Pour établir ce corollaire, il faut remarquer que l’hypothése | 
iii. écrite au début de ce paragraphe est réalisée en vertu de la 
relation ci-dessus entre les X, et les P,. Si X est un domaine | 
d’holomorphie, et si les fonctions X; sont données, il existe « 
toujours des fonctions P,, vérifiant la condition ci-dessus. 


49. Démonstration d'une identité utilisée dans le paragraphe 16. » 
Le résultat essentiel démontré dans ce paragraphe est 
exprimé par le théorème suivant : 


THÉORÈME 19. 1. — On a les identités suivantes, pour h<n—2; 


; A du; | 


pVierdies sux à 
u> À + Bu y 
Sorel apa 
Les baad He ae ie So we? 
= n—1)! ; pa LA AT: | 
RER (11,84 : | 
Den de Pire AE UE 
‘Sis Bi( 4:(B) —B))(A + B,)*-"-2 
1<j<h I 
n—h—2)! Qu 
pe Dane BAT ITA BTE) 
1S nd 1<J<h 


De ce théorème, on déduit immédiatement l'identité utilisée 
dans le paragraphe 16, et exprimée par le théorème suivant : 


THEOREME 19. 2. — On a l’identité 


| Ath pt TM ‘ 
| £ n ue (p— ) ! + 4 
ifs ( 2 LL D ls ert PTS | ! | 
e Met \1 TP | 


PÉTER p<j<n 


« De CTL D 58 28) 


p<j<n 
P<j<n 


chant,” coaster Arme ee Te ai 


——— a ee 
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En effet, la relation 


Ante = 1 — Soe 


P<jgn 
est vérifiée sur la variété où l’on intègre; on en déduit 
> À = Typ pte + D pere TE) — Toy pt DE 
p<ji<n p<j<n ; 
Donc, si l’on pose 
A = >; TT; Dp ph 
1<j<p 


(Bi), 2t=h — (x; >a LE PNR + jAp+k) h=n—p— Li 
(ui <icn = (Aj)p<j<n, jÆp+ks 


on est amené à calculer l'intégrale 


4 oo + ASS TMS ten yok 
"5° rd, (2 4 ey iui) 


1<i<h 


c’est-à-dire 


(14 À du 
 o<i<h : 
n 
a, >0 À oe ey Bu; 
>, at 1<i<h 
0<i<h | 


le résultat de ce calcul est fourni par le théorème 19. 1. 

La première identité qui figure dans le théorème 19. 1 est 
obtenue aisément en intégrant successivement par rapport 
à chaque variable; la seconde résultera d’une suite d’identités 
que nous allons indiquer au préalable. 


Identité 19. 1. 


Ty — L;) = CE y Es x Ly, — %)\. 
(m— 2) = >) ( mes (A 5 à 


1<j<k<h 1<i<h 


La démonstration de cette identité est immédiate. 
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Identité 19. 2. 


1<j<k<h 1<j<h 
\iFikÆi J 
aa = 
ce * on . [I q 8; : 
i<j<k<k \ Bj=q—1 i<j<h 
i<j<h 


Pour démontrer cette identité, on remarque que l’expression, 
figurant au premier membre, s’annule pour 2 = %, 
1<j<k<h; elle est donc divisible par x, —x;; elle est 
par conséquent égale au produit de 


(tx — &;) 
A<j<kch 


par un polynôme, homogène de degré (h — 1) (q — 1), 


as v a: 4 
Le DR aca farcies ( | | a); 
», ; 


æj=(h—1)(q —1) i<j<h 
1<ji<h 


compte-tenu de l’identité 19. 1, on obtient donc l'identité 


» A II ex-2)){ TI [CI acy Phe | 
1<i<h ya ee i<j<h i<j<gh | 


ik j#i j#i 
d’où résultent l’inégalité a, < q — 1 et l'égalité des Y@); en 
cherchant dans l'expression de P le terme avec a; = A Boe 1 pour 4 
] #1 et a — 0, on voit que tous les Ya; haut égaux a1; 4 


en posant 8, = q— a, — 1, on obtient l'expression qui figure | 
au second membre de l'identité 19. 2. { 


De l'identité 19. 2 résultent immédiatement les deux sui- * 
vantes : 


Identité 19. 3. 


D (Lhe 2)) ar = Ds (Il pH) 


ne a 


isigh \1<j< 


oy Pg a em 


Identité 19. 3’. 


| 11,880)" (A+B; 


| 
M 7 
WV 
0 ‘ 
— 
ms 
> 
+ 
= 
: 
2 
De d 
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- Des identités 19. 1 et 19.3’ on déduit l'identité 19. 4. 
Identité 19. 4. 


( Il LA Do 


i<j<h 1<i 1<j<h 
= -1—fo/ TI Sie 
= Das AA IL (A +8)" 
B;=91 1<ji<h 
0<j<h 


En effet, si on réduit au même dénominateur les fractions 
qui figurent au premier membre de cette identité, si on tient 
compte de l'identité 19.1 pour transformer le numérateur 
de la fraction obtenue et si on effectue des mises en facteurs 
évidentes, il ne reste qu’à tenir compte de l’identité 19. 3’ 
pour obtenir le résultat annoncé. De Videntité 19. 4 résulte 
immédiatement l'identité 19. 5. 


Identité 19. 5. 


SRE SSA et gs 
1<q<n—h—1 


<i<h 


ar > sue IL (B; ps Fi + | 
1<i<h 1<j<h 
LE pares: BATIR Il (A + By *): 
D Bj=n—h—1 1<j<h 
0<j<h 


Cette relation établit la seconde identité du théorème 19. 1; 
la première identité de ce théorème se démontre aisément par 
récurrence en intégrant successivement par rapport aux 
variables u,, ..., Up) Uo- 
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A SIMPLEX WITH DENSE EXTREME POINTS 


By Ebbe Theu POULSEN (Aarhus) 


1. — Introduction. 


Let L be a locally convex linear topological space, and 
let C be a compact convex subset of L. The Krein-Milman 
theorem [3] asserts that C is the closed convex hull of the set 
E(C) of extreme points of C. It follows that for every re C 


there exists a positive measure 4, of mass 1 on E(C) such that 


t= | y daly). 


This representation is of little interest in the case where 
C = E(C), and according to a result due to Klee [2] this 
is the rule rather than the exception. 

Recently Choquet [1] has shown that if C is metrizable 
the measures w, may be chosen so as to be supported by 
E(C) itself, and furthermore that these measures are uniquely 
determined if and only if C is a simplex (i.e. such that the 
intersection of any two positive homothetic images of C is 
either empty, a single point or a positive homothetic image 
of C). 

The question is raised by Choquet whether the situation 
C = E(C) can arise when C is a simplex. It is the object of 
this note to construct an example which shows that the 
answer is affirmative. The ideas governing the construction 
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are closely related to the ideas of [4] where a simple example 
of a convex set with dense extreme points is exhibited. In 
§ 2 we perform the actual construction of the simplex S and 


observe that S = E(S), and in § 3 we prove that S really is ie 


a simplex. 


2. — Construction of the example. 


In the Hilbert space l’ of sequences 
Des ler bes eee Oe ni 


we denote by e; the unit vector having the coordinates 
£, = 6, Further, we denote by E, the subspace spanned by 
ei, es ---, & and by P, the projection on E,. 

We first construct a sequence of simplexes S, with the 
following properties : 

(i) S,cE, for every n. 

(u) S,¢S, and E(S,) ¢ E(S,,) for n < m. 

(ii) P,S,,= 5, for n< m. 

(iv) for every € >0O there exists an n such that every 
point of S, has distance at most € from E(S,). 


The construction of the simplexes S, falls in groups as 
follows : 


a) The first group consists of one simplex 
S, = fal0 LE < 24; ve Hy}. 


b) Assume that S,, S, ..., S,, have been constructed, 
S, being the last simplex in the p’th group. Choose points 


Yr Yes +) Yq, in Sn, such that every point of S,, has distance 
at most 2-? from the set bYiptayes seyryy ete 


Forn,< kn, + q = np We define 
Sy = Yr—n, + 2 "ey, 
whereupon we define S, as the convex hull of the set 
~ U {Zap tis wey zx}. 


With this construction it is clear that the sets S, are sim- 
plexes satisfying (i), (ii), (iti) and (iv). 


A SIMPLEX WITH DENSE EXTREME POINTS 85 


Now define 
Toe, lon irP;res,} 
and 


It then follows that 

MOT ST, ior n< m. 

On") VEDA = SH tot on <n 

Gi”) oP .5.==S, for all.n. 

(iv’) The set U E(S,) is dense in S. 

n=4 

Thus, to prove that 5 = E(S) it suffices to prove that 
E(S,) ¢ E(S) for all n. The proof of this is exactly the same 
as in [4], but it is so short that we may as well repeat it here : 
Let ze E(S,) and let y0. Then there exists m=n so that 
P,y #0, and by (ii) ze E(S,). Therefore, the segment 


{ela =2+iP,y;—1St< 1} ae 
and consequently 
{alo = 2-ty; 4 Sea}. 


Hence, ze E(S). 
Finally, let us note for completeness that S is compact 


and convex. 


3. — Proof that Sis a simplex. 


We must prove that every set of the form 
A =Sn(qS+ a) with q>0 
containing at least two points is itself of the form 
A=r5 + 6b with ri 0. 


Now since 


> 
I 
<=) 


Tan (g(\T: + a) 


= 
= 


(T, n (qT, + a)) 


1 


= 
ll 
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each of the sets T, n (qT, + a) contains at least two points, 
and therefore 


P,(T, 9 (qT, + a)) = San (GSn + On); 


where a, = P,a, is non-empty for every n and contains at 


least two points for sufficiently large n. 
Since S, is a simplex, we have 


S, n (gS, + à) = Tan + On with ry 0 


for every n and r,>0 for sufficiently large n. Now, for 
m>n we have 


P(Sm (Sm + Gm)) € PrSm 1 Pa(gSm + Om); 


1.e. P{(rnSn + 0m) € Sn 1 (gS, + a,) 
or ra 4% Pb = Tn ar b, 
from where it follows that 

Re R 


2) P,b, €7,9, + b, (since 0eS,). 


By the construction all points of S, have all their coordi- — 


nates non-negative, and hence, writing 
b, + (Bus Biss sey Bans 0, se a 
we get 
3) Bini an Bri for all i. 
From 1) it follows that 


r, >r(= 0) for n — © 
and from 3) that 
Ba —> Bi (for n > oo) for all i. 


It is easily seen that the sequence 
b = {Bus Bs, La 
belongs to J? and that 


b,—> b for n — 00 
whence be A. 
We shall complete our proof by showing that 


A=rS + b. 
First, since r<r, for every m, we have 


15 + bn SPT + On Crnlm + bm = Th (qT n+ am) =Tm 1 (QT ,-+a) 
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for every m, and since 
Th n(qgTh + a)¢T, 9 (qT, + a) for m>n 
we have 
rS + b,¢T,9 (qT, + a) for mm 1 
Since T, is closed, it follows that 


rS + bcT,n (qT, + a) for every n, 
whence rS + bcA 


Secondly, since 


= 
we have  r,T, + b, 


Totale à) 
eta for every m>n. 
It follows that 


r,T, + b=A for every n, 
hence also that 
Prim + b> Tal, + ODA for We ih 


whence ro+boA for all n. 
From here, finally, it follows that 
rS + boA, 


and the proof is completed. 
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SILOVSCHER RAND UND DIRICHLETSCHES PROBLEM 
von Heinz BAUER (Hamburg). 


EINLEITUNG 


Aus der Theorie der Banach-Algebren kennt man Begriff 


und Bedeutung des Silovschen Randes : Ist .b eine Algebra von 
stetigen, komplexwertigen Funktionen auf einem kompakten 
Raum X, welche die konstanten Funktionen enthält und 


die Punkte von X trennt, so existiert nach Srcov [25] unter 
allen abgeschlossenen Teilmengen S von X mit der Eigenschaft, 
daB jede der Funktionen |f| mit feb eine in 5 gelegene 
Maximalstelle besitzt, eine kleinste Menge. Diese wird mit 
d4X bezeichnet und heiBt der Silovsche Rand von X beziiglich 
D. Ist z.B. X die kompakte Kreisscheibe |z| < 1 in der kom- 
plexen z-Ebene und sb die Algebra aller auf X stetigen, in 
der offenen Kreisscheibe holomorphen Funktionen, so folgt 
aus dem Maximum-Prinzip der Funktionentheorie, daB dy, X 
der topologische Rand von X, also die Kreislinie ohesrbast: 

Eine analoge Situation liegt vor, wenn man die Algebra .b 
ersetzt durch einen Vektorraum 4 von auf einem kompakten 
Raum X definierten, stetigen, reellwertigen Funktionen, 
welcher die konstanten reellen Funktionen enthalt und die 
Punkte von X trennt. Dann existiert nach Mirman [33] 
und Arens-SiNGer [1] eine kleinste abgeschlossene Menge 
dyeX von X mit der Eigenschaft, dab jede Funktion aus 4 
eine in dX gelegene Maximalstelle besitzt. Man nennt auch 


hier dX den Silovschen Rand von X beziiglich d6. 
Der Ausgangspunkt der vorliegenden Arbeit war die Frage 


nach der Bedeutung dieser Begriffsbildung für die Theorie 
6* 
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des Dirichletschen Problems, oder genauer : Es sei Q eine offene, 
relativ kompakte Menge im R”. Welches ist der Silovsche 
Rand der abgeschlossenen Hülle Q von Q bezüglich des 
Vektorraumes #0 aller in Q stetigen, in 2 harmonischen, 
reellen Funktionen? In §6 dieser Arbeit wird gezeigt, daB 
der gesuchte Silovsche Rand die abgeschlossene Hiille der 
Menge der sog. regulären Randpunkte von ( ist. 

Darüber hinaus hat aber diese spezielle Frage zu einer 
allgemeineren Fragestellung gefiihrt, namlich zu einem abstrak- 
ten Dirichletschen Problem, das sich vom klassischen grob 
gesagt dadurch unterscheidet, daB der Raum © durch einen 
beliebigen kompakten Raum X, der Vektorraum dg durch 
einen Vektorraum 4 stetiger reeller Funktionen auf X und der 
euklidische Rand Q* von Q durch den Silovschen Rand 
X* = d4¢X ersetzt wird. Von 4 wird zunachst nur vorausge- 
setzt, daB die konstanten Funktionen zu 4 gehéren und daf 
die Punkte von X durch 4 getrennt werden. Durch einen 
sich in natürlicher Weise anbietenden ProzeB wird sodann 4 


zu einem Vektorraum % stetiger reeller Funktionen erweitert, 
der mit 46g eine wichtige Eigenschaft gemeinsam hat: Es 
gibt eine bezüglich gleichmaBiger Konvergenz abgeschlossene 
Menge & stetiger reeller Funktionen auf X, welche mit je zwei 
Funktionen auch deren untere Einhüllende enthalt; ferner 
gilt % = 6 n(—6&). Bezüglich dq hat die Menge aller auf Q 
stetigen, in ( superharmonischen Funktionen diese Eigenschaft. 
Daher ist erst 4 das genaue Analogon zu dg. Das abstrakte 
Dirichletsche Problem besteht dann in der Aufgabe, notwen- 
dige und hinreichende Bedingungen dafür anzugeben, daB 
jede auf X™ stetige reelle Funktion zu einer Funktion aus 
#6 fortgesetzt werden kann. Gewisse Ansatzpunkte zu einem 
abstrakten, wenn auch andersartigen Dirichletschen Problem 
finden sich bereits bei Arens-Sincer [1]. 

Innerhalb dieser allgemeinen Theorie spielt eine in X* 
dicht liegende Punktmenge, nämlich die Menge der sog. 
d6-extremalen Punkte von X eine wichtige Rolle. Die regu- 
laren Randpunkte von Q erweisen sich hinterher als identisch 
mit den 4g-extremalen Punkten von Q. Daher werden in § 1 
zunächst diese ausgezeichneten Punkte eingeführt und : mit 


i 


rs 
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ihrer Hilfe ein neuer Beweis fiir die Existenz des Silovschen 
Randes gegeben. In den Paragraphen 2 und 3 wird dann das 
abstrakte Dirichletsche Problem entwickelt. 

Der Rest der Arbeit ist im wesentlichen Anwendungen 
gewidmet. Es zeigt sich nämlich, daB die allgemeine Theorie 
auch niitzliche Anwendungen auBerhalb des Fragenkreises 
des klassischen Dirichletschen Problems besitzt. In § 4 wird X 
als konvexe kompakte Menge in einem lokal-konvexen Raum E 
angenommen und fiir 46 der Vektorraum der auf X einge- 
schrankten, stetigen, affin-linearen Funktionen auf E gewählt. 


Dann erweist sich % als der Vektorraum aller auf X stetigen, 
affin-linearen Funktionen. Die d6-extremalen Punkte fallen 
mit den (geometrischen) Extremalpunkten von X zusammen. 
Das abstrakte Dirichletsche Problem reduziert sich also hier 
auf die Frage, wann jede stetige reelle Funktion auf der abge- 
schlossenen Hiille aller Extremalpunkte zu einer in X stetigen, 
affin-linearen Funktion fortgesetzt werden kann. Hierfür 
erweist es sich als notwendig und hinreichend, daB X ein 
Simplex im Sinne von Cuoquer [21] mit abgeschlossener 
Extremalpunktmenge ist. Die allgemeine Theorie liefert 
Kennzeichnungen dieser Klasse von Simplexen durch innere 
Eigenschaften. 

Diese Anwendung wurde derjenigen über das klassische 
Dirichletsche Problem vorangestellt, da sie mit der allgemeinen 
Theorie in innigem Zusammenhang steht. Man kann namlich 
im Rahmen der allgemeinen Theorie den kompakten Raum X 
 homôomorph in den schwach topologisierten, topologischen 


Dualraum E von % einbetten und z.B. zeigen, daB das abstrakte 
Dirichletsche Problem genau dann lôsbar ist, wenn die abge- 
schlossene konvexe Hiille des Bildes von X in E ein Simplex 
mit kompakter Extremalpunktmenge ist. Der §5 dient der 
Klärung dieser Beziehungen zwischen der allgemeinen Theorie 
und der soeben beschriebenen speziellen Anwendung des § 4. 

Erst der § 6 bringt dann die Anwendung auf das klassische 
Dirichletsche Problem. Die allgemeine Theorie liefert hierbei 
neuartige Einsichten in diesen Problemkreis. Hervorzuheben 
ist besonders die bereits erwähnte Tatsache, da8 die regulären 
Randpunkte einer offenen, relativ kompakten Menge im R" 
als Extremalpunkte gedeutet werden kénnen. 
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Der $7 bringt eine Anwendung auf das Dirichletsche 
Problem für diskrete harmonische Funktionen, die neuerdings 
wieder im Zusammenhang mit der Theorie der Markovschen 
Ketten an Bedeutung gewonnen haben [29]. Der abschlieBende 
§ 8 weist im wesentlichen auf offene Fragen im Zusammenhang 
mit Funktionenalgebren hin. 

Die wichtigsten Resultate dieser Arbeit wurden ohne Beweis 
in einer Note in den Comptes rendus de l’Académie des Sciences 
(Paris) [3] angekündigt. In gedrängter Form habe ich einen 
im Pariser Seminar über Potentialtheorie gehaltenen Vortrag 
über dieses Thema in [4] ausgearbeitet. 


| 
| 


BEZEICHNUNGEN 


Im folgenden schlieBen wir uns weitgehend der Terminologie 
von N. BourBaki an. 

Mit R bzw. C soll stets der topologische Kérper der reellen 
bzw. komplexen Zahlen (Zahlengerade bzw. komplexe Zahlen- 
ebene) bezeichnet werden. Jede Abbildung f: AR einer 
Menge A in die Zahlengerade heibe reelle oder reellwertige 
Funktion auf A. Jede Abbildung f: A > R von A in die durch 
Adjunktion von + œ kompaktifizierte Zahlengerade R heibe 
numerische Funktion auf A. 

Fürjede Abbildung f : AB und jede Menge Sc A bezeichne 
fs die Restriktion der Abbildung f auf 5. Eine Menge # von 
Abbildungen einer Menge A in eine Menge B heiBt punkte- 
trennend, wenn zu je zwei Punkten x, yeA mit «fy eine 
Abbildung fe% existiert mit f(x) # f(y). 

Ist X ein kompakter (und daher Hausdorffscher) Raum, so 
bezeichnen wir mit C(X) = C(X, R) baw. C(X, C) die Menge 
aller stetigen, reellen bzw. komplexen Funktionen auf X. 
Bezüglich der üblichen (punktweise definierten) Operationen 
ist C(X, R) baw. C(X, C) eine Algebra, insbesondere also ein 
Vektorraum über R bzw. C. Beide Algebren sollen stets mit der 
Topologie der gleichmäfiigen Konvergenz versehen sein. AuBer- 
dem trägt C(X, R) die übliche, mit der Vektorraumstruktur 
verträgliche Ordnungsrelation <. 

Für einen kompakten Raum X soll ferner At(X) stets die 
Menge aller positiven ( Radonschen) Mafe auf X bezeichnen. 
Ab(X) ist bezüglich der üblichen Operationen ein konvexer 
Kegel. Es sei stets mit der vagen Topologie versehen. Fir 
einen beliebigen Punkt xe X bezeichne «, das durch die Einheits- 
| masse im Punkte a definierte positive MaB auf X. 
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$ 1. — Extremalpunkte und Silovscher Rand. 


4.4. Definition des Silovschen Randes. — Es sei X ein . 
kompakter topologischer Raum und & eine nicht leere Menge | 
von auf X definierten, nach unten halbstetigen, numerischen . 


Funktionen. Dann nimmt bekanntlich jede Funktion ue& 
ihr (globales) Minimum auf X an, d.h. es gibt mindestens ein 
Ly <= X mit 
u(%) = inf u(x). 
rex 
Jeden derartigen Punkt x, nennen wir eine Minimalstelle 
von u. 


Wir betrachten nun das System © = ©(&) aller kompakien « 


Teilmengen S von X mit der Eigenschaft, daB jede Funktion ». 


ueë mindestens eine in S gelegene Minimalstelle besitzt. — 


Es gilt dann X e ©; also ist © nicht leer. 
Ferner ist © induktiv geordnet bezüglich der Relation >. 
Es sei nämlich & eine beziiglich > total-geordnete Teilmenge 


von ©. Dann geniigt es zu zeigen, daB T = RE ein Element 


SER 
von © ist. Zunächst ist T kompakt und nicht leer, da X kom- ~ 


pakt und §& eine Filterbasis kompakter Teilmengen von X ist. 
Weiter sei we & und M, die Menge aller Minimalstellen von u. 
Da u nach unten halbstetig ist, so ist M, abgeschlossen. Aus 
M,oS+@ für alle Se ©, also insbesondere für alle SeR, 
folgt dann M,nT#Q@, da {M,nS: Se} eine Filterbasis 
kompakter Teilmengen von X ist. Daher gilt: Te ©. 

Nach dem Zornschen Lemma ist also in jeder Menge Se @ 
mindestens ein minimales Element von © enthalten. Die 
Existenz genau eines minimalen Elementes in © ist daher 
gleichwertig mit der Existenz eines kleinsten Elementes in ©. 


Derinition 1. — Existiert im System @(£) eine kleinste 


Menge Sy, so heiBe Sy der Silovsche Rand von X bezüglich 
6; in Zeichen: Sy = dgX. 


1.2. 6-extremale Punkte. — Im folgenden sollen hinreichende 
Bedingungen für die Existenz von dX angegeben werden. 
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Die Anwendungen, auf die wir in den Paragraphen 4 und 6 zu 
_ sprechen kommen, werden zeigen, daB dçX im allgemeinen 
«unnatiirliche » Punkte enthalt. Der folgende Beweis fiir die 
Existenz von dgX (unter gewissen Zusatzvoraussetzungen) 
soll daher die Definition der « natürlichen Punkte von 0gX » zum 
Ausgangspunkt haben. 

Hierzu bezeichne Ab, = b,(&) fiir jeden Punkt ze X die 
Menge aller MaBe ue Ab(X) mit folgenden zwei Eigenschaften : 


(1. 1) fae =4; 
(1. 2) foudp. <u(x) füralle web. 


Mierbei bezeichnet f “udu. das u-Oberintegral von uw (vgl. 
Bowursakt [14], pp. 172-173, exercices 5,6). Wenn eine Funktion 
ue& nach unten beschrankt ist, wie das im folgenden fast 
immer der Fall sein wird, ist J : udu. = J udu. unter der Voraus- 
setzung der Integrierbarkeit von u und sonst rf “udu = + 00 
(vgl. [14], p. 150). 

Die Menge tb, ist für kein we X leer, da offenbar stets 
€, zu À, gehôürt. 


Derinition 2. — Ein Punkt we X heife &-extremal, 
wenn gilt: 
(4. 3) Ab, (8) = {e,}. 


Die Menge aller &-extremalen Punkte von X ‘werde mit 
X, = X, (&) bezeichnet und heife (') der Choquetsche Rand 
von X bezüglich &. 


Ohne Zusatzvoraussetzungen über & kann die Menge X, 
leer sein, wie die beiden folgenden Beispiele zeigen : 


__ Beispiel 1.— Der Raum X enthalte mindestens zwei 
Punkte; & sei die Menge aller auf X konstanten reellen Funk- 
tionen. 


Beispiel 2. — Der Raum X sei die mit der diskreten 
Topologie versehene zweipunktige Menge {a, b}. & enthalte 


(1) Nach einem Vorschlag von Bisuor und pe Leeuw [8]. 
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als einziges Element die folgende Funktion u: u(a) =— ©, 7 
u(b) = 0. | 

Die durch diese Beispiele nahegelegten Zusatzvorausset- — 
zungen geniigen, um die Existenz 6-extremaler Punkte zu 
beweisen : 


Satz 1. — Die Menge & besitze folgende zusätzliche Eigen- — 
schaften : 


(4. 4) 6 trennt die Punkte von X; 
(1.5) esistu(z) > — © firalle xeX und ueë. 


Dann besitzt jede Funktion aus & mindestens eine &-extremale 
Minimalstelle. Insbesondere ist der Choquetsche Rand X,(&) 
nicht leer. 

Der Beweis dieses Satzes wurde in [5] (Satz 2) als Folgerung 
aus einem allgemeinen Minimumprinzip erbracht. 


1. 3. 6-exponierte Punkte. — Spezielle 6-extremale Punkte 
lernen wir im folgenden Beispiel kennen: 


Beispiel 3. — Ein Punkt xe X heibe 6-exponiert, wenn 
eine Funktion ueë& existiert derart, daB gilt: 


(1.6) — © << u(r) < uly) für alle yeX mit y Æx. 


Es sei x ein solcher Punkt und u eine Funktion aus 6 mit der — 


Eigenschaft (1.6). Für jedes MaB we tb,(&) ist dann uw auf 
dem Trager T, von». konstant gleich u(«) (nach [5], Hilfssatz 3). 
Wegen (1.6) folgt hieraus: T, = {x}; wegen (1.1) ist dann 
 =,, also db, = {e,}. Daher ist jeder 8-exponierte Punkt 
auch 6-extremal. Die Umkehrung hiervon gilt jedoch nicht, 
wie schon Beispiel 4 zeigen wird (?). 

Aus der Definition der &-exponierten Punkte folgt ferner, 
daB jeder derartige Punkt in jeder Menge S e @(&) und damit 


auch in dgX liegt, sofern der Silovsche Rand existiert. 


4. 4. Existenz des Silovschen Randes. — Die bisherigen 
Voraussetzungen über & (einschlieBlich (1.4) und (1.5)) haben 


nach Satz 1 zur Folge, daB die abgeschlossene Hiille X, des 


(?) Vgl. auch die Bemerkung 3 in Nr. 4.3. 
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Choquetschen Randes zum System @(£8) gehürt. Sie lassen 
aber nicht den Schlu8 zu, daB der Silovsche Rand existiert ; aus 


der Existenz von eX folgt ferner nicht die Gleichheit mit i. 
Dies zeigen die beiden nachsten Beispiele : 


Beispiel 4. — Der Raum X sei die diskret topologisierte, , 
aus drei Punkten bestehende Menge {x,, x, x,}. Die (stetigen) 
reellen Funktionen auf X entsprechen dann eineindeutig den 
Vektoren des R?. Die Funktionenmenge & bestehe aus den 
durch den Vektoren (1, 0, 0), (0, 1, 0), (0, 0, 1) definierten 
Funktionen. Es ist offenbar: X,(8) = X. Der Silovsche Rand 
existiert nicht, da alle zweipunktigen Teilmengen von X mini- 
male Elemente von @(&) sind. 


Beispiel 5. — Der Raum X sei wie im Beispiel 4 definiert. 
Jedoch sei & jetzt die durch die Vektoren (1, 0, 0), (0, 1, 0), 
(0, 0, 1), (0, 1, 1) und (1, 0, 1) definierte Funktionenmenge. 
Wiederum ist X,(8) = X. Jedoch existiert jetzt der Silovsche 
Rand: gX = fm, 2}. 

Es gilt nun aber der folgende. 


Satz 2. — Die Menge & besitze neben (1.4) und (1.5) noch 
folgende Eigenschaft: 


(47) u,veb6=—>u-+ ve. 


Dann existiert der Silovsche Rand gX und er ist gleich der 
abgeschlossenen Hiille des Choquetschen Randes X,(&). 


_Beweis. Wir setzen S, = X,. Dann folgt aus Satz 1, daB 
S) zum System © gehôrt. Es sei nun S ein beliebiges Element 
aus ©; dann ist noch S,<S oder die gleichwertige Relation 

-_ X,¢S zu beweisen. Wir betrachten hierzu einen beliebigen 
“ Punkt ze X und konstruieren ein spezielles MaB we -tb,(6), 


welches von S getragen wird. Für jeden Punkt ze (s ist 


“ dann dieses MaB von €, verschieden, also [Se ee und 
“ somit X,cS. 

> Zur Konstruktion von yp. bezeichnen wir mit 6, die Menge 
aller Funktionen u + « mit we& und «eR einschlieBlich 
“ aller auf X konstanten reellen Funktionen. Dann überträgt 
sich die Eigenschaft (1.7) auf 6,; ferner besitzt auch jede 
z , 
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Funktion aus 8, eine in S gelegene Minimalstelle, es ist also 
Se G(6,). Für jede Funktion fe€(S) setzen wir 
(1. 8) p(f)= inf v(x), 
SE vs. » EË, 


wobei wie auf p. 93 vereinbart, 9s die Restriktion von # auf S 
bezeichnet. Dann gilt für alle f eC(S): 


(1. 9) IPA)|< + . 


Es ist nämlich p(f) < + o, da z.B. konstante Funktionen 
ve&, existieren mit f < 9; ist weiter « e R eine untere 
Schranke von f, so gilt p(f) > wegen S e @(6,). Diese Uber- 
legung zeigt ferner, daB | 


(1. 10) pia) =" 


ist für jede auf S konstante reelle Funktion a. Aus 6, + 6, ¢ &, 
folgt noch: 


(4.11) p(f+g)<p(f) + p(g) für beliebige f, geC(S): 


Nun wird durch vo(«) = p(«) = « ein Homomorphismus der 
additiven Gruppe aller auf S konstanten reellen Funktionen 
in die additive Gruppe R definiert. (vp ist natürlich sogar ‘ein 
Isomorphismus auf R.) Nach Aumann [2] (Satz 2) kann dann 
vo fortgesetzt werden zu einem Homomorphismus y: C(S) +R 
der additiven Gruppe €(S) in R, und zwar derart, daB 


(1.12)  vf)<p(f)  faralle fe €(S) 


gilt (3). Dann ist v ein positives MaB auf S. In der Tat: aus 
feC(S) und f>0 folgt —f<0 und somit p(—f)<0. 
Nach (1.12) ist daher —v(f)=v(—f) < p(—f) < 0, also: 
v(f) > 0. Nach einem bekannten Satz ([14], p. 35, prop. 4) 
ist dann aber y eine positive Linearform auf dem Vektorraum 
C(S), also v e AS). 

Das BildmaB w= j(v) von v bei der kanonischen Injek- 
tion 7:S—X_ leistet dann das Verlangte. Zunächst ist 


(*) Wir verwenden den zitierten Satz von AuMANN nur in der folgenden speziel- 
len Form, die sich leicht aus [2] ableiten läBt: Es sei H eine abelsche (additiv ge- 
schriebene) Gruppe und E eine Untergruppe von H; ferner sei p eine reelle Funktion 
auf H mit: p(0) = 0 und p(f + g) < p(f) + p(g) für alle f, ge H. Dann ezistiert 
zu jedem Homomorphismus yg: E —R mit vo(f) < p(f) fiir alle f&E ein Homomor- 


phismus v: H—R mit folgenden Eigenschaften : y setzt v, fort und es ist v(f) < p(f) 
für alle feH. 
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definitionsgemäB uw ein positives MaB auf X mit ue [S) = 0 


_ und fg dp. = [ gs dy fiir alle geC(X). Speziell ist also: 


[du = [dv = (1) =1. Für jede Funktion ue8, welche 
gemäB (1.5) nach unten beschrankt ist, gilt: 

cane iA Si eo eee 
Für jedes geC(X) mit g <u ist gs < us und nach 
(1.12): fgdu = [ gsdv = v(gs) < p(gs). Nun ist aber 68, 
also auch we&,; aus (1.8) folgt daher noch: p(gs) < u(z). 
Zusammen mit (1.13) ergibt dies die fiir alle ueë giiltige 


- Ungleichung f “udu. < u(x). Damit ist » wie behauptet ein 


auf S konzentriertes MaB aus -tb,(&), unser Satz also bewiesen. 


Bemerkung. — Der Satz 2 iiberschneidet sich hinsichtlich 
der Aussage über die Existenz des Silovschen Randes mit 
einem Resultat von Arens-Sincer [1] (Theorem 2. 4). Unter 
der Voraussetzung, daB & nur stetige Funktionen enthält 
und die Eigenschaften (1.4), (1.5) und (1.7) besitzt, genügt 
nämlich die Menge H = fe": we&} den Annahmen in [1]. 
Dort werden allerdings &-extremale Punkte und ihr Zusam- 
menhang mit d¢X nicht diskutiert. 


§ 2. — #-harmonische Funktionen. 


2.4. Der Vektorraum #. — Die Situation, mit der wir uns 
hier und im folgenden beschäftigen werden, wird spezieller 
sein als die im Paragraphen 1. 

Gegeben sei jetzt namlich ein kompakter Raum X und eine 
Menge % von auf X definierten Funktionen mit folgenden 


| Eigenschaften : 


tusk SEE 


(2.1) d6 ist ein linearer Unterraum von C(X) ; 
(2.2) 46 enthält alle konstanten Funktionen aus C(X); 
(2.3) 6 trennt die Punkte von X. 


Dann ist für jedes ze X die Menge Jb,(36) von MaBen defi- 


niert. Wegen der speziellen Eigenschaften von 4 vereinfachen 


4 sich die an «tb,(d6) gestellten Forderungen (1.1) und (1. 2): 
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Av,(3) ist für jedes x e X die Menge aller MaBe pe Ab(X) mit: 
(2. 4) fhdp = h(x)  füralle k e 36. 


Nach dem Satz 2 existiert der Silovsche Rand dz X und ist 
gleich der abgeschlossenen Hiille des Choquetschen Randes 
X,(#) aller #-extremalen Punkte. Das System @(96) besteht 


5 
a 
LA 


{ 


somit aus allen kompakten Mengen S mit 4X ¢Sc X. Wegen © 


(2. 1) besitzt jede Funktion aus 4 eine in einem beliebigen 
SeG(%) gelegene Minimal- und Maximalstelle. 


2.2. Die Mengen Ab’. — Für eine beliebige Menge S e G(#) 
verallgemeinern wir nun die Mengen Jb,(36) wie folgt: Für 
jeden Punkt xe X bezeichne JS = JAL?(#) die Menge aller 
MaB8e ue Ab(S) mit : 


(2. 5) fhsdp = h(x)  füralle h e %. 


Offenbar ist Ab,(96) = AL}(36) für jedes x e X. Aus (2. 2) folgt : 
¥ du = 1 für alle pe Âb(96). Aus veS folgt €, e A und 
für jeden %%-extremalen Punkt x ist sogar AUS = {e,}. Wir 
werden spater sehen, daB diese letzte Eigenschaft die 4-extre- 
malen Punkte sogar kennzeichnet (Satz 14). 

DaB auch für Punkte x e [ S die Menge AW nicht leer ist, 
folgt aus der folgenden Betrachtung : 

Für jeden Punkt ze X und jede Funktion f e C(S) werde 
gesetzt : 


(2. 6) Qf) = inf h(x); 


S<hs, hed 
(2. 7) Qa(f) = — Q(— f). 


Durch elementare Schliisse, die dem Leser überlassen 
werden kénnen, beweist man dann: 


Hitrssatz 1. — Für alle xeX gilt: 


- 


2. : — © < Qf) < (7) < + © (fe C(S) 


( ); 

(2. f<g— UP) < Xs) (f, geC(S)); 

(2. 10) QT + 8) < Q(f) + Q(z) (f, geC€(S)); 
(2. 14) Qf) = A (f) (fe C(S); A>0); 
(2. 12) Qhs) = Q3(hs) = A(x) (he #). 


re em 


SN 
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Hieraus folgern wir nunmehr : 


SATZ 3. — (a) Bei beliebiger Wahl von xe X, we db’ und 
feC(S) gilt: 


(2. 43) QF) <f fds < Bf). 


(b) Sind umgekehrt xe X, fy e C(S) und y eR derart gewahlt, 
dap 


(2. 14) ho) < ¥ < Eh) 
gilt, so gibt es mindestens ein MaB pe Ab; mit: f=etfe du. 


Beweis. Zu (a): Für jedes hed mit f < hs gilt nach 
(2.5): f fdu < [hs du = h(x); somitist ffdu < Qif). Bei 
Beachtung von (2. 7) folgt hieraus die Behauptung. 

Zu (b) : Es sei % = {fo : À eR} der von f, in C(S) erzeugte 
lineare Unterraum. Dann ist Afy — Ay eine auf %, definierte 
Linearform u,; im Falle f, = 0 hat man hierbei zu berücksich- 
tigen, daB y=0 ist. Für jedes fe% gilt: (f) < Qf) 
nach (2. 11) und (2. 14). Wegen der Eigenschaften (2. 10) und 
(2:11) der Funktion f > Qÿ(f) existiert nach dem Satz von 
Haun-Banacu (vgl. [24], p. 9) eine x, auf C(S) fortsetzende 
Linearform » mit p(f) < Q$(f), also mit 


2.15) Qf) <pi(f) <Qif) fiiralle fe €(8). 
Aus f > 0 folgt gemäB Hilfssatz 1: 0 = Q5(0) < Q3(f), also 
u(f) > 0. Somit ist » ein positives MaB auf C(S). Nach Kon- 
struktion gilt : fi fo du = Yo(fo) = y; aus (2. 15) folgt schlieBlich 


bei Beachtung von (2. 12), daB u zu wb’ gehort. Damit besitzt 
uw alle gewiinschten Eigenschaften. 


Zusammen mit (2.8) zeigt der Satz 3 insbesondere, daB 


keine der Mengen JIS leer ist. 


2. 3. H-harmonische Funktionen. — Bei gegebenem S e ©(%) 
fragen wir nun weiter nach der Menge aller Funktionen 
he €(X), welche der Gleichung (2. 5) fiir alle x e X und p eb; 


. genügen. 
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Satz 4. — Bei beliebig gegebenem Se @(%) sind für jede 
Funktion f eC(X) folgende Bedingungen gleichwertig: 

(a) f(x) = ffsdu für alle xeX und alle pe A(%). 


(b) f(x) = Q3(fs) = Q8(fs) für alle re X. 
(c) Zu jedeme > 0 gibt es endlich viele Funktionen hi; Phe 


hi, ..., ht in 46 derart, daf für die Einhüllenden 
h = sup (hi, ...,h}) und h = inf(hi, ..., hj) 
gilt : h<f<hundh—h<e. 


Beweis. (a)=>(b): Dies ist eine unmittelbare Folgerung 
aus Satz 3. 

(b) => (c): Es seien e> 0 und xeX beliebig gewählt. 
Aus den Definitionsgleichungen (2. 6) und (2. 7) sowie aus (b) 
folgt dann die Existenz von Funktionen hj, hz e 46 mit folgenden 
Eigenschaften : 

(2. 16) (hi)s < fs < (hz)s; 

(2. 17) hi(x) — hi(x) < «. 


Aus (2.16) folgt wegen der Isotonie der Funktion Q§ bei 
Beachtung von (2. 12) und (b): hi(y) < f(y) <Ai(y) für alle 
ye X, also ht < f <hi. Wegen der Stetigkeit aller Funktionen 
aus 96 folgt aus (2. 17) die Existenz einer offenen Umgebung U, 
von x mit: hi(y) — hi(y) < € für alle ye U,. Da der Raum X 


[ 


| 
| 


a 
} 

à 

t 


kompakt ist, genügen endlich viele der Mengen U, zu seiner — 


Uberdeckung: X= U,,u ... u U,, (x e X). Es ist dann klar, 
daB die Funktionen hk;= h;, und h} = hi, (i = 1, ..., n) das 
Verlangte leisten. 

(c) => (a): Zu gegebenem € >0 wählen wir die Funktionen 
hi, +++) hms hi, ..., Ry gemäB der Bedingung (c). Durch 
Integration einer jeden Ungleichung h; < f < hj folgt dann 
h(x) < f fadpe <hj(a) (u=1, ...,m;j=1, ..., n) und somit 
h(t) < f fsdy.< h(x) für jedes xe X und alle p eth. Wegen 


h<f<h und h—h<e folgt weiter: | ffsdu —f(x)|<e 
en alle e >0, xe X und pe Jhb}. Also genügt f der Bedingung 
a). 


Die Tatsache, daB die Menge S nicht in der Bedingung (0) 
auftritt, gibt AnlaB zur folgenden Definition: 


SILOVSCHER RAND UND DIRICHLETSCHES PROBLEM 103 


Derinition 3. — Eine Funktion feC(X) heile #-har- 
monisch, wenn sie den dquivalenten Bedingungen (a)-(c) in 
Satz 4 für eine Menge Se@(%) (und dann auch fiir jede 
derartige Menge) geniigt. 


Wir bezeichnen die Menge aller 46-harmonischen Funktionen 
mit #%. Aus der Definition (z. B. durch die Bedingung (a) von 
Satz 4) folgt sofort, daB % ein abgeschlossener, linearer Unter- 
raum von C(X) ist. Nach (2.5) gilt: #c<%. Der Übergang 


von d6 zu 96 ist ein gewisser Prozess der Vervollständigung, 


der, wie sich sofort zeigen wird, auf # angewendet zu nichts 
Neuem führt. 


2. 4. Beziehungen zwischen 4 und %. — Soeben wurde 
gezeigt, daB auch % die Eigenschaften (2. 1)-(2. 3) von # 
besitzt. Also sind definiert die Mengen: X,(%), 3%X, S(%), 
ALS(#) und #. Aus der Definition von % durch die Bedingung 
(a) von Satz 4 fir S = X folgt: Wb, (#6) = Mb, (36) für alle x e X. 
Hieraus ergibt sich: 


(2. 18) X(%) = X,(#). 
Nach Satz 2 ist daher 

(2. 19) de X = dy X. 
Dann aber ist auch 

(2. 20) | SR) = S(%6) 


und aus der Definition von & folgt : 

(2. 21) .WS(H) = ASH) fiir alle SeG(H) und xeX. 
SchlieBlich folgt hieraus 

(2. 22) R = À. 

Die Gleichungen (2. 18)-(2. 22) rechtfertigen die Verwendung 


der kürzeren Bezeichnungen X,, ©, Alf und «lb, bei gegebe- 
nem dé. nid 

Die naheliegende Vermutung, daB % gleich der abgeschlos- 
senen Hülle von 4 in €(X) ist, wird durch das folgende Beispiel 


widerlegt. 
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Beispiel 6. — Es sei X das kompakte Intervall [0,1] auf der — 


Zahlengeraden und 4 die Menge aller auf X eingeschrankten, 
reellen, quadratischen Polynome æ— «+ Ba + ya*(a, B, y = R). 


aR 


Dann besitzt 36 die Eigenschaften (2. 1)-(2. 3); ferner ist 96 in — 


€(X) abgeschlossen. Es gilt jedoch: # = C(X). Man zeigt dies 


entweder direkt mit Hilfe der Definition von # durch die « 


Bedingung (c) von Satz 4 oder einfacher wie folgt : Für jedes 
me X liegt die durch x->(a—ay) definierte Funktion h in # 


und es ist h(a)< h(x) für alle ea. Also ist jeder Punkt « 


aus X d-exponiert, also nach 1.3 d6-extremal. Dann aber 
ergibt sich # — C(X) nach dem folgenden Satz. 


Satz 5. — Dann und nur dann ist jeder Punkt aus X 4-extre- 
mal, wenn # = C(X) ist. 

Beweis. Aus # — €(X) folgt X = X,(%) unmittelbar, also 
X = X,(4) nach (2. 18). Umgekehrt folgt aus X = X, 
zunächst tb, = }e,{ für jedes xe X. Die Definition der 


#-harmonischen Funktionen liefert dann: ® = C(X). 
Unter einer Zusatzvoraussetzung über 4, die uns noch in 
$ 3 beschäftigen wird, gilt jedoch: 


Satz 6. — Wenn 4 bezüglich der üblichen Ordnungsrelation 
< ein Verband ist, so ist % die abgeschlossene Hülle von R 


in E(X) (). 


Beweis. Zu jeder Funktion fe% und jedem ¢>0 gibt 
es nach Satz 4 Funktionen hj,..., hn; hi,..., hi, in 96 mit: 


h=sup (hi... hh) SA = inf (hi, .., k) 

und h—h<e. Nach Voraussetzung besitzen hi, ..., hi, 
eine kleinste gemeinsame Majorante h, in 4, für die offenbar 
gilt: h < ho < hk. Man erhält daher: |f — ho| < €. Damit ist 
gezeigt, daB f in der abgeschlossenen Hiille % von 4% liegt; 
es ist also: Hc HH. Da andererseits % in €(X) abgeschlossen 
ist und 4 als Teilmenge enthält, gilt sogar ® = À. 

, (4) Die Voraussetzung über 46 besagt, daB zu je zwei Funktionen h,, h, in 3 
eine kleinste gemeinsame Majorante und eine grôBte gemeinsame Minorante in 46 


existiert. 96 ist dann bezüglich der Relation < sogar ein Rieszscher Raum (Vektor- 
verband). ; di 
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Beispiel 7. — Es sei X das kompakte Intervall [0,1] auf 
_ der Zahlengeraden und % die Menge aller auf X eingeschrank- 
ten, affin-linearen, reellen Funktionen x >a + Ba. Dann 
besitzt 96 die Eigenschaften (2. 1)-(2. 3). # ist in €(X) 
abgeschlossen und ein Verband. Also gilt % = #. Übrigens 
Mist hier X, = {0,1}. 


2.5. Kennzeichnungen von # mittels inf-stabiler Teilmen- 
gen. — Zunachst vereinbaren wir folgende Sprechweise: Eine 
Teilmenge ¥ von C(X) heiBe inf-stabil, wenn sie mit je endlich 
vielen Funktionen auch deren untere Einhüllende enthält. 
Offenbar existiert zu 46 (allgemeiner zu jeder Teilmenge von 

X)) eine kleinste abgeschlossene, inf-stabile Teilmenge von 
C(X), die 4 enthält. Diese Menge soll mit 6&4 bezeichnet werden. 

Es gilt nun folgende Verallgemeinerung von Satz 4: 


Satz 7. — Für jede Funktion f¢C(X) sind folgende Bedin- 
gungen gleichwertig : 


ur 
[fau <f(x) für alle x  X und y. © Ab.(4); 


(b) 
(c) Q*(f) = f(z) für alle’ re X; 
(d) Zu ets e>O0 gibt es endlich viele Funktionen 


is, Jt, Foxit, f <ink (hy, ...,,h5)<Sf Pe 

Beweis. (a)—>(b): Es sei J die Menge aller Funktionen 
wee(X) mit fudu<u(x) für alle ee X und web, Dann 
prüft man sofort nach, daB J in C(X) abgeschlossen und inf- 
stabil ist. Da ferner J ist, so folgt 6% c Ÿ und damit (6). 


| (b)=>(c): Aus (b) folgt zunächst Qi(f) <f(x) fiir jedes 
 reX, da nach Satz 3 speziell ein MaB Bel existiert mit 


QE) = [fdu. Nach der Definitionsgleichung (2. 6) (für S = X) 


ist aber auch f(x) <Qi(f) für alle xe X. 
(c) => (d): Zue>0 ae zu jedem ve X gibt es pace (2. 6) 
eine Funktion h,¢# mit f < h, und 


h(a) < f(x) + € = Gif) 


; Der Rest des Beweises verlauft dann aie zum Schritt 
- «(b) => (c) » des Beweises von Satz 4. 
(d)=>(a): Da by definitionsgemäB eine abgeschlossene, 


i 


inf-stabile Teilmenge von C(X) ist mit 4 c 6%, zeigt die Bedin- j 
gung (d), daB f in &¥% liegt. 4 
f 
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Nunmehr ergeben sich eine Reihe von Folgerungen: 


® Korotrar 1. — Es gilt À =6¢n(— 6%). Dann und 
nur dann ist % = À, wenn es eine in C(X) abgeschlossene, 
inf-stabile Menge & gibt mit = &n (— 8). | 

Beweis. Nach Satz 7 ist &n (— 6%) die Menge aller 
fe8(X) mit {fdu=f(a) für alle ze X und wedb,. Nach 
Definition 3 ist dies die Menge %. — Ist # = %, so ist 
nach dem bereits Bewiesenen 8 = & eine in C(X) abgeschlos- 
sene, inf-stabile Menge mit 4 = & n (— &). Ist & irgendeine 
Menge mit diesen Eigenschaften, so folgt 4 = #% aus der 
Gleichheit À = 67 (— 6%) und aus 6% c6. 


KorozLar 2. — Die Menge & ist ein konvexer Kegel in C(X) 
mit der Spitze 0 (°). 


Beweis. Zu zeigen ist: 6% + 6xc6x und AS ¢c&» für 
jede reelle Zahl A > 0. Dies aber folgt aus Satz 7, (6). 


KoroLLar 3. — Jede Funktion aus 6% besitzt eine 4-extre- 
male Minimalstelle. 


Beweis. Wegen Scé6ycC(X) ist Satz 1 auf &&=b&y% 
anwendbar. Jede Funktion aus 6% besitzt also eine &-extre- 
male Minimalstelle. Nach Satz 7 gilt .tb,(&¢) = Jb,(46) für 
alle x e X. Daher ist X,(#) = X,(&¢), woraus die Behauptung 


folgt. 
Wegen 4&c& x» folgt aus dem letzten Korollar néch) daB 


dx = dg,.X ist. 


§ 3. — Das abstrakte Dirichletsche Problem. 


3. 1. %-harmonische Mafe und #-resolutive Funktionen. — 
Für eine beliebige Menge Se @(#) folgt aus der Gleichung 
(2. 20), daB jede #-harmonische Funktion h eindeutig durch — 


_ (°) Vgl. hierzu auch Caoquer-Deny [23]. 
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ihre Restriktion hs auf S bestimmt ist. Für jede Funktion 
ge mit gs = hs gilt namlich (g — h)s = 0. Hieraus folgt 
g = h, da g — h sowohl eine Maximal- als auch eine Minimal- 
stelle in S besitzt. Wir stoBen daher auf das folgende « abstrakte» 
Dirichletsche Problem: Man gebe notwendige und hinreichende 
Bedingungen dafür an, daB eine Funktion feC(S) oder jede 
Funktion aus €(S) zu einer 4-harmonischen Funktion auf X 
fortgesetzt werden kann. 
Eine Antwort auf die erste Frage gibt folgender Satz: 


Satz 8. — Für jede Menge Se ©(%6) und jede Funktion 
feC(S) sind folgende Aussagen gleichwertig: 
(a) f kann zu einer 4-harmonischen Funktion auf X fort- 


gesetzt werden. 
(b) Für jeden Punkt x e X und je zwei Mae py, Ye € Ab}(%6) 


gilt: 
Sf dvs = frais. 
(c) Q&(f) = Vif) für jedes xe X. 


Beweis. (a)—>(b): Es gibt eine Funktion he #% mit 
f= hs. Daher gilt h(x) = [hs du = f f du für alle ce X und 
ve JbS. Hieraus folgt (5). 

(b) => (c): Dies folgt aus Satz 3. 

(c)—+(a) : Wir definieren eine reelle Funktion h auf X durch : 
h(x) = Q8(f) = Q&(f). Nach (2. 6) und (2. 7) ist sie nach oben 
und unten halbstetig, also stetig. Nach Satz 3 gilt h(x) = oh fdu. 
für alle x e X und pe bs. Da für jeden Punkt xeS das Mab 
e, zu dbs gehôrt, ergibt sich: h(x) = J f de, = f(x). Also ist À 
eine Fortsetzung von f. Die für alle x e X und p< Ab; gültige 
- Gleichung h(x) = ib fdu= J hs du besagt dann, daB h #-harmo- 
nisch ist. 


Bei der Behandlung der zweiten Frage, die uns im folgenden 
 ausschlielich beschäftigen wird, kénnen wir uns auf den 
Fall S = dy X beschränken. In der Tat: Kann jede Funktion 
aus C(S) zu einer %6-harmonischen Funktion  fortgesetzt 
“ werden, so kann auch jede Funktion aus C(d%eX) zunächst 


* zu einer Funktion aus C(S) und diese zu einer Funktion aus 46 
» fortgesetzt werden. Wegen d4X € @(#) kann also jede Funk- 
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tion aus C(dgX) auf genau eine Weise zu einer F unktion aus 4 
C(S) fortgesetzt werden. Wegen der Normalitat kompakter « 
Räume ist dies nur môglich, wenn S = dX ist. { 


Wir setzen daher im folgenden zur Abkirzung: | 
(3.1) X*=d~X und tb; = Ab (%) für jedes ve X. | 


Die Elemente von .lb* sollen die zum Punkt xe X gehôrigen« 
#-harmonischen Mafe genannt werden. Ferner werde eine 
Funktion f e C(X*) als %-resolutiv bezeichnet, wenn sie zu 
einer Funktion aus % fortgesetzt werden kann. | 

Aus dem Satz 8 erhalten wir nun sofort eine erste Antwort _ 
auf unsere zweite Frage: 


Satz 9. — Jede der beiden folgenden Bedingungen ist not- 
wendig und hinreichend dafür, daB jede Funktion aus C(X*) 
4 -resolutiv ist: 

(a) Zu jedem Punkt xe X gehért genau ein #-harmonisches 
Maf. 

(6) Für alle x e X und f eC(X*) gilt: Q(f) = Q:(f). 


8.2. Verbandsstruktur von %. — Es soll jetzt ein Kriterium 
anderer Art für die 46-Resolutivitat aller Funktionen aus 
C(X*) angegeben werden. pon (AE 
Wir betrachten hierzu die Abbildung hk — hx. von # in 
C(X*), welche jedem he% seine Restriktion hx. auf X* zu- 
ordnet. Es handelt sich offenbar um einen Monomorphismus 
bezüglich der Ordnungsstruktur: aus g < h folgt gx < hy 
und umgekehrt. Wenn speziell jede Funktion aus C(X*) 
%-resolutiv ist, liegt ein Isomorphismus der geordneten Mengen 
# und E(X*) vor. Mit €(X*) ist dann also auch # ein Verband, — 
wegen der Vertraglichkeit der Relation < mit der Vektorraum- 
struktur also sogar ein Rieszscher Raum. à 
Das angekündigte Kriterium lautet nun: | 


Satz 10. — Dann und nur dann ist jede Funktion aus C(X*) 
#-resolutiv, wenn 4 bezüglich der üblichen Ordnungsrelation < 
ein Verband ist. 


© Zu beweisen ist nur noch, daB die angegebene Bedingung 
auch hinreichend ist. Der Beweis soll erst in den beiden 
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nächsten Nummern erbracht werden. Hier sollen zunächst 
‘einige Folgerungen aus Satz 10 besprochen werden. 

Im Verband # bezeichnen wir die Verbandsoperationen 
mit Sup und Inf. Offenbar gilt für je zwei Funktionen hy, hy e À : 


(3.2) Inf (h,, he) <inf (hy, he) < SUP (dy, he) << Sup (lu, he). 
Im allgemeinen ist Sup(h,, h) + sup(h, hk) wie Beispiel 7 


zeigt, welches zudem eine erste Illustration unseres Satzes 
10 liefert. 

Mit Hilfe der Menge & aus Nr. 2. 5 kann der Satz 10 auch 
wie folgt formuliert werden: 


Kororrar 1. — Dann und nur dann ist jede Funktion 
aus €(X"*) d-resolutiv, wenn jede Funktion we bx eine grôfite 
#-harmonische Minorante h, besitzt. 


Beweis. Es sei jede Funktion aus C(X*) #-resolutiv. 
Speziell ist dann für jedes ue&s die Restriktion ux. auf X* 
#-resolutiv, also existiert ein h, € #% mit h,(x) = u(x) für alle 
ze X*. Wegen Hef ist u—h, eine Funktion aus 6y. 
Aus u(x) — h,(x) = 0 für alle xe X* folgt u — h, > 0 nach 
dem Korollar 3 zu Satz 7. Also ist h, eine 46-harmonische 
Minorante von u. Sie ist sogar die gréBte : Aus he #undh<u 
folot h(x) < h,(x) für alle xe X* und hieraus h < h,. 

Nunmehr werde umgekehrt die Existenz von h, fiir jedes u € &¢ 
 vorausgesetzt. Für jede Funktion he # gehôrt u = inf (h, 0) 
- zu 8%. Die zugehôrige Funktion h, ist dann eine d6-harmonische 
Minorante von h und 0. Fiir jede andere Minorante he À 
“ von h und 0 gilt h’ <u und somit h’ < h,. Also ist h, die 
- grüBte 4-harmonische Minorante von h und 0: es existiert 
Inf (h, 0) =h,. Hieraus folgt, dab # ein Verband ist. Die 
« Behauptung folgt daher aus Satz 10. | 


>  KorozLar 2. — Dann und nur dann kann jede Funktion 
aus C(X*) zu einer Funktion aus dem Vektorraum 36 selbst 
» fortgesetzt werden, wenn 3 in C(X) abgeschlossen und ein Ver- 
- band ist. 


Beweis. Kann jede Funktion aus C(X*) zu einer Funktion 
À aus % fortgesetzt werden, so ist offenbar 46 = 46 und jede 
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Funktion aus C(X*) #-resolutiv. Nach Nr. 2.3 ist daher 4 — 


in €(X) abgeschlossen, nach Satz 10 ein Verband. — Besitzt 


umgekehrt 4 diese Eigenschaften, so ist 4 = $ nach Satz 6 


und die Behauptung folgt abermals nach Satz 10. 


rd 


Bemerkung. — Wenn & ein Verband ist, so ist % bezüg- 
lich der Norm ||h|| = sup|h(x)| sogar ein M-Raum im Sinne von © 
x2ex | 


Kaxurant [27], d.h. es gilt 
Sup (ls Ae)|] = sup (all, [lhall) 


für je zwei Funktionen h;e #% mit h, > 0. Nach dem Haupt- 


resultat von [27] ist jeder M-Raum isomorph zum Rieszschen © 
Raum aller stetigen reellen Funktionen auf einem — 


kompakten Raum Y. Der Satz 10 zeigt, daB der zu % gehérige 


Raum Y zu X* homéomorph ist. 


3.3. Hilfssätze über Rieszsche Räume. — Wir erinnern zu- 


nächst an einige bekannte Begriffsbildungen über Rieszsche — 


Räume (°). Es sei hierzu R ein Rieszscher Raum; mit Sup und 
Inf sollen die Verbandsoperationen bezeichnet werden. Ein 
linearer Unterraum N von R heiBt gesättigt, wenn jedes Element 
fe N von der Form f = f, — fg ist mit f,e N, f; > 0 (1 = 1,2) 


und wenn aus 0 < g<f, fEN, geR stets geN folgt. Mit : 


diesen Forderungen gleichwertig ist die Bedingung: aus f € N, 
geR und Sup (g, — g) < Sup(f, — f) folgt ge N. 

Zu jedem linearen Unterraum N von R gehôürt der Quotien- 
tenraum R/N und die kanonische Abbildung ¢: R— R/N. 


Ist N gesättigt und R+ die Menge aller Elemente > 0 in R, - 


so gibt es in R/N genau eine mit der Vektorraumstruktur 
vertragliche Ordnungsrelation, beziiglich welcher ¢(Rt+) die 
Menge aller Elemente > 0 in R/N ist. R/N ist dann sogar ein 
Rieszscher Raum, und es gilt: 


(3.3) ¢(Sup(’y, h)) = Sup(¢(hy), o(he)) (In, ho) € R. 


Ein gesättigter linearer Unterraum N von R heiBt maximal, 
wenn N + Rist und für jeden gesättigten linearen Unterraum 
N’ mit NcN’cR gilt: N=N’ oder N’=R. 


(°) Vgl. hierzu und für das Folgende Boursaxr [14], chap. 11, insbesondere p. 27, 
exercice 4, sowie [11], p. 23, exercice 4. 
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Zur Vorbereitung des Beweises von Satz 10 benétigen wir 


einige Hilfssätze : 


Hitrssatz 2. — Es sei N ein maximaler gesättigter linearer 
Unterraum eines Rieszschen Raumes R. Dann ist N eine Hyper- 


_ebene in R und es gibt eine positive Linearform y auf R mit 


N= y (0). Jede solche positive Linearform y genügt den folgen- 
den Bedingungen: 


(3.4) (Sup (Ay, ha)) = pa (Lu), X(he)) (Ia, he € R); 
(3.5) (Inf (hy, he) = inf (7 (Pa), Xe) (has he © R); 
(3.6) Inf (h,, h.) = 0—> y(h,) = 0 oder y(h:) = 0 (hy, hz € R). 


Diese sind für jede positive Linearform y auf R dquivalent. 


Beweis. Es sei ¢: R—R/N die kanonische Abbildung 
von: R auf den Rieszschen Raum R/N. Aus der Maximalei- 
genschaft von N folgt, daB {0} der einzige maximale gesättigte 
lineare Unterraum von R/N ist. Daher existiert ein Isomor- 
phismus ):R/N — R auf den Rieszschen Raum R der reellen 
Zahlen ('). Dann ist y, = Ÿ ° eine positive Linearform auf R 
mit y, ‘(0) = ¢*(0) = N, welche nach (3. 3) die Eigenschaft (3. 4) 
besitzt. Insbesondere ist dann N eine Hyperebene in R. Jede 
andere positive Linearform y auf R mit y ‘(0) = N ist von der 
Form y = Ayo mit À > 0, AER, und besitzt daher ebenfalls 
die Eigenschaft (3. 4). SchlieBlich rechnet man leicht nach, dab 
die Eigenschaften (3. 4)-(3. 6) für jede positive Linearform y. 


auf R äquivalent sind (’). 


Hitrssatz 3. — Für jede positive Linearform y 0 auf 


einem Rieszschen Raum R, welche die Eigenschaften (3. 4)-(3. 6) 
» besitzt, ist N = y” ‘(0) ein maximaler gesättigter linearer Unter- 


r 


 raum. 


Beweis. Fürjedes Element f e R gilt bekanntlich f=ft—f- 


“und Inf (f+, f-) = 0, wenn man setzt: ft = Sup(f, 0) und 
f- = (—f)t. Aus (3. 6) folgt daher y(f+) = 0 oder y(f-) = 0. 
- Wegen y(f) = (f+) — x(f-) folgt hieraus: y(ft) = x) = 0 


für jedes f e N; also liegen mit f auch ft und f- in N. Somit ist 


-jedes feN die Differenz von Elementen > 0 aus N. Aus 


(?) Vgl. Brrxuorr [7], p. 239; gesättigte lineare Unterraume werden dort [-Ideale 


“ genannt. Vgl. ferner Bourgaxt [11], p. 23, exercice 4. ‘ 
(8) Vgl. auch Kaxuranr [27], p. 1001. 


ge taal lie LS ES 
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0<g<f, feN, geR und der Positivitat von 7, folgt: 
1(g) = 0, also geN. Somit ist N ein gesättigter linearer 
Unterraum von R. N ist maximal, da N als Hyperebene sogar 
ein maximales Element in der Menge aller echten linearen 
Unterräume von R ist. 


Hitrssatz 4. — Es sei Y ein kompakter Raum und & ein « 


die Punkte von Y trennender, die konstanten reellen Funktionen 
enthaltender, linearer Unterraum von C(Y). Ferner set R ein 


Verband bezüglich der üblichen Relation < (und damit ein — 


Rieszscher Raum). Dann existiert zu jedem maximalen gesät- 
tigten linearen Unterraum %% von R genau ein Punkt y € Y 


derart, daB Ÿ die Menge aller fe ® ist mit f(yo) = 0. 


Beweis. Auf Grund der Voraussetzungen über & gibt es zu » 
je zwei verschiedenen Punkten y,, y, e Y eine Funktion feR — 


mit f(y,)=0 und f(y.) 40. Daher kann zu % héchstens ein 


Punkt y, mit den genannten Eigenschaften existieren. Den « 


Existenzbeweis führen wir indirekt: Angenommen zu jedem 
y e Ÿ gibt es eine Funktion f, e % mit f,(y) 0. Da sich jede 
Funktion aus % als Differenz nicht-negativer Funktionen 
aus % darstellen läBt, kann o.B.d.A. f, >0 angenommen 


werden. Daher gibt es zu ye Y eine offene Umgebung U, von : 


y mit: f,(z) > 0 für alle ze U,. Da Y kompakt ist, gibt es 
endlich viele Punkte y, .... y,e Y mit Y=U,,u---uU,. 
Die Funktion fy = f,, + --- + f,, liegt in % und ist auf Y strikt 
positiv. Zu jedem feR mit f >0 gibt es daher eine Zahl 
a>0 mit 0<f<af,, woraus fe% folgt. Hieraus ergibt 
sich aber % = R, was falsch ist. Damit ist die Existenz eines 


Yo € Y bewiesen mit f(y) = 0 für alle fe %. Es ist % sogar 


gleich der Menge ’ aller fe R mit (yo) = 0. Es ist nämlich % 
eine Hyperebene in & nach Hilfssatz 2; Yb’ ist eine Hyperebene 
in ® nach Definition. Aus % c %b’ folgt daher % = %b’. 


Der Hilfssatz 4 kann unter Heranziehung der vorausge- 
henden Hilfssätze auch wie folgt ausgesprochen werden: 
Zu jeder positiven Linearform y auf R mit y(1) = 1 und den 
gleichwertigen Eigenschaften (3. 4)-(3. 6) gibt es genau einen 
Punkt Yo € Y mit y(f) = f(yo) für alle f eR. 

Wir fragen daher jetzt nach allen Punkten y e Y, für welch 
die Linearform f — f(y) auf ® die Eigenschaften (3. 4)-(3. 6) 
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besitzt. Hiermit gleichbedeutend ist die Frage nach allen 
Punkten ye Y, für welche die Menge %, = ifeR: f(y) =0} 
ein (notwendig maximaler) gesättigter linearer Unterraum ist. 


Hirrssarz 5. — Unter den in Hilfssatz 4 über Y und & 
gemachten Voraussetzungen gilt: Die Menge Y, aller Punkte 
y € Y, fiir welche die Linearform f + f(y) auf R die Evgenschaf- 
ten (3. 4)-(3. 6) besitzt, ist gleich dem Silovschen Rand d4 Ÿ. 


Beweis. Wir zeigen zunächst, daB Y, abgeschlossen und 
damit kompakt ist. Hierzu sei ye [Nes Dann gibt es Funk- 
tionen f,,/,¢R mit Inf (f, f) =0 sowie mit f(y) >0 und 
f(y) > 0. Aus Stetigkeitsgriinden sind f, und f, sogar noch in 
einer Umgebung U vony strikt positiv. Also ist U zu Y, fremd. 


Damit ist die Offenheit von (Le) also die Abgeschlossenheit 
von Y, bewiesen. 
Weiter besitzt jede Funktion fe eine in Y, gelegene 
Minimalstelle. Hierzu sei « = inf fo(y) und M die Menge aller 
re 


Minimalstellen von fy. Wir betrachten die Menge bj aller 
Funktionen fe, die sich in der Form f = f, — fy darstellen 
lassen, wobei fe, f; > 0 und f(x) = 0 ist für alle re M 
(x = 1, 2). Offenbar ist Tb, ein gesättigter linearer Unterraum, 
der f, — « aber nicht die konstante Funktion 1 als Element 
enthalt. Eine einfache Anwendung des Zornschen Lemmas 
ergibt dann die Existenz eines maximalen gesättigten linearen 
Unterraumes % mit Tb, € %. Nach Hilfssatz 4 entspricht diesem 
genau ein Punkt y, e Y mit: %={feR: f(y) =0}. Nach der 
diesem Hilfssatz vorangestellten Bemerkung liegt % in Yo; 
wegen fy — «ae © % gilt fo(yo) = &. Also ist yo eine in Yo 
gelegene Minimalstelle von fy. 

SchlieBlich haben wir noch zu zeigen, daB Y, in Y* = w®Y 
enthalten und damit gleich Y* ist. Hierzu betrachten wir die 
Abbildung f — fxs von & auf den Vektorraum Ry. aller Re- 


striktionen fy. mit fe; diese ist ein Isomorphismus beziig- 


lich der Vektorraumstruktur und der Ordnungsstruktur. 
» Insbesondere ist also mit R auch Ry ein Verband. Ferner 
- folgt, daB für jeden Punkt y e Y, die auf Ry. definierte positive 
» Linearform fy- > f(yo) = y{fx+) die Eigenschaften (3. 4)-(3. 6) 
_ besitzt: Aus dem Hilfssatz 4 ergibt sich daher die Existenz 


8 
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eines Punktes z e Y* mit fy«(z) = 7(fx+), also mit f() = f (yo) À 


für alle feR. Hieraus folgt z= y; € Y*. Also gilt Y, € Y", 


was noch zu zeigen war. 


| 


: 


nl 
' 
2 


3.4. Beweis des Satzes 10. — Es werde nun % als Verband — 
vorausgesetzt. Zu zeigen ist die #-Resolutivitat aller Funk: » 


tionen aus C(X*). d 

Nach dem Hilfssatz 5 (angewandt auf Y = X und RK = 4) ist 
X* die Menge aller Punkte xe X, fiir welche die positive 
Linearform h —> h(x) die Eigenschaften (3. 4)-(3. 6) besitzt. 
Nach (3. 4) gilt dann also: 


(3. 7) [Sup (8, h) |x he oe id (8x, hx+) 


für je zwei Funktionen g, he%. Daher genügt der lineare 


Unterraum Hx» von C(X*) aller Restriktionen hx. mit he #% den 1 


Voraussetzungen des Approximationssatzes von M. H. Strong, 


Nach diesem Satz ist Æx in C(X*) dicht. Nun ist aber #. 


in C(X) abgeschlossen; aus den fundamentalen Eigenschaften 


des Silovschen Randes folgt dann auch die Abgeschlossenheit — 


von Hx. in C(X*). Also ist x —C(X*) und damit der Beweis 
fiir Satz 10 erbracht. 


3.5. Aussagen über den Choquetschen Rand. — Abschlies- 
send untersuchen wir die Frage, in welcher Weise die d6-Resolu- | 
tivitat jeder Funktion aus C(X*) den Choquetschen Rand X, 


einschrankt. 


SATZ 11. — Ist jede Funktion aus C(X*) d6-resolutiv, so ist 
der Choquetsche Rand X,(36) gleich dem Silovschen Rand dX. 


Beweis. Zu zeigen ist offenbar nur: X*c X,. Nach Satz 9 
gehért zu jedem Punkt xe X genau ein d-harmonisches Mab 


— 


2; Speziell ist wu, = €, für x e X*. Die durch ¢(x) = y, definierte . 
Abbildung ¢: X — AL(X*) ist stetig. Es sei nämlich $ ein. 
gegen x € X konvergenter Filter in X; dann gilt aus Stetigkeits- 


gründen : h(x 9) = lim, h(x), d. h. f hx. du, = limg L hx du, für 


alle he. Da nach Voraussetzung jede Funktion fe €(X*) von | 


der Form f = hx. mit he #% ist, bedeutet dies: eo, = limg wz, 
also die Stetigkeit von ¢. Es sei jetzt ein beliebiger Punkt aus 
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 X” und pe Jb(X) ein MaB mit fkdu = h(re) für alle h e %. 


Wegen der Stetigkeit von g existiert iF du und es ist 
He = fe du,= Ju dp(x) ein MaB aus W(X"); es gilt 


Je dg =f ( [hr dus) du(æ) = f(x) du(a) = h(a) 
für alle he #. Also ist Yo das zu a gehôürige #6-harmonische 
MaB, d.h. y=, Aus ¢,= fu, du(x) und fdp=1 folgt 
aber 4 =e,. In der Tat: für die in X* offene Menge 
DE Xn [ {a} gilt ([15], p. 19, corollaire) 


0 =,,(U) = f'u(U) du(z), 
woraus L(U) = 0 für p-fast alle re X folgt. Nun ist aber 
&(U) = 0 und f dp. = 1 gleichbedeutend mit 4, = ¢,,. Daher 
ist u.(U) > 0 für alle ~ 2) aus X. Wir erhalten somit 
p.( [ {to} je 0, was zusammen mit f du = 1 die Gleichheit 
me, liefert. Also ist damit gezeigt, daB jeder Punkt 
Lo € X* d6-extremal ist. 


Wenn der Raum X (oder auch nur X*) metrisierbar ist, 
laBt sich dieses Resultat verschärfen zu: 


Satz 12. — Ist jede Funktion aus C(X*) H-resolutiv und 
ist X* metrisierbar, so ist jeder Punkt des Silovschen Randes X* 
É-exponiert. 


Beweis. Es sei x, in X* beliebig gewählt. Nach Vorausset- 
zung gibt es eine Funktion f e C(X*) mit f(x) > f(x) = 0 für 


alle a ~ a aus X*. Wir behaupten, daB dann für die Funktion 


he% mit hy =f gilt: h(x) > h(a) = f(a) —0 für alle 


- rx aus X. Wegen f>0 gilt zunächst h > 0. Es sei 


-zeX mit h(x) — 0. Wir zeigen, daB dies x = a zur Folge 


hat. Für das zu x gehôrige 36-harmonische MaB uy, gilt: 
. ffdi. = 0= fla). Hieraus folgt ([5], Hilfssatz 3), daB f auf 
- dem Trager T,, von y, gleich Null ist. Da a die einzige 
- Nullstelle von f ist, impliziert dies T,, € {2}. Zusammen mit 


fi du, = 41 ergibt dies: uw, —e,. Da 96 die Punkte von X 


trennt, muB dann schlieBlich x = x, sein. 
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$ 4. — Anwendung: Kennzeichnung gewisser Simplexe 
von G. CHOQUET. 


4.4. Lineare und konkave Funktionen. — Der bislang belie- — 


bige kompakte Grundraum X sei in diesem Paragraphen 
eine konvexe, kompakte Teilmenge eines lokal-konvexen topolo- 


gischen Vektorraumes E (über R) (‘). Mit £ = 4(X) bezeich- — 


nen wir die Menge aller auf X eingeschränkten, stetigen, 
affin-linearen Funktionen auf E. Affin-linear auf E heiBt dabei 
jede Funktion f = 1 + « auf E, wobei / eine Linearform auf E 
und «eine konstante reelle Funktion ist. Im folgenden überneh- 
me £ die Rolle des Vektorraumes 4 der allgemeinen Theorie. 
Dies ist méglich, da ¢ die Eigenschaften (2. 1)-(2. 3) besitzt. 
Die Eigenschaft (2.3) ergibt sich dabei wie folgt: Sind x, y 
verschiedene Punkte aus X, so liegt y nicht in der abgeschlos- 


senen Hülle N von {x} in E, da X Hausdorffsch ist. Aus einem » 


bekannten Trennungssatz ([12], p. 73, prop. 4) folgt dann die 
Existenz einer stetigen Linearform auf E, die N und {z}, 
also erst recht x und y trennt. 

Wir interpretieren nun die wichtigsten Begriffe der allge- 
meinen Theorie in unserem Spezialfall. Wir beginnen mit der 
in 2. 5 definierten Menge &y. 


Hitrssatz 6. — &¢ ist die Menge aller auf X definierten, 
konkaven, stetigen, reellen Funktionen. 


Beweis ("”). Die Menge & aller auf X konkaven, stetigen, 
reellen Funktionen ist eine abgeschlossene, inf-stabile Teil- 
menge von C(X) mit 4c À. Daher gilt 69 € K. Fiir eine beliebige 
Funktion wed zeigen wir, daB sie die untere Einhüllende 


aller ke mit h > wu ist. Dann ist Q*(u) = u(x) für alle ve X, 


(?) Es ist also X, aber nicht notwendig E Hausdorfisch. Jedoch kénnte man im 
folgenden E auch als Hausdorffsch voraussetzen, ohne dabei die Allgemeinheit 
wesentlich einzuschränken. Es bezeichne nämlich N die abgeschlossene Hülle von 
{0} in E und E, = E/N den zu E assoziierten Hausdorffschen lokal-konvexen 
Raum. Dann bildet die kanonische Abbildung 9: E> E, den Raum X homôo- 
morph auf 9(X) ab. Durchlauft | alle stetigen Linearformen auf E,, so durchläuft 
lo alle stetigen Linearformen auf E. 

(9) Vgl. auch Kee [30], p. 99. 


—_—— 
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also ueëy nach Satz 7. Somit ergibt sich die behauptete 


» Gleichheit: &% = HK. 


Es sel wed, x, € X und yeR mit u(x) < y. Zu zeigen ist 
die Existenz eines heL mit u<h und h(a) < y. Hierzu 
betrachten wir im lokal-konvexen Raum FE, = E X R die 


Menge 


none, © Wa) ie 


Dann sind A und A konvex in E,, da u konkav ist. Der Punkt 
(%, Y) liegt nicht in A. Zu jeder Zahl y” mit u(a) < y’ < y 
gibt es nämlich eine Umgebung V von x, in E mit u(x) < y’ 
für alle ce Vn X; setzen wir noch W = {AeR: A>y’'}, 80 
ist V x W eine zu A fremde Umgebung von (x, y) in Ej. 
Nach dem bereits zitierten Trennungssatz gibt es eine stetige 
Linearform f, auf E, mit: 
(4. 1) 7 = sup_fi(z, §) < fil, Y): 

(2, E) SA 
Nun ist offenbar: fi(x, €) = f(x) + 7& für alle (x, é)eE,, 
wobei f eine stetige Linearform auf E und + —#f(0, 1) 
ist. Wegen (x, u(m))e À ist fit, U(t)) < film, Y), wegen 
y — u(x) > 0 also 7 > 0. Bezeichnen wir mit h die Restrik- 
tion von t~'(y—f) auf X, so ist he. Aus (4.1) folgt u<h 
und h(a) < y. 


Aus diesem Hilfssatz und dem Korollar 1 zu Satz 7 folgt 
nun die Interpretation der Menge À der {-harmonischen Funk- 
tionen : 


Kororrar. — & ist die Menge aller auf X stetigen, affin- 
linearen Funktionen, d.h. die Menge der auf X stetigen, zugleich 


 konkaven und konvexen Funktionen. 


Bemerkung. — Im allgemeinen ist @ 4; dies folgt aus 


_ einer Bemerkung von Caoquer [21], p. 15. 


4. 2. Geometrische Extremalpunkte. — Für jeden Punkt x € x 


und jede Menge S e G(2) wurde in Nr. 2. 5 die Menge JS, = Ube, (4) 


eee Ne ee Sea SES 


von Maen auf S definiert. Nach Boursaxt [14], p. 87 und 


Croquer [22], p. 236 ergibt sich im vorliegenden Spezialfall 
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folgende Interpretation: Ab, ist die Menge aller MaBe p > 0 


auf S mit der Gesamtmasse 1 und mit x, als Schwerpunkt : 


(4.2) fdpot und 4 =fadp. 


Umgekehrt existiert hier zu jedem MaB p >0 auf S der 
Gesamtmasse 1 genau ein 2 e X mit med, 


4 
. 
1 
} 


Nun soll gezeigt werden, daB die £-extremalen Punkte von X — 


mit den Extremalpunkten von X identisch sind. Ein Punkt 
= X hei®t bekanntlich ein Extremalpunkt oder, wie wir 
hier genauer sagen wollen, ein geometrischer Extremalpunkt 


von X, wenn die Menge Xn ( {ao konvex ist. 


Hitrssatz 7. — Für jeden Punkt x e X und jede Menge | 


Se @(£) sind folgende Aussagen gleichwertig: 
(a) 2% ist ein geometrischer Extremalpunkt von X. 


(b) Whe (t) = fes. 


Beweis. (a)—>(b): Es genügt offenbar den Fall S = X 
zu behandeln, wenn man Satz 3 beachtet, wonach tbS, nicht 
leer ist. Dann aber hat man weiter nur zu zeigen, daB der 
Trager T, eines MaBes y e Ab,, keinen von a verschiedenen 
Punkt enthalten kann. Wegen f du = 1 folgt hieraus nämlich 
%»=«,,; also ist tb, = fe}. Angenommen für ein Mab 


pedb,, existiert ein Punkt 2,2 im Trager T,. Da ¥ die | 


Punkte von X trennt, gibt es dann eine konvexe, kompakte 


Umgebung V von x, in X mit a ¢ V. Dann ist &« = u(V) >0, . 


da V Umgebung eines Punktes aus T, ist. Ferner. ist 


C = 1— »(V) > 0, da V konvex und kompakt ist und aus : 


H(V) = 1 somit 2 =~ [. x du e V folgen würde. Bezeichnet ya 
die charakteristische Funktion einer Menge Ac X bezüglich 
X, so sind pm — cr" (yvu) und pu, = cy'(1 — yy)u positive 
MaBe auf X der Gesamtmasse 1. Für die zugehôrigen Schwer- 
punkte aj aus X gilt: 


To = Ca; + Co, a > 0, > 0, Cy + © = Ae 


Hieraus folgt 2 = 2} = x, da a» ein geometrischer Extre- 
malpunkt ist. Dies aber kann nicht sein, da 4, von V getragen 
wird und somit 2{ zu V gehôrt. Der Punkt x, liegt aber nicht 


‘ 


eee * ~~ 


ss Dies 
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in V. Wir stoBen somit auf einen Widerspruch zu unserer 


_ Annahme: T,n [ {x} + Q. 


Non (a) —> non (b): Ist x kein geometrischer Extremal- 
punkt, so gibt es verschiedene Punkte 2, &,e X und ein 
Ae R mit % = Ay, + (1—A)a, und O0<A<1. Nach Satz 3 
gibt es MaBe u, eS, (i = 1, 2). Das MaB u = Ap, + (1 — jp 
liegt dann in .lb§, und ist ungleich €... In der Tat: aus nm = €,, 
folet, daB fx} der Trager von y, und yp, also ty = py = Eq, ist. 
Dies kann aber wegen x, ~ 2, nicht sein. 


Setzt man speziell S = X, so erhalt man das angekiindigte 
Resultat : 


Korozzar. — Die {-extremalen Punkte von X sind iden- 
tisch mit den geometrischen Extremalpunkten von X. 

Folglich ist 9X die abgeschlossene Hülle X, in X der Menge 
X, = X,(£) aller geometrischen Extremalpunkte von X. Dies 
ist ein bekanntes Resultat (vgl. Mirman [33], ARENS-SIN- 
GER [1]). 


3.4. Simplexe von Choquet. — Nach den Resultaten der 
beiden letzten Nummern spezialisiert sich unser allgemeines 
Dirichletsches Problem hier auf die Aufgabe, notwendige und 
hinreichende Bedingungen dafür anzugeben, daB jede Funktion 
aus C(X,) zu einer in X stetigen, affin-linearen Funktion fortge- 
setzt werden kann. Im folgenden kennzeichnen wir die kon- 
vexen kompakten Mengen X mit dieser Eigenschaît. 

Hierzu erinnern wir zunächst an die von Cmoquer [21] 
gegebene Definition eines Simplex in einem Vektorraum F 
(über R) : Simplex in F heiBt jede konvexe Menge S in F mit 
der Eigenschaft, daB für je zwei positiv-homothetische Bilder 
S,=a+AS(aer, keR, À > 9) die folgende Alternative 
besteht: Entweder ist der Durchschnitt S,nS, die leere 
Menge. oder ‘selbst. ein positiv-homothetisches Bild von 8. 

Die affine Natur dieser Begriffsbildung wird deutlich durch 


_ die folgende Behauptung, deren elementarer Beweis dem Leser 


iiberlassen werden kann. Im Vektorraum F sei V eine affin- 
lineare Mannigfaltigkeit und x, ein Punkt aus V; ferner sei S 


eine konvexe Teilmenge von V. Dann und nur dann ist S ein 
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Simplex in F, wenn der Durchschnitt je zweier Mengen 
S, = a, + A(S — a) mit a e V und A; > O(i = 1, 2) entweder 
leer oder von der gleichen Gestalt a + A(S — a) mit ae V 
und A > 0 ist. 


Nunmehr behaupten wir : 


Satz 13. — Für jede konvexe, kompakte Teilmenge X eines — 


lokal-konvexen Raumes E sind folgende Aussagen gleichwertig : 
(a) Jede Funktion fe C(X,) ist {-resolutio. 
(b) Jeder Punkt aus X ist der Schwerpunkt genau eines 


Mafes aus \b(X,) mit Gesamtmasse 1. 

(c) Die Menge À aller auf X stetigen, affin-linearen, reellen 
Funktionen ist ein Verband beziiglich der üblichen < -Rela- 
ton. 


.(d) Zu jeder auf X stetigen, konkaven, reellen Funktion «! 


existiert eine gréfte stetige, affin-lineare Minorante. 
(e) X ist ein Simplex und X, ist abgeschlossen in X. 


Beweis. Die Âquivalenz der Aussagen (a)-(d) folgt unmit- 
telbar aus den allgemeinen Sätzen 9 und 10 sowie dem Korol- 
lar 1 zu Satz 10 bei Beachtung der Resultate von 4. 1. 


und 4.2, Zu beweisen ist also noch die Aquivalenz von (e) 
mit z. B. (6). 


(e) = (b): Dies folgt einerseits aus einem Eindeutigkeits- — 


satz von Cuoguet [21], wonach sich jeder Punkt x eines 
kompakten Simplex X in E nur auf héchstens eine Weise als 
Schwerpunkt eines auf X, konzentrierten Mafes ve .tb(X) 
mit if dy = 1 darstellen läBt. Da X, in X abgeschlossen und 
somit gleich d¢X ist, sichert andererseits Satz 3 die Existenz 
mindestens eines solchen Mafes y. | 

(b) +(e): Wegen der bereits bewiesenen Aquivalenz von 
(b) und (a) besagt Satz 11, daB die Menge X, abgeschlossen in 
X ist. DaB X ein Simplex ist, sieht man folgendermaBen ein: 
Es sei F der Vektorraum aller Radonschen Mae auf dem 
kompakten Raum X, und V die affin-lineare Mannigfaltig- 


keit aller MaBe we F mit fap = 1. Jedem MaB we V ordne 


man als Bild 9(4) in E zu den Punkt ¢(2) = [oder fx du eB, | 


wenn hierbei 4+ bzw. = den Positiv- bzw. Negativteil von ue 


D --- 
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bezeichnet (”). Die so definierte Abbildung ¢: V — E ist affin- 
linear; man hat hierbei nur zu beachten, daB 


au) = fa dus — Jadu, 

ist für jedes Paar von MaBen uw, >0, u >0 auf X, mit 
k= Uy — We. Aus (b) folgt die Eineindeutigkeit von 9, wie 
man sofort nachrechnet. Daher ist ¢ ein affiner Isomorphismus 
von V auf die affin-lineare Mannigfaltigkeit ¢(V) in E. Es gilt 
offenbar ¢(Y) = X, wenn Y die Menge aller positiven MaBe 
aus V bezeichnet. Nun ist bekanntlich Y ein Simplex in F 
(vgl. Cnoquer [21], p. 14) (*). Aus der dem Satz vorangestellten 
Hilfsbehauptung und den festgestellten Eigenschaften von ¢ 
folgt dann, daB X ein Simplex in E ist. 


Bemerkungen. — 1. Die Aussage « (e) (a) » findet sich 
bereits bei Cuoguer [21]. 

2. Es ware interessant zu wissen, ob ein beliebiges kompak- 
tes Simplex in einem lokal-konvexen Raum durch zu (a)-(d) 
analoge Eigenschaften gekennzeichnet werden kann. 

3. Aus den Sätzen 12 und 13 folgt, daB.in einem kompakten, 
metrisierbaren Simplex X in E mit in X abgeschlossenem 
Choquetschen Rand X, jeder geometrische Extremalpunkt 
auch &-exponiert ist. Im Hinblick auf ein analoges Resultat 
von Bisuop [9] über Funktionenalgebren ware es interessant zu 
wissen, ob diese Eigenschaft jedes kompakte, metrisierbare 
Simplex besitzt. Eine beliebige konvexe, kompakte, metri- 
sierbare Menge X in einem lokal-konvexen Raum E besitzt 
diese Eigenschaft im allgemeinen nicht, wie folgendes Gegen- 
beispiel zeigt: X = konvexe Hiille des Torus T? im R’. 


§ 5. — Erganzungen zur allgemeinen Theorie. 


5.4. Einbettung von X in den Raum #'. — Wir kehren 
zuriick zu der in den Paragraphen 2 und 3 betrachteten allge- 
meinen Situation. Gegeben sei also ein beliebiger kompakter 


(1) Für ein MaB p> 0 auf X, ist | x du definitionsgemaB gleich 0, wenn 4 = 0 
ist, und gleich az,, wenn a = | du >0 und +,e X der Schwerpunkt von aTlu ist. 
Ist E ein Hausdorff-Raum, so ist dies der einzige Punkt 2)€E mit I(t) = fp Udy. für 


jede stetige Linearform l auf E. 
(#2) Man hat nur zu beachten, daB F ein Rieszscher Raum und Y eine Basis des 


Kegels aller Elemente > 0 aus F ist.” 
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Raum X und eine Menge %# reeller Funktionen auf X mit den 
Eigenschaften (2.1.)-(2. 3). Wir versehen 4 mit der Topo- 
logie der gleichmaBigen Konvergenz auf X und bezeichnen 


mit E = #’ den mit der schwachen Topologie ausgestatteten | 


{ 


topologischen Dualraum von 46. Die Menge Y = Yg@ aller 
positiven Linearformen I auf 36 mit I(1) = 1 ist dann eine 
konvexe, kompakte Teilmenge von E (vgl. BourBaxt [13], 


chap. rv, § 5). Für jeden Punkt ze X ist h > h(x) ein Element » 


Abbildung œ: X — Y definiert. Wir behaupten : 


LA 


I, von Y; durch die Zuordnung x —+ I, ist also eine kanonische « 
| 


Hitrssatz 8. — Die Abbildung 5: X — Y besitzt folgende | 


Eigenschaften : 


. 


(a) Der Raum X wird durch ¢ homéomorph auf ¢(X) abge- « 


bildet. 


die Menge Y, der geometrischen Extremalpunkte von Y abge- 
bildet: Y, = 9(X.). 

(c) Ein positives MaB & auf X* = dx¢X ist dann und nur 
dann ein zu einem Punkte x, € X gehôriges 46-harmonische Map 


wenn das Bildmaf g(u) die Gesamtmasse 1 und g(x) zum Schwer- 


punkt hat. 
Beweis. Zu (a): Da 9 die Punkte von X trennt, ist die 


Abbildung + eineindeutig. Aus der Konvergenz eines Filters § … 
in X gegen einen Punkt x e X folgt limg h(x) = h(x) also : 


limg L(h) = I,,(A) fiir alle h e 4. Also gilt limg (x) = ¢(a,) nach 
Definition der Topologie von E, was die Stetigkeit von 9 
beweist. Da X kompakt und E Hausdorffsch ist, so ist ¢ sogar 
eine Homéomorphie von X auf ¢(X). 

Zu (b): Für jedes he 96 ist I + I(h) eine stetige Linearform 
auf E; nach einem bekannten Satz (Boursaxr [13], p. 50, 
prop. 1) ist umgekehrt jede stetige Linearform von dieser Form. 
Hieraus folgt zunachst: Y, e &(X). Die Existenz eines geome- 
trischen Extremalpunktes I, e Y,, der nicht in ¢(X) liegt, führt 


(b) Die Menge X, der #-extremalen Punkte von X wird auf | 


nämlich wie folgt auf einen Widerspruch: Zunächst kann I, : 


nicht in der abgeschlossenen konvexen Hülle Q von ¢(X) in E 
liegen. Sonst ware nämlich I, ein geometrischer Extremal- 
punkt von Q, müfte also nach Boursakt [12], p. 84, prop. 4 
bereits in der kompakten Menge ¢(X) liegen. Folglich existiert 
nach einem bereits früher verwendeten Trennungssatz ([42], 


TT | 
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p: 73, prop. 4) eine in E abgeschlossene Hyperebene, welche 
- Q und $1,} streng trennt. Nach der einleitenden Bemerkung 


bedeutet dies die Existenz einer Funktion h,¢d mit 

I(ho) < To(ho) für alle [eQ, also speziell für alle 1 e9(X). 

Somit gilt ho(x) < I(ho) fiir alle x e X. Setzen wir « = sup hy(z), 
x ex 


so ergibt sich: « < 1,(h). Andererseits folgt aber aus hy < & 
und [,eŸ die Relation: I,(A) < I(x) = «a. Dies ist der 
angekiindigte Widerspruch zu unserer Annahme. Damit ist 
gezeigt worden, daB Y, in 9(X) enthalten ist. — Hieraus folgt 
nun (b). In der Tat: Vermége der Abbildung x — ¢(u.) ent- 
sprechen sich umkehrbar eindeutig die MaBe 1 >0 auf X der 
Gesamtmasse 1 und die MaBe v>0 auf ¢(X) der Gesamt- 
masse 1. Nach der einleitenden Bemerkung durchlauft 
I + I(h) =f(1) alle stetigen Linearformen f auf E, wenn À 
alle Funktionen aus 4% durchläuft. Somit gilt für jedes MaB 
u. > 0 der Gesamtmasse 1 auf X: 


_ Sta) = ffogdp =f f(¢(a)) dp(a) = J fle) du(a) 


| = f 1,(h) du(x) = fh du. 


Aus fh dp = h(a) = L(h) = $ (ao) (h) für alle he% folgt 


daher f f do() = f(g(x)) für alle stetigen Linearformen f auf 
E und umgekehrt. Die Behauptung (6) ergibt sich daher jetzt 
aus Hilfssatz 7, wenn man dort S = ¢(X) setzt. 

Zu (c): Man beweist dies durch eine Uberlegung, die zu 
derjenigen véllig analog ist, die wir soeben im zweiten Teil 
des Beweises von (b) durchgeführt haben. Man hat nur zu 
beachten, daB ¢(X*) nach (a) und (6) gleich der abgeschlossenen 
Hülle von Y, in Y ist. 


Bemerkungen. — 1. Der in Hilfssatz 8 festgestellte 
Sachverhalt kann umgekehrt zu einem Beweis der Sätze 1 
und 2 für 6 = 4% verwendet werden. Vgl. hierzu Brisnop- 
pE Leeuw [8]. | 
9. Aus der Behauptung (b) von Hilfssatz 8 und dem Satz 
von Krein-Milman folgt, daB Y gleich der abgeschlossenen 
konvexen Hiille Q von ¢(X) ist. 


5.2. Ergänzungen zu $2 und § 3. — Nunmehr ergibt sich 


” die Antwort auf eine bereits in Nr. 2. 1 angeschnittene Frage: 


l 


| 


A 
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Sarz 14. — Ein Punkt 1 e X ist genau dann #-extremal, ; 
wenn €, das einzige zu % gehürige H-harmonische Maf ist. 
Beweis. Nach Hilfssatz 8 ist €, genau dann das einzige 
zu % gehôrige #-harmonische Maf, wenn £., das einzige 
positive MaB auf o(X*) der Gesamtmasse 1 mit y = $(2) als 
Schwerpunkt ist. Da nach dem gleichen Hilfssatz Y.e g(X*) : 
gilt, ist dies nach Hilfssatz 7 (mit S = ¢(X*)) gleichbedeutend 
mit der Aussage, daB o(x) ein geometrischer Extremalpunkt 
von Y ist. Abermals nach Hilfssatz 8 ist hiermit gleichwertig 

die Aussage, daB 2) 46-extremal ist. 


Ersetzt man in 5. 1 den Vektorraum 4 durch %, so gelangt 
man zum Raum & = #’, zur konvexen kompakten Menge 
Ÿ = Yz in E und zur kanonischen Abbildung ¢: XE>Y 4 
Wir behaupten : | 


Satz 15. — Dann und nur dann ist jede Funktion aus €(X*) 


#-resolutiv, wenn Ÿ ein Simplex in ÊË und die Menge Y, seiner 
geometrischen Extremalpunkte abgeschlossen ist. 


Beweis. Es sei jede Funktion aus €(X*) 46-resolutiv. Dann 
ist % nach Satz 10 ein Rieszscher Raum, also (vgl. [14], 
p. 35) der konvexe Kegel P aller positiven Linearformen 
TeË ein Verband bezüglich der durch P in ÊË definierten | 
Ordnungsrelation. Durch die Gleichung I(1) =1 wird in E 
eine abgeschlossene Hyperebene definiert, welche jede Erzeu- 
gende von P in genau einem Punkt ~ 0 trifft. Der Durch- 
schnitt von P mit dieser Hyperebene ist. Ÿ. Somit ist Ÿ eine 
Basis von P, also Ÿ ein Simplex in Ê nach CHoquer [21]. 
Nach Satz 11 ist X, in X, nach Hilfssatz 8 also Y, = $(X.) 
in Ÿ abgeschlossen. (Bei der Anwendung von Hilfssatz 8 tritt ! 
#6 an die Stelle von 4 und man hat (2.18) zu beachten, 
wonach X,(i#) = X,(#)_ ist.) 

Umgekehrt besitze Ÿ die genannten Eigenschaften. Nach 
Satz 13 existiert dann zu jedem Punkt y, e Ÿ genau ein posi- 
tives MaB auf Y, der Gesamtmasse 1 mit Yo als Schwerpunkt. 
Da mit Y, auch X,= ¢-"(Y.) abgeschlossen, also X, = X* 
ist, folgt aus Hilfssatz 8, daB zu jedem Punkt x, e X nur genau 


se LES à 
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ein #-harmonisches MaB gehért. Dann ist aber jede Funktion 


- aus C(X*) d-resolutiv nach Satz 9. 


Bemerkung. — Ein direkter Beweis von Satz 14, der 
also nicht die kanonische Einbettung ©: X > Y verwendet, 
wire winschenswert. Ubrigens folgt aus Satz 14 leicht ein 
neuer Beweis von Satz 11. 


5.3. Beziehungen zwischen Ÿ und Y. — Uber die Bezieh- 


ungen zwischen hao à à einerseits und E, Y, ¢ andererseits 
behaupten wir abschlieBend : 


Hinrssa1z 9. — Die Abbildung 2: E—-E, welche jeder 
Linearform aus Ê ihre Restriktion auf # zuordnet, besvtzt 
folgende Eigenschaften: 

(a) ® ist eine stetige, lineare Abbildung von Ê auf E. 

(b) &(Y) = Y und 9 = def. 

(ce) ® bildet $(X) homôüomorph auf g(X) ab. 


Beweis. Zu (a): DaB ® linear und stetig ist, rechnet man 
sofort nach. Aus dem Satz. von Hahn-Banach folgt, daB ® 
eine Abbildung auf E ist. 

Zu (b): Da die konstante Funktion 4 in 4 liegt und ein 
innerer Punkt des Kegels aller nicht-negativen Funktionen 
aus # (bezüglich der Topologie der gleichmäBigen Konvergenz) 
ist, folgt die Gleichheit D(Ÿ) = Y aus dem Fortsetzungssatz 
von M. G: Krein ([12], p. 75, prop. 6). Aus der Definition der 
Abbildungen 9, ¢, ® folgt: 9 = Dog. 

Zu (c): Nach Hilfssatz 8 ist ¢ eine homüomorphe Abbildung 
von X auf ¢(X) und ¢ eine homéomorphe Abbildung von X 
auf ¢(X). Hieraus und aus 9 = ® o & folgt dann (c). 


Bemerkung. — Im allgemeinen wird Ÿ durch ® nicht 
eineindeutig auf Y abgebildet. Dies zeigt das Beispiel 6. Wegen 
# = C(X) sind dort das Lebesguesche Ma8 À auf [0,1] und das 


diskrete MaB p = + Ey + Le ath = e, zwei verschiedene Ele- 


mente aus Ÿ mit (A) = D(u). 
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$ 6. — Anwendung: Das klassische Dirichletsche Problem. 


6.1. Regulére Punkte. — Wir betrachten im euklidischen 
Raum R" von N >2 Dimensionen eine relativ kompakte, 
offene Menge Q; F sei der euklidische Rand von Q im R\, 
Der der allgemeinen Theorie zugrunde liegende kompakte « 
Grundraum X sei jetzt speziell die abgeschlossene Hiille von Q 
im R®, also: X=Q=QuF. Der Funktionenraum 4 der 
allgemeinen Theorie sei jetzt die Menge aller Funktionen 


mé nn dns 
: we 


he €(X), deren Restriktion hg auf 2 im üblichen Sinne har- — 


monisch, also in ( eine Lésung der Laplaceschen Differen- 
tialgleichung Ahg = 0 ist. Dann besitzt offenbar 4 die Eigen- 
schaften (2. 1)-(2. 3); die allgemeine Theorie ist also anwend- — 
bar. Die Eigenschaft (2. 3) folgt aus der Bemerkung, daB die 
im R® harmonischen Funktionen die Punkte des R* trennen 
und eine in 4 gelegene Restriktion auf X besitzen. | 
Zunächst bestimmen wir den Raum % aller #-harmoni- 
schen Funktionen. Hierzu bezeichne 6 die Menge aller Funk- 
tionen ue C(X), deren Restriktion auf Q superharmonisch ist. 
Offenbar ist & in C(X) abgeschlossen und inf-stabil. Da ferner 
% = & n (— &) ist, folgt aus dem Korollar 1 zu Satz 7: 


(6. 1) H = H. 


Also fällt hier % mit 36 zusammen. 

Zur Bestimmung aller 4-extremalen Punkte von X erinnern 
wir an die Definition der verallgemeinerten Lésung Hy, des 
Dirichletschen Problems fiir Randfunktionen fe €(F) (*’). 
Man betrachtet hierzu fiir jede stetige, reelle Funktion f auf 
F die Menge ©, aller in Q definierten superharmonischen 
Funktionen » mit der Eigenschaft : 


(6. 2) lim inf (2) >f(v) fir alle a eF. 
CTY, TE 


Man betrachtet ferner die Menge U,—=—_, und zeigt, daB 


die untere Einhiillende von ©, gleich der oberen Einhüllenden 
von Ul; ist. Die somit durch 


(6. 3) H,= inf D;= sup ul, 


(5) Wegen der Einzelheiten sei auf Bretor [16] verwiesen. 


——— eS 
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für alle feC(F) in Q definierte Funktion H, ist harmonisch 
und heift die verallgemeinerte Lésung des Dirichletschen 
Problems (nach PERrRon-WIENER). 

Ein Punkt 2 ¢F wird reguldér genannt, wenn gilt: 


(6. 4) SBD He) sf (24) fiir alle fe C(F). 


Besitzt für eine Funktion f e C(F) das klassische Dirichlet- 
sche Problem eine Lésung u, ist also u; eine in 46 gelegene 


- Fortsetzung von f, so stimmt u, auf 2 mit der verallgemei- 


nerten Lésung H, überein. Daher besitzt das klassische Di- 
richletsche Problem für jede Funktion feC(F) genau dann 
eine Lésung, wenn alle Punkte aus F regular sind. In diesem 
Falle folgt aus einer Bemerkung in 3.1 und Satz 11, daB die 
regulären Punkte mit den 4-extremalen Punkten zusammen- 
fallen. Wir behaupten dies nun allgemein: 


Sarz 16. — Die #-extremalen Punkte von X =Q fallen, mit 
den regulären Punkten des euklidischen Randes F von Q zusam- 
men. 


Beweis. Wir bemerken zunächst, daB der Choquetsche 
Rand X, = X,(%#) in F enthalten ist. Dies folgt entweder aus 
dem Randmaximum-Prinzip der Potentialtheorie oder aus der 
Bemerkung, daB zu jedem Punkt a e Q ein MaB wp €,, auf X 
existiert mit ue-tb,,(%). Wegen der Mittelwerteigenschaft 
der harmonischen Funktionen genügt es für x die auf einer 
in Q enthaltenen Vollkugel mit Mittelpunkt a « gleichmaBig 
verteilte Masse 1» zu wählen. 

Es sei nun 2 ein 4-extremaler Punkt von X. Wegen X, € F 


gilt dann Wb?) = {e,,} nach.2. 2, Hieraus folgt nach Satz 3: 
QE) = Uf) fir jedes fe C(F). 


Zu jeder Funktion f e C(F) und jeder Zahl ¢ > 0 gibt es daher 
Funktionen h', h'e% mit folgenden Eigenschaften : 


(6.5). ha) f(x) < (2) fir alle ce F; 
(6.6) h(x) — B'(a) <e. 


Fiir die Restriktionen hi, von hi auf Q ergibt sich nach (6. 5) : 
hi,ell,, hye; Hieraus folgt nach (6. 3) 


hy <p <b 
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und somit 
(6. 7) ht) < liminf H{x) < limsup H{x) < h*(a). 


2 Ty TEQ L>My, LEQ 


Nach (6. 5)-(6. 7) weichen also der obere und der untere 


Limes von Hz) fiir x > x (x e Q) von f(a) um hôchstens € ab. 


Dae>Obeliebig gewählt war, erhält man: f(%)= lim  Hy2) © 


LyX, LEQ 


für alle fe C(F). Also ist der Punkt 2, regular. 


Umgekehrt sei 2) ein regulärer Randpunkt von Q, Nach « 


einem Lemma von Ketpyca [28] ist dann 2 46-exponiert, 
also x, auch d-extremal nach 1. 3. 


Aus den Sätzen 2 und 16 folgt nun, daB der Silovsche Rand | 


X* = d4¢X gleich der abgeschlossenen Hiille der Menge aller 


regulären Randpunkte von Q ist. Im AnschluB an diese Bemer- « 


kung ware es leicht méglich, X* unter Heranziehung klassi- 
scher Resultate von VasiLesco [34] und Boutreanp [10] mit 
Hilfe potentialtheoretischer Begriffsbildungen zu kennzeichnen. 
Wenn  speziell ein Gebiet ist, folgt z.B. aus den Resultaten 
der beiden zitierten Arbeiten, daB X* die Menge aller Punkte 
xe F ist, in welchen F lokal von positiver Kapazität ist. In der 


Terminologie von [34] ist daher X* mit dem reduzierten Teil | 


von F identisch. Auf diese feineren Gesichtspunkte soll jedoch 
hier nicht eingegangen werden. 


Bemerkungen. — 1. Für das am SchluB des Beweises 
von Satz 16 verwendete Lemma von Ketpycu hat Bre or [19] 
kirzlich einen einfachen Beweis gegeben. In der gleichen Arbeit 
wird das Lemma in geeigneter Form auch in Greenschen 
Räumen und allgemeiner im Rahmen der von Bretor [17], 
[18] entwickelten Axiomatik fiir das Dirichletsche Problem 
bewiesen. Diese Resultate und die Tatsache, daB der erste 
Teil des Beweises von Satz 16 nur einfache Schliisse verwendet, 
gestatten es, Satz 16 auf allgemeineren Raumen zu beweisen. 
Wir kommen hierauf sowie auf die Beziehungen dieses Satzes 
zu Resultaten von Marsusuira [31], [32] an anderer Stelle 
zurück. 

_ 2. Die Aussage, daB jeder %-extremale Punkt regular ist, 
bleibt richtig, wenn man die Laplacesche Differentialgleichung 
durch die Warmeleitungsgleichung oder allgemeinere para- 
bolische Differentialgleichungen ersetzt (vgl. hierzu BAUER [6]) 


ER 
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6. 2. Minimal begrenztes Q. — Von besonderem Interesse 
- ist der Fall, daB X* mit dem euklidischen Rand F zusammen- 
fällt. Dann liefern namlich die Resultate von $3 neuartige 
Kriterien für die uneingeschrankte Lésbarkeit des klassischen 
Dirichletschen Problems. Die Formulierung der Sätze in 
_ diesem Spezialfall kann dem Leser überlassen werden. 

Notwendig und hinreichend für die Gleichheit F = X* ist 
nach Satz 16 die Bedingung, daB die regulären Punkte in F 
dicht liegen. Ein anderes Kriterium folgt aus den oben zitierten 
Resultaten von Bouligand-Vasilesco. Hier soll durch eine 
einfache SchluBweise gezeigt werden, daB F mit X* sicher 
dann zusammenfallt, wenn Q minimal begrenzt ist, d.h. wenn 
für das Innere X von X gilt: X=. 

Wir erinnern hierzu an die Definition des Newtonschen 
Kerns K auf R* x R*: 


2 (lle — y, 
(6. 3) Bia Yh > 2 168 lle sy [fo N 


(|...|| bezeichnet dabei die euklidische Norm. 


N>3; 
==) 2. 


Hitrssatz 10. — Es sei A eine kompakte Teilmenge des R\ 
und (%q)n=1,2,.. eine gegen einen Punkt we [A konver gente 

Folge von Punkten des RX. Bezeichnet dann f; die Restriktion 
auf A der Funktion sae Sa Me a) (i= 0, 1,...), so konvergiert 
die Folge (fra. auf A gleichmaPig gegen fo. 


Beweis. Wir Ble mr den Beweis nur fiir N = 2. Analoge 
pee führen fir N >> 3 zum Ziel. Da (x,) gegen 
e[A konvergiert und [A offen ist, kann o.B.d.A. ange- 
nommen werden, daB kein x, zu A gehért. Die Menge B aller 
. Punkte zo, 2, ..., ist dann kompakt und zu A fremd, also der 
_ Abstand à von A und B positiv. Für jedes x e A unit 5 je zwei 
D Zahlen si, igo== Ojo 4,-sucgilt® 


À flo) — flo) “og t= K log (1 + EE 
<log (4 + 6-‘||\x,—2))). 


Hieraus folgt: |f,(x some æ)| <log (1 + é-*|\x, — vol) für 
alle x e À und n = 1, 2, ..., also aie gleichmaBige Konvergenz 


_ auf A von (f,) gegen ra : 


1 
| 
4 
| 
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Satz 17. — Für den Silovschen Rand X* = PR. gilt stets: 
Fn [ iG op 


| 4 


Beweis. Angenommen, es gibt einen Punkt 
% EF n [Xn ( x". 
Wegen % € [x hat dann jede Umgebung von 2 im R* mit 
(x einen Punkt gemeinsam. Also existiert eine gegen 2 


konvergente Folge von Punkten z, € (x. Wir bezeichnen mit - 
hi bzw. h, die Restriktion auf X* bzw. X der Funktion — 
x—> K(x, x) für 1 —0, 1, .... Wegen x,¢X ist dann jede 
der Funktionen h, (n = 1, 2, ...) ein Element von #4. Wegen | 
% ¢ X* konvergiert die Folge (h;) auf X* gleichmaBig gegen 
h* gemäB Hilfssatz 10. Da X* der Silovsche Rand dX ist, 
folgt hieraus die gleichmaBige Konvergenz von (h,) gegen hy 
auf X. Somit liegt auch hy in 46. Dies kann aber nicht sein, « 
da 2 in F liegt und h,(x) = K(x, 2) =-+ © ist. Unsere 
Annahme fiihrt also zu einem Widerspruch; es gilt vielmehr 
Fn [Xo [ X* = 9 und damit die Behauptung. 


Wie angekiindigt folgt nun: 


KororLar. — Ist die Menge Q minimal begrenzt, so gilt: 
» SP 
Beweis. Es ist X = Q und somit 
n he Fn [Or He À 
Nach Satz 16 gilt auBerdem: X*cF. 


§ 7. — Bemerkungen zum Dirichletschen Problem 
für diskrete harmonische Funktionen. 


Im folgenden soll angedeutet werden, daB die in den ersten 
Paragraphen entwickelte Theorie selbst dann noch von 
Interesse ist, wenn der kompakte Raum X nur aus endlich vie- 
len Punkten besteht. 


Wir betrachten hierzu im R(N > 1) eine endliche Menge x 


DRE 
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von Punkten, deren sämtliche Koordinaten ganzzahlig sind 


- (Gitterpunkte). Dann ist X ein diskreter kompakter Raum. 


Für jeden Punkt x e X betrachten wir die Menge U, seiner 2* 
Nachbargitterpunkte y, welche von x den (euklidischen) 
Abstand 1 haben. Punkte we X mit U,cX heiSen dann 


innere Punkte von X; die Menge aller inneren Punkte von X 
soll mit X, bezeichnet werden. Die Menge X, = Xn [ X. heiBt 


Menge der Randpunkte von X. 


Jedem Punkt re X, ordnen wir das von U, getragene Ma 
uw, auf X zu, welches jeden Punkt von U, mit der Masse 27 
belegt. Dann sei % die Menge aller (stetigen) reellen Funktio- 
nen h auf X, welche auf X, diskret harmonisch sind, d.h. welche 
der Bedingung genügen : 


(7.1) fhdu,=ha) fiir jedes eX, 


Dann besitzt # wieder die Eigenschaften (2. 1)-(2. 3). (# trennt 
die Punkte von X, da z.B. die Restriktion auf X jeder auf 
dem R® affin-linearen Funktion in 4 liegt.) 

Die Menge & aller auf X definierten, reellen Funktionen u, 
welche in X, diskret superharmonisch sind, d.h. fiir jedes 
x e X, der Ungleichung f u du, <u(x) genügen, ist eine in C(X) 
abgeschlossene inf-stabile Menge mit 4 = &n(—&). Daher 
gilt 4 — % nach dem Korollar 4. zu Satz: 7. 

Da fiir jeden inneren Punkt «eX, offenbar pu,  & und 
nach (7.1) ein Ma8 aus -lb,(4) ist, kénnen 4d6-extremale 
Punkte von X nur Randpunkte sein : X,(96) € X,. Der Satz 1 
liefert also sofort das bekannte Resultat, wonach jede 
Funktion aus % eine in X, gelegene Minimalstelle besitzt 
(vgl. Herzpronn [26], theorem 1). 

DaB sogar X, = X, = dX gilt, folgt aus dem bekannten 
Satz ([26], theorem 2), wonach jede reelle Funktion / auf X, 
zu einer Funktion aus 4 fortgesetzt werden kann. Dies kann 
übrigens auch sehr einfach und durchsichtig durch eine nahe- 
liegende Abwandlung der Methode von Perron- Wiener aus der 
Theorie des klassischen Dirichletschen Problems  gezeigt 
werden (vgl. §6). Man betrachte hierzu zu f die Menge ©; 
aller reellen Funktionen » auf X, welche auf X, die Funktion 
f majorisieren und in X, diskret superharmonisch sind, Entspre- 


4 
Ma 


i 
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chend setzt man U,=—_, Dann prüft man ohne Mühe 
nach, daB sup ü,— inf, die gesuchte Fortsetzung von f zu | 
einer in X, diskret harmonischen Funktion ist. 
4 
$ 8. — Bemerkungen über Funktionenalgebren. 


8.1. Existenz des Silovschen Randes. — Im folgenden betrach- « 
ten wir einen kompakten Raum X und eine Unteralgebra .b 
der Algebra €(X, C) aller komplexwertigen stetigen Funk- | 
tionen auf X. .b trenne die Punkte von X und enthalte die » 
konstanten Funktionen aus €(X, C) als Elemente. 

Die Menge 4 = (.b) aller Realteile R(f) von Funktionen — 
fe besitzt dann die Eigenschaften (2. 1)-(2. 3). Für jeden 


Punkt x e X ist .lb,(#) die Menge aller MaBe u >0 auf X mit » 


(8. 1) f(x) = ffdu _fiiralle fe. 
Wir setzen daher sinngemäf : 
(+) = Mb,(36) und X,(.b) = X,(96). 


X.(-b) soll auch der Choquetsche Rand von X beziiglich » — 
genannt werden; die Punkte von X,(.b) sollen .-extremal 
heiBen. 


Es soll nun gezeigt werden, daB aus Satz 2 ein einfacher : 


Beweis für die Existenz des Silovschen Randes 0 ax von X 
bezüglich -b folgt, welcher zugleich wieder den Silovschen Rand 
mit dem Choquetschen Rand verkniipft. d,X ist bekanntlich 
die kleinste abgeschlossene Teilmenge von X mit der Eigen- 


schaft, daB der absolute Betrag |f| einer jeden Funktion | 


fe eine in dy X gelegene Minimalstelle besitzt. 


Satz 18.— Für jedes feb besitzt die Funktion |f| eine 
-extremale Maximalstelle. Der Silovsche Rand 0,X existiert 


und ist gleich der abgeschlossenen Hiille des Choquetschen 
Randes X,(.). 


Beweis. Bezeichnet + die abgeschlossene Hiille von .b in 
C(X, €) bezüglich der Topologie der gleichmäfigen Konvergenz, 
so ist +b wieder eine Unteralgebra von €(X, C) und aus (8. 1) 


folgt: Ab,(b) = .lb, (4b) für alle we X. Besitzt ferner jede 


—_— 
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Funktion |f| mit f e.b eine Maximalstelle in einer abgeschlos- 
senen Menge Mc X, so gilt dasselbe für jede Funktion |/| mit 
f =. Daher kann für den Beweis . als in C(X, C) abgeschlos- 
sen vorausgesetzt werden. 

Zunächst sei bemerkt, daB mit 4 auch die Menge 6, aller 
Funktionen —|f| mit f eb die Punkte von X trennt (vgl. auch 
[5]). Zu je zwei verschiedenen Punkten x, ye X gibt es 


 nämlich ein feb mit f(x) ~Af(y). Im Falle |f(x)|A\f(y)| 1st 


nichts zu zeigen. Ist jedoch |f(x)|=|f(y)|, so trennt —|f + af?| 
die beiden Punkte für «= = —/f(zx). Dann aber trennt auch 
die Menge & aller Funktionen — log |f| mit f ed die Punkte 
von X; da b eine Algebra ist, enthalt & mit je zwei Funktionen 
deren Summe. & besitzt somit die Eigenschaften (4. 4)-(1. 6). 
Nach Satz 2 existiert also dgX und es ist ¢X = X,(&). Wegen 
der Isotonie von £—>log £ auf der reellen Halbgeraden § >0 
existiert dann auch 04,X und es ist 04,.X = eX = X,(&). 

Der Rest der Behauptung folgt so: Zunächst ist offenbar 
Ab, (+) € Wb, (6) für jedes we X, wie durch Ubergang zu den 
Absolutbetragen in (8. 1) folgt; also ist X,(&,) € X.(-b). 
Nach Satz 1 besitzt dann jede Funktion |f| mit fe» eine 
8&,-extremale, also auch .b-extremale Maximalstelle. Hieraus 
folet weiter; 0,X¢ X,(.b). Aus der Abgeschlossenheit von Jo 
folet : e/e.b und somit R(f) = — log |e~/| < & für jedes fe». 
Also ist 3 c &, «1b,(8) ¢ lb, (6) = Ab, (.b) fiir alle x e X und somit : 
X,(b) € X,(6). Damit ist auch noch X,(b) ¢ X,(6) = 0 
gezeigt. 


Bemerkung. — Wenn -b abgeschlossen und X metrisierbar 
ist, so existiert nach Brisnop [9] zu jedem /b-extremalen 
Punkt 2 sogar ein fe-b mit |f(x)| < |f(%)| für alle x Æ % 
aus X. Vgl. auch [8], p. 325. 


8.2. Zwei Fragen. — Die Unteralgebra + werde jetzt als 
abgeschlossen vorausgesetzt. Zu jedem Punkt x e X betrachten 
wir die Menge JW aller zu x gehôrigen d-harmonischen Make. 


> Wegen #% = R(.b) sind dies alle MaBe p > 0 auf X* = 4X 


. + Li hi mC 


mit f(x) — | fe du für alle fe A. In § 3 wurde gezeigt, dah 
zu jedem Punkt aus X dann und nur dann genau ein zuge- 


hôriges d6-harmonisches MaB existiert, wenn alle Funktionen 
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aus C(X*) J6-resolutiv sind. Es ware interessant zu wissen, L 
welche Eigenschaften der Algebra .b selbst hiermit gleichwer- 
tig sind. Vielleicht geben die schénen Resultate von Wen, 
Mer [35], [36] einen Hinweis darauf, von welcher Natur diese 
gesuchten Eigenschaften sein kénnten. ; 
Im AnschluB an die in § 6 gewonnene Kennzeichnung der » 
regulären Randpunkte einer offenen, relativ kompakten Teil- 
menge des R® drangt sich weiter folgende Frage auf. Im Raum — 
CX von N > 2 komplexen Dimensionen sei ( eine offene, rela- 


sat | 
tiv kompakte Menge. Man betrachte auf X = Q die Algebra  . 
aller stetigen komplexwertigen Funktionen, welche in Q 

holomorph sind. Welches ist dann der Choquetsche Rand . 
X,(v)? Wegen Satz 18 ware mit dieser Frage auch die Frage . 


nach dem Silovschen Rand d4,X beantwortet, welche bereits — 
durch BREMERMANN [20] Teilantworten gefunden hat. 
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PROBLÈMES AUX LIMITES NON HOMOGÈNES (II) 


par J.L. Lions (Nancy) et E. Magenes (Pavia). 


INTRODUCTION 


Cet article fait suite à l’article [16], mais nous avons divisé 
nos résultats de façon que ces deux articles puissent être lus 
indépendamment. D’autres articles suivront, conformément 
au programme indiqué dans l’introduction de [16]. 


Si A x, = = A désigne un opérateur elliptique d’ordre 2m 


dans un ouvert 2 de R” (dans des articles ultérieurs de cette 
série, nous étudierons les problèmes analogues relatifs à des 
opérateurs non elliptiques) on appelle problème aux limites 
non homogène la recherche de u, situé dans un espace fonction- 
nel %, vérifiant (*) Au = f, f donné dans un autre espace 
fonctionnel G, avec les conditions aux limites (“) Bu = 9, 
j=0,:... m—1, les B, étant des opérateurs différentiels 
(convenables) sur la frontière [de Q; les +, doivent être pris 
dans des espaces fonctionnels convenables, 6. 

Voici grosso modo la méthode suivie : 

4) Si l’on prend G = G = L?({) (fonctions de carré 
sommable sur () la méthode de prolongement des opérateurs 
non bornés (ou la méthode des projections) conduit naturel- 
lement à la résolution de problèmes du type (*), (™), avec 
; = 0 (cas homogène), et u étant dans %, dont les éléments 
vérifient en particulier la condition D’uelL?(Q) pour tout 
[pl m. On passe ensuite au cas non homogène à l’aide de 
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théorèmes de trace. Puis l’on peut trouver d’autres classes — 


(3, G, G} à l’aide de théorèmes de régularité ; 

2) par transposition, on peut déduire de 1) de nouvelles 
classes {F,, G,, Gi,} où le problème (*), (™) est bien posé; 

3) par utilisation de la théorie de l’interpolation, on en 
déduit des classes «intermédiaires » {%, Go, Go,;} où le pro- 
bléme (*), (*) est également bien posé. 

Dans les étapes 1), 2) les espaces G, G,,,, font intervenir 
des dérivées fractionnaires; si donc, comme il est raisonnable, 
on veut considérer les problèmes (*), (*), avec des 9, donnés 


dans des classes définies à l’aide des dérivations usuelles, il | 


est utile (si l’on veut obtenir les meilleurs résultats possibles) 
de considérer l’étape 3), qui fournit (entre autres) des classes 
Go,, définies par des propriétés portant sur les dérivées 
usuelles des 9; (les classes % et G faisant alors intervenir des 
dérivations fractionnaires). | 

Ainsi, à tout résultat du type 1) correspond une théorie 
assez générale des problèmes non homogènes; on part ici 
des résultats de régularité dans les problèmes aux limites 
elliptiques faisant intervenir toutes les dérivées (alors que dans 
l’article (I) (cf. [16]) nous partions de résultats de régularité 
« partielle », par rapport à certaines variables privilégiées). 
L’étape 2) nécessite la mise au point de théorèmes de traces 
(N°8 2 à 5), les applications étant faites aux N98 6 à 8; l'étape 3) 
occupe les NS 9 à 11. Le N° 12 considère d’autres problèmes 
aux limites et le N° 13 donne une première application à des 
problèmes non elliptiques. [Cf. aussi [16 bis].] 

L'article (III) de cette série paraîtra aux Annali della Scuola 
Norm. Sup. di Pisa. 
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I. — PRÉLIMINAIRES 


On désigne par Q un ouvert de R’, de point générique 
æ=(%, ..., «,). On supposera que Q est borné, de frontière I’ 
une variété indéfiniment différentiable de dimension n — 1 
(il suffirait pour toute la suite que l soit « assez » différentiable), 
Q étant d’un seul côté de I. 

On utilisera les espaces suivants (pour détails on pourra 
consulter : [24] et [4], [11], [15], [16], [18]). L’espace des fonc- 
tions de carré sommable sur (© (pour dx = dx; ... da,) étant 
désigné par L?(Q), on désigne par H"(Q), m entier > 0, 
l’espace des (classes de) fonctions u e L?(Q) telles que D’u e L2(Q) 
pour |p| < m, les dérivées étant prises au sens des distributions 
-sur l’ouvert Q (cf. [21]). Muni de la norme 

[ho = ( 3 D)", où fl (Jalf(a)P dx)” 
H"(Q) est un espace de Hilbert. Notons que H°(Q) = L?(Q). 

On désigne par H7(Q) l’adhérence dans H"(Q) du sous-espace 
D(Q) des fonctions indéfiniment différentiables à support 
compact dans Q. On peut caractériser H7(Q) comme le sous- 
espace de H”(Q) formé des fonctions «nulles» sur [' ainsi 
que leurs dérivées d’ordre < m — 1 [pour un énoncé précis, 
cf. Proposition 1.2, (ii)]. 


A l’aide de systèmes de cartes locales, il n’y a pas de diffi- * 


culté à définir de façon analogue les espaces H"(L') (cf. [19]); 
si par exemple Q est l’ouvert {x,>>0}, alors [= (x, = 0) RTS 
et H"([) ~ H"(R"21); on se ramène, dans le cas général, au 
cas précédent; lorsque l’est bornée, il n’y a pas de difficulté. 
Comme l'est «sans bord », l’espace 9([') des fonctions indé- 
finiment différentiables à support compact dans l'est dense 


dans H"([); done H7(C) = H"(T). 


ka ere RE 
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> Toujours pour m entier > 0, on définit H="(Q) [resp. 
> H-"(T)] comme le dual fort de H7(Q) [resp. de H"(P)]; c’est 
un espace de distributions sur Q (resp. I’) (ces espaces ont été 
introduits dans [22]). 

On a donc déjà défini H‘(Q) et H'(T) pour s entier de signe 
quelconque. On aura besoin dans la suite de ces espaces pour 
s réel quelconque. On va en donner brièvement une définition 
utilisant l’interpolation des espaces de Hilbert [15 bis]. Si E 
et F sont deux espaces de Hilbert, FcE, F étant dense 
dans E, l'injection de F dans E étant continue, alors F est le 
domaine d’un opérateur auto-adjoint (non borné et non unique) 
strictement positif, soit B (B = A‘? dans les notations de 
[16]); on définit alors F'-°E® comme le domaine de B'~°, 
0 < 6 < 1. Donc 

, FE + DiBinae 


avec le produit scalaire (B'—°u, B'~*»)n, ce qui fait de io Jet iy 
un espace de Hilbert; pour 6=0 (resp. 1) on retrouve F 
(resp. E). Ces espaces ont la propriété d’interpolation que 
voici: soit {F:, E,} un deuxième couple d'espaces de Hulbert 
ayant des propriétés analogues à celles du couple {F, E}. Soit 
M un opérateur linéaire continu de E dans Ky (soit p, sa norme) 
et également de F dans F, (soit to sa norme); alors M est un 
opérateur linéaire continu de F'-0E9 dans F!—°E$ (sa norme po 
étant alors <pi—u!), pour chaque 0 e ]0, 1[. Cf. [15 bis], et aussi 
[2], [7], [10]; d’autres espaces (et dans un certain sens « tous ») 
ayant la propriété précédente, ont été déterminés dans [6]. 
On pose maintenant la 


Dérinrrion 1. 1. — Pour m entier > 0 (et Q ouvert borné 
de frontière [' indéfiniment différentiable de dimension n — 1) 
on pose 


(1. 1) H¢'—9(Q) = (H"(0))—"(H°(0))", 
ce qui définit H*(Q) pour s réel > ry, 


Cette définition a besoin d’être justifiée pour (au moins) 
deux raisons : a) pour (1 — 9)m=q entiere [0, m], il faut que 
(1. 1) redonne l’espace HQ) introduit précédemment; b) si 
Q = R® on définit naturellement H*(R"), pour tout s réel, 


() Une autre définition équivalente a été donnée par Aronszajn [2], [2 bis]. 
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comme l’espace des distributions w tempérées [21] dont la. 
transformée de Fourier à vérifie | 


1 04 M (1 + [E[?)2ù € L?(R"); 


alors, dans le cas Q = R", (1. 1) doit redonner la définition 
précédente avec s = (1 — 0)m. 
La justification est fournie par la 


Proposition 1.1. — L’ouvert Q étant borné de frontière T 
indéfiniment différentiable, H2-"(Q) coïncide avec l’espace des 
restrictions à Q des éléments de HG-U"(R") [défini par (1. 2) 
avec s= (1—0)m]. 


Démonstration. — 1) Dans le cas Q = R" on vérifie la 
coincidence de la définition (1. 1) avec (1. 2), s = (1 — 0)m, 
en remontant à la définition de F1—°E®. (Cf. [16], Proposition 
ds. 

2) Soit r l’opérateur (restriction) qui à une distribution u 
sur R" fait correspondre sa restriction ru à Q. Alors r est un 
opérateur linéaire continu de H®(R"*) dans H°(Q) et de H”(R") 
dans H"(Q) donc d’après le théorème d’interpolation (avec 
M = r), d’après 1), et d’après la définition 1. 1, r est un opéra- 
teur linéaire continu de HG-)"{(R") dans H@-%"(Q). Donc 
H@-)"(Q) est toujours (i.e. quel que soit Q) contenu dans 
l’espace des restrictions à Q des éléments de HG -"(R"). 

3) Montrons maintenant l’inclusion inverse. Sous les hypo- 
théses de la Proposition, il existe [3 ter] un opérateur linéaire 
P (prolongement) continu de H#(Q) dans H%(R"), q entier e [0, m], 
tel que Pu=u p.p. sur Q pour we HQ). Appliquant le 
théorème d’interpolation à M = P, on voit que P est un opé- 
rateur linéaire continu de H@-%)"(Q) dans H@-%"(R") d’où 
l'inclusion inverse. | 


Remarque 1.1.— La démonstration précédente montre 
que la Proposition 1. 1 est vraie si Q a la propriété de m-pro- 
longement, i. e.: il existe un opérateur P ayant la propriété 
utilisée dans 3). Le résultat de la Proposition 1. 1 est inexact 
sans aucune hypothèse sur () : soit en effet Q un ouvert de R’, 
borné, tel que l’injection de H?(Q) dans H°(Q) soit compacte, 
l'injection de H1(Q) dans H°(Q) n’étant pas compacte (de tels 
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ouverts existent; Gagliardo, non publié). Or, de façon générale 
si l'injection de F dans E est compacte, il en est de même de 
Pinjection de F‘—E* dans E, pour 0 < 1. Donc l'injection de 
(H2(Q)}2(H0(Q0))72 dans H°(Q) est compacte, de sorte que cet 
espace est strictement contenu dans H? (0). 

On a donc, sous les hypothèses de la Proposition 1. 1, 
défini H*(Q) pour s réel > 0. On définit ensuite Hs(Q) comme 
adhérence dans H*(Q) de D(Q), et enfin H-(Q) = (H;(Q)), 
dual fort de H;(Q). 


On montre alors la propriété générale que voici: 


13 (H2(Q))'-°(HF(Q))® = He-++98(Q), pour « et B 
Me) réels quelconques (> 0 ou < 0). 


Même chose pour H‘([), s réel quelconque. Ceci permet 
d’énoncer le résultat suivant, fondamental pour la suite 
(ce résultat a été trouvé par un grand nombre d’auteurs (7); 
_ c’est un cas particulier d’un résultat de [23], lui-même cas 
particulier de [13]). Avant d’énoncer le résultat, rappelons 


encore que 9(Q) (espace des fonctions indéfiniment différen- 
tiables dans Q = QuT) est dense dans H”(Q). Alors 
Proposition 1. 2. — Soit m entier >0. Pour ue D(0), 
posons yju = Le u (dérivée normale sur I’ d’ordre j, n désignant 
on! 


le vecteur unitaire normal à I’ et dirigé vers l’intérieur), et 


“OA TU NNRR Yall} 


L'application wu — yu définie sur D(Q) se prolonge par 
continuité en une application linéaire continue, encore notée 
j=m—1 
u—>yu, de HQ) dans [J H"7-'"(l). En outre 
j=0 


(i) l'application u—>yu est surjective; 


(i) le noyau de y est Hy(Q) (’). 


(2) Cf. [2 bis], [3 quarto], [11], [19 bis]. nih’ ont 
(8) Par interpolation on en déduit que y est une application linéaire continue de 
m—1 
Hs(Q) dans II H*—j—12([), pour s>m. Cette démonstration est correcte si l'on 
=? . . 
démontre le théorbraa d’interpolation à l’aide des méthodes de fonctions de variable 
complexe; c’est illusoire si l’on utilise la démonstration de [15 bis] qui repose sur un 


* théorème de traces plus général. 


re eo 
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Introduisons maintenant les opérateurs différentiels que” 
nous utiliserons dans la suite. Pour u, »e H"(Q) on pose 


(4. 4) alu, cdi J amtz) Du D? dx, 


P|. lal<am~ ~ 


où l’on suppose que a,, est indéfiniment différentiable dans Q 
(là aussi on pourrait raffiner!). On définit ainsi une forme 
sesquilinéaire continue sur H"(Q). Comme dans [16] nous 
supposerons que 


(1. 5) ja(u, u)| > c|lullima, c>0, u e H"(Q) (‘) 


La forme a(u, ») définit l’opérateur différentiel 


lei A(a, =)= S  (—1)”Dr(a,(z) D2). 


ox Ipllg|<m 
La forme adjointe a*(u, v) est définie par 
(1,997 a*(u, ¥) = a(v, u), 


Popérateur A* correspondant étant 


(4.8) At= NE x)=, CDD"). 


dx 


Nous utiliserons les formules de Green que voici: de façon 
générale, on pose : 


(f, 8) = J, f(x) ela) de. 
Alors, pour u, » e 9(Q), 


j=m—i 
(1,9) (Au, ¥) = a(u, 6) + À, JS de, 
j=m—1 
(1.10) (A*u, ») =a"(u, ») + à Jp Tuyp de, | 


où les S, et Ty sont des opérateurs différentiels d’ordre 2m — 7—1, 
à coefficients indéfiniment différentiables (et do désignant 
l'élément d’aire sur l'). Plus précisément ([3], [20 bis]) : 


k=2m—j 


(4. 11) PE by. + pa SEL lé 


(*) Pour d’autres hypothèses, cf. plus bas, la Remarque 10, 5. 
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où b, et 1/6, sont dans DI’), les S* étant des opérateurs 


» tangentiels à L' [15], d'ordre <k—1. 


Même résultat pour T, (5). 
On peut maintenant énoncer le (cf. aussi [20 bis]) : 


Lemme 1. 1. — Soit De Qu 1}, avec 9; e H+°*(1, 
et b= fhe), Qi 1}, avec Ve Hem 120). Jl existe alors 
w= w(9, be HP"(R"), tel que 


(4. 12) += de Af =O, .. A, 
(1. 13) Siw — Fis 1 = 0, tees Ot —— 4 A 
l'application fe, 4} ew étant continue de 
U Hi+12([) x [[ H°"—/-2#(T) dans HER"). 
=0 eS) 


Résultat analogue en remplaçant S, par T,. 


Démonstration. — 1) Supposons que æ vérifie (1. 12), et 


prenons (1.13) avec j= m—1; utilisant (1.11), cette 


équation s’écrit 
k ‘ 
bao cine Pret > ree SRE ce 
22 


pomme ya — Varian H" 1% AIT), et comme.S'_,/ est 


tangentiel, d’ordre Ck—1, Shsymy1_.” © H"=12(T), donc 


- l'équation (1. 13), pour j= Agere équivant a 


Yn? =Vmy Vm donné dans H™-1?([') 


(car 1/b,_, est dans ®(T)). On vérifie alors facilement par 


- récurrence que (1. 12) (1. 13) équivaut à (1.12) et 


(1.14) Yu = Yo, e H2"-@*)-32([), j =0, ...,m—1. 


2) Posant 2m = y, on est donc ramené à la construction de 


æ dans H*(R") avec 


(4. 15) i ane fe HR), 7 Fo 0, 1; DT glean if 


w dépendant continûment de f, (la parité de » n’intervient 


_ (5) On montre que (1.5) entraîne l’ellipticité de A(a, = dans Q (et méme la 


+ forte ellipticité de exp (i0) A( a, is pour 0 convenable) de sorte que les systèmes 
dx 


$y, Sj} et fy, Tj} sont normaux et des systèmes de Dirichlet, au sens de [3]. 


is à sé 


40 
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a Som A 


pas dans ce qui suit !). On utilise la Pekin # 2:w—7yw. 


est un pe dre de H“(Q)/Hf(Q) sur IL HF VAE 
mais 
Hv(Q) = Hf(Q)623#(0), 
avec 
we Z*(Q) si et seulement si >, (—1)!?'D??u=0. 


> IpI<H 
Soit donc 


(1.16) u—y"1(f), f= ff,...,fu; 


si P est un opérateur linéaire continu de H*(Q) dans HY(R"), 


tel que Pu = u p.p. sur Q (cf. Proposition 1. 1,3)), on peut 
prendre # = Pu; les équations (1.15) sont alors vérifiées. 


Remarque 1. 2. — On peut opérer un peu différemment dans 
le choix (1. 16) de u. Dans le cas où Q = fx, > 0}, la démons- 
tration de la Proposition 1. 2 fournit explicitement un élément 
u de H#(Q) dépendant linéairement et continiment de f, avec 
yu = f. Par des cartes locales, on en déduit une construction 
de u, différente de (1. 16). Cette remarque est utile au N® 3. 


2. OPÉRATEUR y SUR 464(Q). 


Dérinition 2. 1. — On désigne par 44(36) (resp. D4(Q), 
resp. Z4(Q)) l’espace des éléments u de (0) tels que 


AueH-"(Q) (resp. Aue H(Q), resp. Au = 0). 
Pour u, ¢ e 4(Q), on pose 
(u, vo = (u, ¥) + (Au, Av)x-"0); 
pour u, pe D4(Q), on pose 
(u, #)px@ = (u, #) + (Au, Av); 


munis de ces produits scalaires les espaces 364(Q) et D4(Q) 
sont des espaces de Hilbert. 


Notons que Z4(Q) est un sous-espace vectoriel fermé de : 


H°(0) 


Lemme 2.1. — Sous l'hypothèse (1.5) l’espace #(Q) est 
somme directe topologique de et Hi(Q) et de Z(Q): 


(2.1) 36%(Q) = H7r(Q) @ Z{(0). 
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Démonstration. — En effet sous l’hypothése (1.5), A est 
» un isomorphisme de H7(Q) sur H-"(Q) (cf. [22]). Pour u 
donné dans 4€4(Q) soit alors up la solution dans H7(Q) de 
Aus = Au; la décomposition u = us + (u — up) fournit le 
résultat. 


Lemme 2. 2. — L'espace D(Q) est dense dans #%(Q). 


Démonstration. — En vertu du Lemme 2. 1, et D(Q) étant 
dense dans H7(Q), il suffit de montrer que D(Q) est dense dans 
Z4(Q). Or d’après [9], D(Q) est dense dans D4(Q) d’où le 
résultat (°). 

On va maintenant démontrer le 


THÉORÈME 2. 1. — On suppose que Q est un ouvert borné de 
_ frontière T indéfiniment différentiable, dun même coté de I’. 
On suppose que (1. 5) a lieu. Dans ces conditions, l’application 
U—> YU = {You, .…, Ymiu}, définie dans D(Q), se prolonge 


par continuité en une application linéaire continue, encore notée 
4 j=m—t 


u—yu, de #%(Q) dans [[ H-/-**(L). 
j=0 


Démonstration. — 1) Soit + = {9, ..-, £m-1} donné dans 


m—1 ' 
II H**(T). Considérons (cf. Lemme 1. 1) »(¢), élément de 
j=0 ! ; 


(2.2) y(~) = 0, T(o) = 9, T=0, m1) 
9(p) dépendant continûment de 9. 


(*) Dans le cas actuel la démonstration du résultat de [9] est spécialement simple. 
Considérons A comme opérateur non borné dans H°(Q) = L?(Q), de domaine D§(Q) 


et soit A, la fermeture de A(a, A défini sur D(Q). Il faut montrer que Ag = A; 
Wi 4 


comme évidemment A, © A, il suffit de montrer l'inclusion inverse, t.e. en passant aux 
adjoints : A#c A*. Soit donc u dans le domaine de Ag; si Agu = f, ona (u, Ag) 7 (f, +) 
pour tout ved(Q), d'où (*) J*u =f (cf. page 148 pour . et pour f et u); on 
_ peut toujours s’arranger pour que .b* soit elliptique au voisinage de Q, donc (*) 


entraine que ue H?"(Rr), et comme u est à support dans Q, ue H?"(Q) (appliquer 
la Proposition 1. 2). Comme on voit facilement que Hj”(Q) est contenu dans le 
domaine de A* (en fait c’est exactement ce domaine), on obtient l'inclusion 


désirée. 
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À 5 d ; è 
Soit par ailleurs = (a, + défini par 


(2. 3) b= Y (—1)?!D?(4,,(2)D*), 
Ipllgigm 
où les fonctions +,, sont indéfiniment différentiables dans R’, 
bornées ainsi que chacune de leurs dérivées, avec Sopg = Aq sur Q. 


On dit que est un prolongement indéfiniment différentiable 


de A. Soit de même .&* un prolongement indéfiniment diffé- 
rentiable de A*. Les opérateurs . et L* ne sont plus néces- 
sairement elliptiques dans tout l’espace, et ÂÀ* n’est pas 
nécessairement l’adjoint formel de +. : 

Encore deux notations: si f est dans H°(Q), f désigne le 
prolongement de f à R" par 0 hors de Q; si T est une distri- 
bution dans R*, To désigne sa restriction à Q. 

Tout ceci posé, et u étant donné dans 44 (Q), définissons X¢ par 


© (2. 4) X$ = (bit, p(g)) — (Au, #(g)a); 

expression (2. 4) a un sens, d’après les remarques suivantes : 
1) Comme & est dans H®(R"), et grâce aux hypothèses faites 

sur les b,,, étant un opérateur linéaire continu de H*(R’) 

dans H*-2"(R") le premier crochet dans (2. 4) désigne la dualité 

entre H-2"(R") et H?"(R’); 

2) comme yp(œ) = 0 pour 7 = 0, ..., m—1, et d’après la Propo- 
sition 1. 2, (it), o(¢)g est dans H7(Q), de sorte que le deuxième 
crochet dans (2. 4) désigne la dualité entre H-"(Q) et H7(Q). 

Naturellement »(¢) n’est pas unique dans H?"(R") à vérifier 
(2. 2); mais X4 est indépendant du choix de »(¢); soit en effet 
# et #, deux choix, vérifiant tous deux les relations (2. 2); 
alors (» — #,)a est dans Hÿ"(Q), de sorte que 


(Au, (9 —%,)g) = (u, A*(o — :)0) 
= (u, *(» —)) = (ou, »—»,), 
donc X? = X¢, d’où notre assertion. On écrira : X} = 


Comme on a choisi 9(¢) dépendant continiment de 9, on 
vérifie facilement que la forme semi-linéaire p—>X9 est 


J j=m—1 ; 
continue sur [|] H’***(L), donc de la forme 
| A 


j=m—41 
(2. 5) X, = Æ (oyu, Qi» ou € be aaa 


— 
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les applications uo étant continues de J64(Q) dans 


Hs aah) 


2) Pour achever la démonstration du Théoréme il reste 
seulement (compte tenu du Lemme 2. 2) à vérifier que, pour 
u dans D(Q), ou = yu. 

Prenons +, dans DL’). On peut alors os (9) dans 9(R"); 
posant +(¢)o = », il vient | 


X, = (u, A*») — (Au, »), 
où comme d’ordinaire, (f, g) désigne le produit a ea 


H°(Q). Utilisant les Tonbules de Green (1.9) et (4. 10), 
obtient, puisque yw —0, j =0, ..., m—1; 


X= =2 gi) 


done (yu, ays (au, 5) pour tout +; dans. OP), 


done oju — y, u ce qui achève la démonstration du théorème, 


LL. 4 SR GÉ eens Ss 


3: —— L’OPÉRATEUR ¥, SUR 464(Q). 


On introduit une famille ‘J de variétés de dimension n — 4: 


contenues dans Q, 0Zp<p < 1, ces variétés tendant 


vers [lorsque pe +0. De {scoh aur nous ferons l’hypothése 
suivante (7): 

Il existe une famille finie Fee O01, ..., 0, dans 

|. R®, tels que I’, Te (e;; pour chaque 0, on suppose 

+ qu’il existe un. RE AEP AE Z de 6, sur 


(= 1 aT BY os est le point générique de ©) 


(3. 1) {- teb.que 
jel enoisk an op =n {f= 0}, 
a(l, 1.0,) = Qn {b= pfs. 
on suppose que les composantes de g, et g; 4 sont 
2m fois continiment différentiables dans ©, et Q. 
On fait ’hypothése habituelle de compatibilité : 
g et & coincident sur 0, n 0). 


eo) Où dippose dans ce n° que I’ est nent 2m fois continiment différetiéble. 
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On posera g(t) = £gu(t), +, gin(2) }e | 

A l’aide du système {0;, g,} on définit un isomorphisme 0, 
de l, sur [’ par 

(3.2) 0,0 = 8 (gu(t); ---> Bin—s(2); 0) pour zel,n6, 
(done gx) = p). 

Grâce à (3.1), on a 


0, et 65 sont 2m fois continiment différentiables. 
de l, sur [' (et I’ sur I’), leurs dérivées d’ordre 
<2m étant bornées par des constantes indépen- 

|  dantes de p. f 


(3. 3) 


Soit Q, l’ouvert contenu dans Q de frontières [’, (*). Pour u 
dans 464(Q), on sait (Friedrichs; cf. [18]) que u est localement 
dans H”, donc | 

ue H”"(Q.); 


on peut par conséquent définir 


4 5 re 
1, eu = Di (n, normale intérieure à [’,) 


élément de H"~/—*?([’,) en vertu de la Proposition 1. 2 (°). 
Désignons par D*"(I',) l’espace des fonctions 2m fois conti- 
niment différentiables sur [’,, On a le 


Lemme 3.1. — Pour © dans D°(I',) on définit 039 par 
(3. 4) ep(x) = (07 "(x)); | 
alors 09 est dans D’"(l") et l'application 9 > 0% se prolonge par. 
continuité en une application linéaire continue u —> Ofu de H*(T’,) 


dans H*(I’), pour 0 < « < 2m; 05 est un isomorphisme, dont 
l'inverse est le prolongement de (05)-1 défini par 


(3. 5) (0e) (x) = (0,2). 

_En outre, (4(E; F) désignant l’espace des applications liné- ! 
aires continues de E dans F): 

(3. 6) Plhecaocrp, earn) < ca, 

(3. 7) INF) *Tlectecr, warp) < Css 
les ci étant des constantes indépendantes de p. 


(") Tout ceci vaut lorsque I est composé de plusieurs variétés distinctes. 
(*) Qui est valable si l'est seulement m fois continôment différentiable. 
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Démonstration. — 1) Il suffit de montrer le résultat pour 


… à — 0 et «= 2m, le cas 0 < « << 2m s’en déduisant ensuite 


par interpolation. 
2) Pour « = 2m, on note, en utilisant des cartes locales et 


(3. 3), que 
[ISe¢lhemrm<e,|lelenry, pour  geD (I), 


& étant indépendante de p. L’inégalité analogue étant valable 
pour (0%) ', et ces inégalités étant immédiates dans le cas 


«a = 0, on en déduit le Lemme. 


Grâce au Lemme précédent, on peut introduire, pour 


u € dx (0), 


(3. 8) Yip = Oy, eu; 
posons 
(3. 9) Tot = Vo pu, Va pu + ns, pu} 5 
alors 
(3. 10) Ÿ € af (0) ; Il His LU) 


On va maintenant démontrer le 
TutorEmMeE 3. 1. — L'hypothèse (3.1) ayant lieu ainsi que 


(1. 5), quel que soit u dans #4(Q), Y.u — yu dans II He (D 
lorsque p —0. rh 


Démonstration. — 1) On va d’abord démontrer que 7, demeure 


dans un ensemble borné de l’espace «(3 (0); Ul HD), 
J=0 


- lorsque 0<p<p,. Posant 


a,(u, +) mote fe am(z)D'uD’r dx, 


on a 


4 i ' J=m—i1 ae 
(3.11) fo, Au? de = alu, v) + D fr, Suerte ds, 


les fonctions u et # étant, par exemple, 2m fois continiment 


différentiables dans Q,, les S,, ayant des propriétés analogues 


aux S; introduits au N° 1. On introduit de même T,.. 
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Notons maintenant ceci: soit’ | 
EE OR if e I 12 [.); 


on peut choisir »,(~) e H?"(R") avec 


(3. 12) yie($) =9, Tete) eh j=0,...,m—A4, 


de façon que 
(3. 13) Ilre(g CE ell lle 


ou 


IIlellle = (2 Iedlis<rp) = 


En effet, d’après la démonstration du Lemme 1. 1, on se 
ramène à construire w,e HY(R") avec y#,=f; j—0, a 
u—1, pour f, donnée dans H#-/-‘"([!), la norme de Pap- 
plication {f;} >, étant bornée par une constante indé- 
pendante de p. Pour cela on ‘utilise la Remarque 1.2; à l’aide 
de cartes locales (qui dépendent de p, mais où les dérivées 
qui interviennent sont majorées par des constantes indépen- 
dantes de ¢), on se ramène au cas du demi-espace et le résultat 
suit. 

Ceci étant posé, on peut écrire d’après (2. 5) (et en posant 
UQ) = Us) | 


j=m—1 


(8.19 (it, 7) — (Aus Fa) = À (ist 8); 


le premier crochet dans (3. 14) désigne la dualité entre H-2"(R") 


et H?"(R"); comme &, demeure dans un ensemble borné de | 


H°(R") à, demeure dans un ensemble borné de H-**(R*); 
d’après (3. 13) ce premier crochet est donc majoré par calllellles 
c, indépendante de p; le deuxième crochet dans (3. 14) désigne 


“reer ome, 


la dualité entre H-"(Q,) (et la norme Au, dans H7"(Q,) « 
est bornée par une constante indépendante de °, puisque » 


Aue H-™(Q)) et H7(Q,); d’après (3. 13), ce deuxième crochet 
est majoré par aallellle c, étant une constante indépendante 


te p. On déduit done de (3. 14) que 
"8. 15) Bhi etlltr-s-meny <0 pour, 0<p<p,. 
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d’où notre assertion en vertu de (3. 6). 
+ 2) Le Théorème est alors conséquence de 1) et de la remarque 
suivante (jointe à la densité de D(Q) dans #4(Q)): 
si ue D(Q), Ÿ,.u — yju dans l’espace des fonctions 
(3. 16) 2m fois continûment différentiables dans [' 
(pour la topologie de la convergence uniforme 
des fonctions et de chacune de leurs dérivées). 


4. — OPERATEUR S SUR D{(Q). 


Pour u e D(Q), on pose 
(4. 1) Su ={S,u, ST n! Sniau}, 


où les S; sont définis comme dans (1. 8). 


… Tutorime 4. 1. — Sous les hypothèses du théorème 2. A, 
“l'application u—>Su définie dans D(Q) se prolonge par 
“continuité en une application linéaire continue, encore notée 


nu —> Su, de D3(Q) dans [] H-C"-/-""(D). 
j=0 


Démonstration. — Le principe de la démonstration est 
“analogue à celui de la démonstration du théorème 2. 1. 
Soit Ÿ = fh, ..-, Yast, avec Ve H°"-/7"{T). Considérons 
(cf. Lemme 1. 1) w(V) e H’"(R") avec 


(4.2) ywW=% Tw(=0 j=0,.….,m—1, 


| et w(t) dépendant continûment de . 
.. Pour u dans D4(Q) on pose | 
(4. 3) YY = (it, #(4)) — (Au, (Po), © 
‘le premier crochet désignant la dualité entre HO) et 
H?"(R"), et le deuxième le produit scalaire dans H°(Q). : 


 Vérifions maintenant que Yj est indépendant du choix de 
_w(v) = avec (4. 2); soient en effet w et w, deux éléments. de 


RE 
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H?(R") vérifiant (4. 2); alors (#—".)a est dans H°"(Q), done 

(bit, w — 1) = (G, (D) — m1))= Cu, A{w — #1)Q) | 

a (Au, Pre #1)a) (°°) 

d’où YY = Y}, et notre assertion. On écrit désormais Yy = Yy. 

La forme semi-linéaire 4 — Yy est continue sur | 
eur 


j=0 
donc 


m—1 # 
Yu = à, (ru, vs TU € eee Era À Le à 
j=0 


l'application u>7,u étant continue de D4(Q) dans H-C"™7—*"(T). 

Comme 9(Q) est dense dans D{(Q), il reste seulement à 
démontrer que, pour u dans 9(Q), tu = Sju, ce qui se voit par 
utilisation des formules de Green. 


Remarque 4. 1. — . — On reprend ici, en la précisant, une 
remarque de [15]. 

Désignons par D(Q) l’espace des ue H"(Q), tels que 
Au e H°(Q). Muni du produit scalaire | 
(u, ¥)pxQ) = (u, P)mrço) + (Au, Av), 
c'est un espace de Hilbert. | 
Pour $= {@0, .…, Om_1} € [] H"/-'(T), soit (+) e HQ), 

j=0 


avec Yo) = 9, 7 = 0,..., m— 1, et v(o) dépendant conti- 
nûment de +. Pour u donné dans D(Q), posons 


+ = (Au, o(¢)) — a(u, »(¢)); 
on vérifie que Z¢ est indépendant du choix de »(¢) = » (car 
si # et #, sont deux choix possibles alors »—», e H7(Q)).' 
On écrira Z;=Z,. On note que la forme 9—>Z, est 
m—1 | 


continue sur [[ H"-—/-‘*(T), donc 
j=0 
(Au, o(¢))—a(u, o(9))= X Quu,@)), vue Home), 


(°) (Jb)*, adjoint de Jb, ne coincide pas nécessairement *, a 
choisir Jb* = (Jb)*. : P ement avec .b*; on peut aussi 
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Pour u dans 9(Q), on vérifie que vu = Sju. Sous réserve 
de la vérification du 


Lemme 4. 1. — Sous les hypothèses du théorème 2. 1, l’espace 
D(Q) est dense dans D%(Q), 


on a alors le 


THÉORÈME 4. 2. — Sous les hypothèses du théorème 2.1, 


l’application u — Su définie dans D(Q) se prolonge par conti- 
nuité en une application linéaire continue (encore notée u — Su) 


À de DY(Q) dans [] H-e-/-"{P). 
j=0 


Démonstration du Lemme 4.1.— Soit uw dans DX(Q); 
comme À est un isomorphisme de Hj(Q) sur H-"(Q), il existe 
æ unique dans H7(Q) avec Aw = Au; alors w est dans D3(Q) 
et [wir <q||Aul|nqq; soit » = u—w; on a: ye = yu, 
Av — 0 et comme »—>{Ay, yo} est un isomorphisme de 


H”(Q) sur 
Lun USA m—1 
H-"(Q) x II ee (D), on a ||>| amo < Cs + [yyullmm-5-1 20>. 
ne j=0 j=0 


Considérons alors 9,¢ 9(Q), 4, ;e D(C), avec 9, > Au dans 
HQ) et $j; yu dans H"47""(T) Soit w, (resp. #) 
solution de Aw,=9, avec w, e H7(Q) (resp. Ar, —0, y, = Vj, n)- 
* D'après les majorations précédentes, w,—># et »,—>9 dans 
» Dx(Q) donc »,+w,—>v dans DX(Q). Mais d’après la régu- 
+ Jarité de la solution du problème de Dirichlet [18 bis], w, 


et », sont dans 9(Q), d’où le lemme. 


*  CorozLatre 4. 1. — Sous les hypothèses du théorème 4. 2, 
- si u est dans Di(Q) et dans H"(Q), on a: 


(Au, ) —a(u, à) = 2 (Sju, Yi?) 
Sue HAT), yee Hei m1). 
Remarque 4.2. — De (1.9) et (1.10) on déduit, pour u, » 
dans 9(Q): 


4.4) (w Are) —(Au, 9) = D Com TA 3 Sms TP 


ii  — 
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Cette formule est valable, entre autres, dans les conditions 
suivantes : | 


Tutéorime 4.3. — Hypothèses du théorème 2. 1. Si l’une 
des hypothèses suivantes a lieu : + 
(1) ue#i(Q), re H?"(Q) n H;(0); 
(ii) ue Di(Q), + e H?(0); 


alors (4. 4) est vraie. Dans le cas (i) la formule s'écrit: 
(4. 5) (u, A“) — (Au, ?) stp vu, Ty). : 4 


Démonstration. — Il suffit de vérifier que les diverses» 
expressions écrites ont un sens. Le résultat suit par prolon- 
gement par continuité. Dans le cas (i), (Au, #) désigne la 
dualité entre H-"(Q) et H7(Q). Puis yyu.est dans H-/-2/2([’) _ 
(Théorème 2. 1) et Tj» e H/+1*([) de sorte que (yju, Be a 
un sens. 

Dans le cas (ii), (yu, Tw) a la même signification, et 
Su e H-@n-J- 12)([) (Théorème 4. 1) et ye H?"-/-18(0), 
de:sorte que (Sju, y) a un sens, d’où le théorème. 


5. — OPERATEUR §, SUR D4(Q). 


On se place dans le cadre du n° 3. 

Soit uw donné dans D4(Q); alors d’après le théorème de 
régularité locale de Friedrichs, u est dans H?"(Q.), p > 0." 
Par conséquent, (et avec les notations du n° 3): NB 


(5.1) S, gulp « H*12(F). | | 
On introduit ensuite . | 
Hine 2) A eu = 03 oy, eue; 


on définit ainsi un opérateur linéaire continu de D4(Q) dans 


err). Si l’on pose 
(5. 3). S.= {S,., S 
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alors 
(5. 4) Se e DH (O): IL CU) 


THÉORÈME 5. 1. aU geared A théorème 3. 1. Alors, 
pour u dans Di(Q), $.u->Su dans Il ages 8) lorsque p—>0. 


La démonstration, parallèle à tile du théorème 3. 1, n’est 
«pas détaillée ici. 


6. — RAPPELS SUR LES PROBLÈMES DE VISIK-SOBOLEV 


Pour ce n° on pourra également consulter [26], [14], [11], [18]. 
De façon générale soit V un sous-espace vectoriel fermé de 


. H"(Q) avec 

(6. 1) Hr(Q) ¢ Vc H7(Q). 

On supposera que 
(6. 2) ja(v, »)| > dll © >0, pour tout ve V. 


_ On désigne par N(V) (resp. N*(V)) l’espace des we V tels 
que Aue H°(Q), (resp. A*u e H9(Q \ avec | 


(6. 3) (Au, ») = alu, ») pour tout ve V.. 
| (resp. | 
(6. 4) ~(A*u, 9] = a'(u, ») pour tout p e V). 
Muni du produit scalaire 
(u, #)xçv) = (u, #)nrço) + (Au, Av) 


(resp. (u, )xv) = (u, %)amq) + (Au, Av)), c’est un espace 
de Hilbert. | 

> Sous l'hypothèse (6.2), A (resp. A*) est un isomorphisme 
+ de N(V) (resp. N*(V)) sur H°(Q) (cf. par ex. [11], [18]). 

a mt Pen es on en déduit ceci : 

sous l'hypothèse (6. 2), si » — L(y) est une forme semi linéaire 


_" 
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continue sur N*(V), il existe un élément u de H°(Q) et un seul 

tel que 
(6. 5) (u, A*) = L(¢) pour tout » e N*(V), 

l'application L > u étant continue, au sens suivant: 


[ul << ALI, où ||| L||| = sup. IL(e)lrieen (°)- 


7. — APPLICATION AU PROBLÈME DE DIRICHLET 


On va appliquer les remarques du n° 6 avec V = H7(Q), 
et sous les hypothèses du théorème 2.1. Alors 
N(V) = N*(V) = H7(9) n H?"(Q). 
En effet d’après [18 bis], on sait que dans ces conditions’ 
N*(V) ¢ H2"(Q) (et également N(V) € H?"(Q)) 
inclusion algébrique et topologique. 


Soit alors f donné dans H~"(Q) et g; dans H-*+ ‘R(T), pour 
j=0, ..., m—1. Pour se N*(V), posons 


7.1) Le) =) +" 3 (en Te) 


ceci a un sens: le premier crochet désigne la dualité entre 
H-"(Q) et H}(Q) (car V = H7(Q) et donc N*(V) c H7(M)); 
comme N*(V) c H2"(Q) Ty est dans H/+1/2([), de sorte que 
(g;, Ty) désigne la dualité entre H-¢+y.) et Hé+/2[), 
Par conséquent (7. 1) définit une forme semi-linéaire continue 
sur N*(V). | 

Par conséquent, d’après (6. 5), il existe un élément ude H®(Q) 
unique, vérifiant 


(7,2) Mu Ate) = Ch) + 5 (en Tr) | 
pour tout » e H?"(Q) n H7(Q). | 
On en déduit (en prenant » dans 9(Q)): 
(7. 3) Au Sy, 
donc ue d64(Q). | 
(") Sous des hypothèses convenables, on peut transformer (6. 5) en une équation _ 


où n'interviennent que des distributions sur R" (cf. [11], [14], [18]). Mais ceci n’est — 
pas indispensable pour la suite. 


ah 
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_ L’équation (7.2) peut maintenant s’écrire: 


Jean, SNe 
(u, A») —(Au,?)= À (gs Ty). 

( i i 

D’après (4. 5) on en déduit : 

(7. 4) Yiu = g, ]—=0, ..., m—1 


et l’on peut énoncer le 


THÉORÈME 7. 1. — Sous les hypothèses du théorème 2. 1, 
il existe u dans 464(Q) unique, vérifiant (7. 3) et (7. 4). 

Ou encore : 

L'opérateur { A, y} est un isomorphisme de 464(Q) sur l’espace 


H-"(Q) x il ern) (12). 


_ D’après le théorème 3. 1 les conditions aux limites (7. 4) 
ont lieu au sens suivant (sous les hypothèses du théorème 3. 1) : 


(7.5) Y,.u—g dans H-¢+1/2)[) lorsque p—0. 


Le problème (7. 3) (7. 4) est un problème de Dirichlet non 
- homogène. 


Remarque 7.1. — Il résulte du théorème 7. 1 que l’on 
peut apporter le complément suivant au théorème 2. 1: 


l'application y de 44(Q) dans [] H-¢+22/Q) est surjective. 
j=0 = 


: Ceci montre que dans le théorème 2.1 l’espace [[ H-0+1/2)(T) 
est le meilleur (i.e. le plus petit) possible. 44 

Notons encore que le noyau de y dans 464(Q) est H7(Q). 
En effet soit u dans 44(Q) avec yu = 0. Soit u* la solution 
dans H7™(Q) de Au*— Au. Alors u—u* est dans 4€64(Q), 
et vérifie A(u — u*) = 0 et y(u — u*) = 0, donc d’après le 
théorème 7.1, u — u* = 0, d’où le résultat. 


Remarque 7.2. — Soit u une distribution sur Q vérifiant 


(7. 6) Au e H-"(Q), 
(7.7) ,,w est borné dans H—-¥*1)([’) lorsque 9 0, pour 
Am ons, 


(2) On peut vérifier directement que u vérifiant (7. 3) et (7. 4) dépend continûment 
de f et gj, ou bien appliquer le théorème de Banach sur les isomorphismes. 


2 
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(Cette condition a un sens, car d’après le théorème de régu- 
larité locale, la seule condition (7. 6) implique que ue H”(Q,) 
pour tout p > 0.) 

On va montrer que (7.7) et (7.7) entraînent (sous les hypo- 
thèses des théorèmes 2. 1 et 3.1) que 


(7. 8) we HQ) ((et donc ue #4(Q)). 


En effet (7.7) entraine: | 

Yroue = fe est borné en norme dans H-0##[,) par une 
constante indépendante de op. | 

Par conséquent u, (restriction de u à Q,) est la solution du 
problème de Dirichlet (au sens du théorème 7. 1): 


Au, = (Au)o,, Vie = fine 
On en déduit : 
[|uelhaoa,) < a (Au meo) + 2], ella—o+seyry) < ca 


où c, est indépendante de p. Pour cela, il suffit de vérifier que 
« est indépendante de p. Or tout reposant sur le théorème de 
régularité de Nirenberg (N*(V) c H?"(Q)) et la transposition, 
il suffit de vérifier ceci : 

soit f e H°(Q,) et » la solution dans H7(Q,) de Av = f. Alors, 
y est dans H°"(Q,) et 


[l+lla-ma,) < esl|f|laxa,)s 


c, étant indépendante de p; ceci résulte de la démonstration 

du théorème de Nirenberg et des hypothèses du théorème 3. 1. 
Comme ||u||n~@,) est borné et fonction croissante de p, u est 

dans H°(Q), d’où notre assertion. 


Remarque 7.3. — Pour arriver au théorème 7. 1 on a pris 
la forme semi-linéaire particulière (7. 1). Étudions le cas le 
plus général. On montre (cf. [14], [11], [18]) que la forme semi- 
linéaire continue la plus générale sur N*(V) = H°"(Q) n H"(Q) 
est de la forme suivante : 


(7. 9) L(v) = (f, #) + (8 Pe), 


. 


où fe H-"(Q) (le premier crochet désignant la dualité entre | 
H-"(Q) et H7(Q)), et où ge HA"(R"), P désignant un opérateur _ 


linéaire continu de H*"(Q) dans H?"(R") tel que Py = ¢ PP: 
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sur Q; alors (g, Py) désigne le produit scalaire entre H-**(R") 
- et H’"(R"), et le résultat est indépendant du choix de P. 
- Alors, il existe u dans H®(Q2) unique, avec 


(7.40) (w, Av) = (f, 6) + Ce, Po), 
pour tout +e H’"(Q) n HQ). 


Interprétons le problème ainsi résolu; soit go la restriction 
de g à Q: go e H-™(Q); on déduit de (7. 10): 
À (A) à une AUS eo. 


Considérons maintenant sur H?"(Q) le produit scalaire 
(A*u, A*v); grâce au fait que ||A*ul| > c{iu/jurç) pour 
we H(Q), on définit ainsi un produit scalaire équivalent 
à (u, ?)x2mQ)- Par conséquent il existe u, unique dans Ho” (2) 
vérifiant, (Ae Up, A*v) = (go, ¥) pour tout o e Hy (Q), i, €. 


(7. 12) RA ‘Us = £0. 


"Alors lig désignant le prolongement de ty à R" par 0 hors de Q 
(tig. <'H?"(R")), on voit que 


Dub" e H-2"(R") et (ig) = go. 
Si donc l’on introduit 
(7. 13) | 


on a la une distribution de H~*"(R"), à support dans Q, et 
telle que ho = 0, donc à support dans I’. Or on montre [9 bis] 
que toute distribution de H-2"(R") à support dans [’ peut 
s’écrire : 


(7. 14) ch, °) = >) ‘te Ty) +3 > (#, ON y e H?"(R”), 
où 


(7. 15) ge H-WH%1T), gh a Hig (4-291). 


Finalement (7.10) est équivalent a 
(7.16) (ws Ato) = (RD) + Cie, Po) +S Cen Te 


À pour » e H?”(0) n Hy(Q). , 
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Mais = | 4 
CR" Go, Pr) = (L'üo, (L)"Pe) (7%). | 
le deuxième crochet désignant le produit scalaire dans HR"). 
Puis, w, étant dans H?"(Q), A*ü, = (A*w) et par conséquent 
(to, (&)*Pe) = (A*w, A*r), et done (7.16) équivaut à 


(7.17) (u— Aus Av) = f #) + Z (en Tr), 
y e H2"(Q) n HQ). 
Conclusion. — On est ramené à l'équation (7. 2) avec u 
remplacé par u— A*up. 


8. — APPLICATION AU PROBLEME DE NEUMANN 


On applique les remarques du n° 6 avec V = HQ). On. 
fait l’hypothèse 
(8.1) Ja(s, ¢)| ><ellellamq, c>0, pourtout »e H"(Q)(1#). 

Alors (cf. [18 bis]) N*(V) ¢ H?”(Q) (et N(V) ¢ H?"(Q)), inclu- 
sion algébrique et topologique. | 

Nous prenons dans (6.5) L(v) donnée par © 


&2 Le)=— Se > ve NV, 


où f est donnée dans H°(Q) et g, dans H-2"+/+1/2([), 

Grace au fait que N*(V) c H?"(Q) on définit ainsi une forme 
semi-linéaire continue sur N*(V). Par conséquent, il existe u 
unique dans H°(Q) vérifiant 


(8.3) (u, A*») = (f, > (g; YP) pourtout ve N*(V). | 


On en déduit que | 


(8. 4) Au = fi 
done we Di(Q). Alors (8. 3) s’écrit 


(uy A6) — (Au 0) =—"S (ey, 77) 


(*) Cf. (°). 
(4) Pour d’autres hypothèses, cf. Remarque 11. 2 
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D’après (4. 4) (valable; cf. théorème 4. 3), et notant que 
- Ty = 0 puisque » € N*(V), on voit que 
(8. 5) SU = gop 0, ou, m—A. 
On peut donc énoncer le 
THÉORÈME 8. 1. — Sous les hypothèses du théorème 2.1 
et avec (8. 1), tl existe u dans D4(Q) unique, avec (8. 4) et (8. 5) (15). 
Ou encore : 
L’opérateur {A, S} définit un isomorphisme de D(Q) sur 
m— 1 
l’espace H°(Q) x [[ H-@"-/-12)([) (28). 
I=0 
Notons que, sous les hypothèses du théorème 3.1: 
(8. 6) Sou — gy dans H-@e"—/—"P)T'), lorsque p — 0, 
1=0,..., mL 
On a des remarques analogues aux remarques 7.1, 7.2, 
- 7.3; énonçons-les brièvement : 


Remarque 8. 1. — L'application S de D4(Q) dans 


"IL H-¢2-i- | r) 


J=0 
est surjective, de noyau N(H™(Q)). 


Remarque 8. 2. — Soit u une distribution sur Q telle que 
(8. 7) Au e H°(Q), 
(8. 8) Su est borné dans HET) 
. lorsque par, pe res m—k 
Dans ces conditions, on a 
(8. 9) ue HQ) (donc we Di(Q)). 
Remarque 8. 3. — Si v->L(v) est une forme semi-linéaire 


continue sur N*(V), elle peut se prolonger à H?"(Q) (d’après 
Je théorème de Hahn Banach) et donc 


8,10) L(o) — (8, Pr), 
g et Py étant comme dans (7. 10), y e H2"(Q). 


(5) Il s’agit du problème de Neumann non homogène attaché à alu, +). 
(6) Remarque analogue à celle de la note de bas de page (F). 
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Alors il existe u dans H°(Q), unique, avec 
(8.11) (u, A*») = (8, Pe), pour tout ve N*(V). 
Donc 7 


(8.12) Av = go 


wr ey Ne 5 


“On dbodhit encore je Hi m(Q), avec AA*uy = go, et 


(8.48) à th = gi bé. 


On peut écrire À comme dans (7. 14), (7. 15) et (8.11) peut 
alors s’écrire (en tenant compte du fait que Ty = 0 _ pour 


ADE 
“(u. Uu, A°p VE VANE, Pe) - À, (gi, 1). 
‘On est done ramené à (8. 3) avec g, remplacé par — > Bi 


et u par u— Au. 


Remarque 8. 4. — Il résulte de (8. 1) qu'il existe u dans sa 
unique, vérifiant | 
(8. 14) a(u, ») = {(v), pourtout € H"(Q) 


où »—>{(v) est une forme semi-linéaire continue sur H"(Q). 
‘Prenons | | 


j=m-1 
(8. 15) = Ale) = (f, ») — à (By YF), 
où | 
(8. 16) fe HQ) et g, e H-™***4(P) 


(de sorte que » —>4(s) est bien continue sur H"(Q)). On a alors 


(8. 4) et (8.5), de sorte qu’en combinant avec i théoréme 4! 2, 
il vient | | 


THÉORÈME 8. 2. — Sous ies hypothéses du théoréme 2. rt et 
avec (8. 1), l'opérateur {A, S} est un isomorphisme de D%(Q) 


(cf. Remarque 4. 1) sur H°(Q) x TL À «pig dt à à F 
; : Jo 4! ; 


| 


_— 
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9. UN RÉSULTAT D’INTERPOLATION 


Soient {F, E}, {F,, E,} deux couples d’espaces hilbertiens, 


comme au n° 


Tutorime 9. 1. — Soient M,, 0 < p < fo, M, des opérateurs 
linéaires continus de E dans E, et F dans F,, tels que, lorsque 
p90, 

(9.1) Me > Me dans E, fort, pour tout eeË, 

(9.2) M.f > Mf dans F fort, pour tout feF. 


Dans ces conditions, pour 0 <0 <1, 
(9.3) M.g—Mg dans Fi °E? fort, pour tout ge FRE 
Démonstration. — Soit g dans F‘~°E®; alors, d’après [15 ter] 


il existe une fonction u,(t) = u(t), dépendant linéairement 
de g, telle que . 


(9.4) Jui + lew’ (alishat < rll") 
ou 12 + a — 06, pvec sole et in Ie. 


(99). enh 9 40) =e 

On introduit non 

(9. 6) v(t) = M(u(i)), #1) = M(u(t)); = 
alors (Sapa tr 


12 ve(0) qu Meg, (0) sas Mg, 
et d’après [15 ter] on aura (9.3) si 5 | 
(9.7) tv, > te’ dans l’espace L*(0, 0; F) (”); 


et. 


(9.8) tp 9 dans L2(0, 0; E), 


17) La fonction u définit une distribution sur ]0, 0 [ (noté (0,00) dans [1 6]), à valeurs 
dans F [22 bis], donc dans E et u' désigne la dérivée de u en { au sens distributions 
sur ]0, oo[ à valeurs dans E (cf. aussi [16]). 

(18) L? (0, ©; X), X espace de Bannach, désigne l’espace des (classes de) fonc- 


> tions de carré sommable sur ]0, [ à valeurs dans X. 
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Mais les opérateurs M, demeurant dans des ensembles . 
bornés de 4(F; F,) et 4(E;E,), on a 


Ie (Ole, < ealler(2)| he, leee(E)lhs, < o||e*u'(t) lhe s 
par ailleurs, d’après (9. 2) et (9. 1), ».(t) >e(t) dans F, fort, 


et 1(t)—>»’(t) dans E, fort. D’où (9. 7) et (9. 8) d’après les 
théorème de Lebesgue. 


10. — APPLICATIONS DE L’INTERPOLATION : 
PROBLÈME DE DIRICHLET 


Introduisons quelques nouveaux espaces. 
Dérinition 10. 1. — On désigne par 4%(Q) l’espace des 
(classes de) fonctions ue H*(Q), 0 << a < m, telles que 
Aue H-"(Q). 
Muni du produit scalaire 


(10.1) (u, #)zesço) = (u, v)n«ço) + (Au, Av)n-1(0), 


c’est un espace de Hilbert. 
Notons que #%(Q) = H"(Q), avec des structures hilber- 
tiennes équivalentes (mais non identiques). 


DériniTion 10. 2. — On pose 
(10. 2) AY—O(Q) = (467(Q)} (364 (Q))° 


Proposition 10. 1. — Sous les hypothèses de la proposi- 
tion 10.1, on a hä(Q) € #4(Q), OS a<m, algébriquement et 
tapologiquement (1h 


Démonstration. — Considérons l’application identité : u—> u, 
qui est linéaire continue de #%(Q) > H"(Q) et de 64(Q) > H°(Q); 
alors par application du théorème d’interpolation, elle est 
linéaire continue de hi{-®"(Q) dans 


(H"™(Q Jr (HQ ))® = H@-"(Q) 


(1°) Une étude plus précise de h¢(Q) sera faite dans un des articles ultérieurs: ve 
cette série. 
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(Définition 1.1). Done u—u est linéaire continue de hX(() 
dans H#(Q). | 
On considère ensuite l’application linéaire u — Au, continue 
de #%(Q) et #(Q) dans H-"(Q), done de h%(Q) dans H-”(Q) 
d’où le résultat. | 
Comme {A, y} est un isomorphisme de H"(Q) = 36%(Q) 
m—i 
sur H"(Q) x [[ H”**"([), et comme, d’après le théorème 7. 1, 
j=0 m—1 
{A,y} est un isomorphisme de 44({)) sur H-(0O)x IAA) 
on en déduit (”) : nde 
Tutortme 10. 1. — Sous les hypothèses du théorème 2. 4, 
pour 0 <a<™m, Vopérateur {A, y} est un isomorphisme de 
m— 1 : . 
PO) eur HO). x [] AS (1). 
j= 
De méme, pour u dans d6n(Q), Yj, uw —> yu dans Hy X(T) 
sous les hypothèses du théorème 3. 1 (immédiat), et pour 
ue 364(Q), 7, ,.u—->yu dans H777'"([) fort, tout ceci lorsque 


o—>0 (théorème 3. 1); utilisant alors le théorème 9. 1, il 
vient : 

Tuéorème 10. 2. — Sous les hypothèses des théorèmes 7 ER 
et 3.1, pour u donné dans h4(Q), on a 

(40.3) Y,eu—yyu dans Hes-'9([) fort, 7=0,...,m—1, 


lorsque p —> 0. 
Par conséquent, pour f donné dans H-"(Q) et g; donné dans 
H-/-'7([), O<a<m, il existe u unique dans H°(Q), avec 


(40. 4) re à 
(10. 5) Yu = 8j Lit 0, és ON TT 4 


et (10.5) s’interprétant par (10. 3). 


Remarque 10.1. — Prenons dans les théorèmes 10.1 et 


410. 2, «— m—1/2. Alors g,¢H™-(L) et la solution wu est 


dans H"-'"(Q). Ceci améliore le résultat de [5] (relatif à 
m= 1; cf. aussi [18’] où l’ouvert Q est plus général) et de [17] 
(m> 1) où la solution est seulement trouvée dans H”7‘(Q). Les 
méthodes sont complètement différentes; on verra dans un 


(2) Notons que si M est un isomorphisme de E sur E, et de F sur F,, c'est égale- 
ment un isomorphisme de F!-°E! sur Fi-%E} (interpoler M et M1). 
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article ultérieur de cette série comment obtenir le théorème, 


10.1 par la méthode de [17] (cf. aussi Remarque 10. 3 ci-après). 
Il serait peut-être intéressant de compléter le théorème 
10.4 en prenant le deuxième membre f dans un espace plus 
grand que H-"(Q); il faut en effet noter que dans le cas parti- 
culier Q = {x, > 0} le théorème 10. 2 de [16] est meilleur 
que le théorème 10. 1 actuel. (On doit dans [16] distinguer les 
variables « tangentielles » de la variable « normale »). 


Remarque 10.2. — Soit u distribution sur Q vérifiant 
(10. 6) Aue H-"(Q) 

et 
(10.7) %;,u borné dans H*~-1*(L), 7 = 0, ...,m—1, pO. 
Dans ces conditions: ù 
(10. 8) u e H(Q). 


Même démonstration qu’à la Remarque 7. 2. ve 
Cette remarque est utile dans l’étude des espaces de Hardy 
(dans le cas L?; on étudiera cela plus tard, à propos du cas 
LA =. Box co). eee 


Remarque 10. 3: — Nous ne nous sommes pas intéressés aux 
hypothèses minima de régularité des coefficients de A sous 
lesquelles le théorème 10. 1 relatif au cas «est vrai. Dans cette 
direction la méthode d’interpolation n’est pas. favorable; 
pour obtenir le résultat pour « € ]0, m{ il faut utiliser le résultat 
pour «= 0 et «=m, donc les hypothèses relatives au cas 
a = 0, plus restrictives que celles relatives au cas «= m; c’est 
dans cette direction notamment que la démonstration directe 
(sans interpolation) du théorème 10. 4 sera utile. | 


Remarque 10. 4. — On sait que {A, y} est un isomorphisme 
de H*(Q) sur H°-2"(Q) x [[ H°-/-12(T) pour s entier > m— 
jo 


et, par interpolation, pour s réel > m. C’est la Proposition 3, 
p. 87 de [19]. (Où il n’est pas fait usage de l’interpolation.) 
Le Théorème 40.1 étend, dans un certain sens, ce résultat 
au cas 0<s< m (1). 


(*) On trouvera également dans [19] quelques indications (p. 84) sur le cas 
0<s<m, Q= {x >0}, A à coefficients constants, A = 0. 


PROBLÈMES AUX LIMITES NON HOMOGÈNES 169 


Remarque 10. 5. — Nos résultats sont vrais sous les hypo- 
thèses suivantes : 


to) ; D ns 
A(z, 2)= A est un opérateur différentiel à coeffi- 


cients dans 9(Q), d’ordre <2m, tel que les sys- 
| temes fy; S;} et {y,;, T;} soient de Dirichlet; 

(ii) A est un isomorphisme de H”(Q) n H2"(Q) sur H°(Q); 
(ii) A est un isomorphisme de H7(Q) sur H-"(Q). 


Nous avons supposé que 
(10.9) |a(v, ¢)| > al|ellma), à >0, pourtout ve H7(Q), 


ce qui entraîne (i), (ii), (ili). Du point de vue «algébrique », 
si l’opérateur A est fortement elliptique, alors, d’après [8], 
(10: 9) a lieu pour a(v, ») + Al|r||?, A > 0 assez grand. 
Nous allons brièvement donner des conditions algébriques 
plus générales que l’ellipticité forte, et sous lesquelles (i),. (ii) 
» et (iii) sont encore vérifiées (en remplaçant éventuellement A 
par A + À). rie 
Supposons la dimension n > 2 (sinon il faut ajouter des 
hypothèses du type « properly elliptic », cf. par ex. [20], 


(1) 


[20 bis]), et supposons Afro) elliptique, i.e. E 
(10.10) D ay(x)P+?0 pour FeR, E40.) 
Fe hte Jeklaj=m , L Ak: tne sn LÀ 
- Si (10. 10) a lieu, on sait [20] que l'opérateur A de H7(Q) n H2"(Q) 
dans H°(0) est surjectif si A* est biunivoque sur H}(Q) n H?"(Q 
et que ([1 ter], n° 12) si A est biunivoque sur H7(Q) n H°"(Q) 
il en est de même pour A*. Par conséquent la condition (i 
sera réalisée pour A et A* si  . 
(10. 11) A est biunivoque sur H7(Q) n H?”(Q). 
. Supposons maintenant que (ii) ait lieu pour A”; par trans- 
position il en résulte l’existence et l’unicité de u dans H°(0), 
. vérifiant | | 
(10.12) Çu, A*») = (f, ») pour tout » e H7(Q) n H?"(Q), 
pour f donné dans H-"(Q) et u dépendant continiment de re 
Mais (10. 10) ayant lieu, il résulte de (10. 12), d’après fas bis], 
que u est dans H"(Q). Alors Au =f et (u, A*») = (Au, 9), 


pipes 
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i.e. par (4. 5) 2 (yju, Tp)=0 pour tout ve Hy(2) n H™(Q); 
l'application ves {Ty} de Hy(Q) n H?"(Q) dans Il Hi*#7( (D) 


étant surjective, il en résulte que yu = 0, j = 0,” …, m—4, 
donc 

(10. 13) ue H”(Q). 
D’après le Théorème du graphe fermé, l’application : fs à 
est alors continue de H-"(Q) dans H7(Q) et (iii) a lieu. En 
résumé: sous les hypothèses (10. 10) et (10. 11) les conditions 
(i), (ii) et (iii) ont lieu. 

Supposons que A soit faiblement défini positif [4 ter], i.e. 

(10.44) ‘Re D “a, (ze 20) EeR" ze. 

[PLigi=m 

Alors, d’après le Théorème 12. 8 de [1 ter], A + A et A* +A 
sont biunivoques sur H”(Q) n H’"(Q) pour ASA, Aq assez 
grand (la démonstration de [1 ter] donne une évaluation 
de À). On peut donc finalement énoncer le 


THÉORÈME 10. 3. — Sous les hypothèses (10. 10) et (10. 14), 
la dimension n étant > 2, l'opérateur {A + À, y} est un isomor- 
phisme de h%4,(Q) sur H-"(Q) x [[ HT), 0<a<m, À 
positif assez grand. xt 

Ajoutons qu’en utilisant [4 bis], [4 ter] et [1 bis] on voit de 
fagon analogue que (ii) entraine (iii) dans les espaces H™?(Q) 
de Sobolev construits à partir de L?(Q), p42. 


11. — APPLICATIONS DE L’INTERPOLATION : 
PROBLÈME DE NEUMANN 
| 
Dérrinitron 11. 1. — On désigne par D%(Q), 0 < «a < 2m, 
l’espace des (classes de) fonctions ue H*(Q) telles que | 


Aue HQ), 
Muni du produit scalaire | 
(11.1) (u, v)p5o = (us P)nrça + (Au, A»), 


c’est un espace de Hilbert. 
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Notons que DY(Q) coincide avec H2"(Q), avec des structures 
hilbertiennes équivalentes (mais non identiques). 


DériniTion 11. 2. — On pose 
(11. 2) dé-0(Q) = (DY(Q)}- (D: (M)}. 
Proposition 11.1. — On a l'inclusion algébrique et topo- 


logique d&(Q) ¢ D£(Q) (2). 
La démonstration est identique à celle de la Proposition 


10.1. 


Comme l'opérateur {A, S} est un isomorphisme de D%({2) 


m— 1 
sur HQ) x [[ H/#12([) et, par le théorème 8. 1, de D{(Q) 
J=0 


sur H°(Q) x [] H-2"#+12(D), il vient 
IL 


THÉORÈME 11. 1. — Sous les sin du théorème 8. 1,{A,S} 
est un isomorphisme de dX(Q) sur H®(Q) x TL EPA ia a ol A 
pour 0<a< 2m. 

En outre 

Tutorime 11. 2. — Sous les hypothèses du théorème 8.1 
et du théoréme 3.1, pour u donné dans robe S;, eu —> Sju dans 
He-2"+i+1/2(D) lorsque o—>0, 7=0, ..., m—1. 

Remarque 11. 1. — Soit uw une distribution sur Q, telle que 

(11.3) Aue HQ), 
et 


(14. 4) Sz eu Pre borné ia Hc-%"+/+12(0), lorsque p +0, 
] = .. m — 


Dans ces conditions 
(14. 5) : u e H*(Q). 
Remarque 11. 2. — En utilisant le Théorème 8. 2, on obtient 


par la méthode précédente le résultat suivant : {A, S} est 
- un isomorphisme de bigs 

(Dz(Q))'-*(DA(Q))? sur eo eter C nn ET". 
1 1=0 


(22) Une étude plus précise de d{(Q) sera faite dans un article ultérieur. 
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Comparant au thèorème 11. 1, avec « = (1 — 0)m, on en 
déduit 
(DA(Q))-KDA(Q)) = a-"(Q), OO <1. 
En particulier (0 = 0): d?(Q) = Dz(Q). 


Remarque 11. 3. — Remarque pecdogues à la Remarque 10. 5. 
Tout est valable si 


A(a, — est a coefficients indéfiniment différen- 
xv 


(i) ae dans Q, d’ordre 2m, les systèmes {y,, Sy} 
et {y,, T,} étant de Dirichlet; | 

iy A LE un isomorphisme de N(H"( Q)) n H°"(Q) sur 

(3) H°(Q). 

Les conditions algébriques sont ici plus compliquées ([1], + 
[1 bis], [20 bis]). 

‘Il y a une légère différence entre e- cas « Dirichlet » et 
« Neuman », l’hypothése (iii) de la Remarque 10.5 n’ayant 
pas d’analogue ici. On peut en fait observer ceci: a) on 
a vu à la Remarque 10. 5 que (iii) est essentiellement consé- 
quence de (ii); b) dans le cas ‘Dirichlet on «interpole » entre le 
«transposé de (ii) » et (iii), tandis que dans le cas Neumann, 
on «interpole » entre le « transposé de (jj) » et (jj); mais dans 
le cas Dirichlet on pourrait aussi « interpoler » entre le « trans- 
posé de (ii) » et (ii) lui-même. On obtient ainsi un résultat un 
peu moins bon pour le deuxième membre; on bénéficie dans 
le cas Dirichlet du fait que D(Q) est dense dans V, le dual de V 
étant alors un espace de distributions sur Q. 


12. — EXEMPLE DES PROBLÈMES 
DE DÉRIVÉE OBLIQUE 


‘On remplace maintenant la forme sesquilinéaire a(u, ¢) | 
définie au N° 4, par la suivante: 


(12. 4)...a(u, 9) =", D Jo al) Dube de + ss (Aju, yy), | 


Ip lgi<m 


où A; est un opérateur différentiel d’ordre 2m — j — 1, m—1 
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fois transversal à I’ (cf. par ex. [15]), à coefficients indéfini- 
- ment différentiables dans Q. Alors 


(42. 2) Aje £(H™(Q); HET), 


dé sorte que (12. 1) définit uné forme sesquilinéaire continue 


sur H”"(Q) On suppose que 
(12. 3) Ja(s, ©)| > dla, c>0, ve HQ); 


pour l'étude de relations de coercivité de ce type, cf. [1]. 
Avec les notations du N° 6, et V = H”(Q), on a encore [4], 
[18] :° N*(V) c H2"(Q) (et aussi N(V) € H?"(Q)). : 
Par conséquent, pour f donné dans HQ), et g, dans 
H->"*/*'2(D), il existe u e HQ) unique avec | 
(12. 4) (un, A) = (f, ») =D (ap, tp), ve N'{V). 
J=0e ri 4 | 
On en déduit Lis 
(42.5) Au — f, 


| done ue D4(Q), et (12. 4) s’écrit 
j=m—! 


(u, A*»)—(Au, +) =— À, (Bn Yi), 
- d’où avec (4. 4): 
(12. 6) 5 Cum, Te) = 3, Suite) ee NV). 
=0 =0 
Traduisons maintenant le fait que » est dans N*(V), v.e. que 


(A*», w) = a*(v, w) pour tout » dans H"(Q); utilisant le 
- corollaire 4.1, on obtient la condition équivalente 


(12. 1) > (Ty, 1) er D CYP, Ap), pate HQ). 


rtat 


174 J. L. LIONS ET E. MAGENES 


De (12. 6) et (12.8) on déduit 


m—i oes m—1 eue ts 
2, Ath WO) = 2 MT 8 1722 


Zz 


pour tout » dans N*(V); mais N*(V) étant dense dans H”(Q) (*), 


il en résulte 
(12. 9) Sjyu — Au=g, 7 =0, ..., m—1. 
C’est un probléme de dérivées obliques régulier [15]. Posant 
(42.10) (S—A)u={(Sy—Ap)u, -.-, (Sn—1— An-s)¥$, 


on a 


THÉORÈME 12. 1. — Sous les hypothèses du théorème 2.4 et 


(12. 3), l'opérateur {A, S—A} est un isomorphisme de Di(Q) 
sur H°(Q Lx I H-2"+/+1/8([’), 


Par iti a on en déduit : 


THÉORÈME 12. 2. — Sous les hypothèses du théorème 2.1 
et (12. 3), l'opérateur {A, S—A} est un isomorphisme de d{(Q) 


sur H°(Q) x Tl H2-2"+J+12(0)), OS a< 2m. 


13. — EQUATIONS DIFFERENTIELLES OPERATIONNELLES 


Avec les notations du N° 6, supposons que 


(13. 4) nes 0) + faleta)l de > dllolfimay, 6 < 0, ve V, ! 


pour & convenable. 


Alors, si p= § + in, À + p (resp. A* + p) est un Bonicr ns | 


de N(V) (resp. NeW V)) sur H°(Q) pour —>£,, et 
(13.2) ||(A + p) leon new) < pol (Ipl) (24), E> Eo 
(majoration analogue pour (A* + P)-*). 


Par transposition on en déduit ceci: si e—>L(s) est une — 


(9) Si |a(v, )| > cll||%mcay, N(V) (et N*(V)) est dense dans V. 
(*) Pol (|p|) désigne un polynôme en |p| (ici de degré 1). 
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forme semi linéaire continue sur N*(V), il existe u(p) = u 
- unique dans H°(Q) avec 


(13.3) (u, (A* + p)e) = L(v) pour tout ve N*(V), 
et 


(13. 4) Il < pol(p) |} LI, 


où |||L||| = sup .|L(V)| |||, 


Appliquons ces remarques au cas V = H”(Q) (problème de 
Dirichlet). Comme au N° 7 nous prenons 


(13.5) Le) =f, ) + 3 (en Te) 


f donné dans H="(Q), g; donné dans H-/—'”([); il en résulte 
pet: N9.7) : 


{A + p, y} est un isomorphisme de #4}(Q) sur 

(13. 6) ipa 8 ser TI H-!-""(0) pour EE, d’inverse 
majoré ag polynôme en |p|. 

Par ailleurs, { A+ p, y} est unisomorphisme de H™(Q) = 365(Q) 


sur H-™(Q) x Il H"~/—'?(T), d’inverse majoré par un poly- 
nome en ?] i 
Utilisant le Théoréme d’interpolation et la majoration des 
normes (9 <ypi—%u®), on en déduit: 
pour 5 > bo, {A + p, y} est un isomorphisme de h(Q) sur 


H-"(Q) x itt He-/-([), pour 0<0<™m, d’inverse majoré par 


un olan en |p|. 
On en déduit, par la méthode de la transformation de 
Laplace (cf. par ex. [12]. Chap x1): 


 Tutorime 13. 1. — Sous les hypothèses du Théorème 2. 1, 
Vopérateur }A +2 rf est un isomorphisme de 9',(h%(Q)) 


sur D(H-"(0)) X Il 9) (H-""(L))("), 


(25) ax), X espace de Banach, désigne l’espace des distributions en ¢ à valeurs 
- dans X et à support limité à gauche. Cf. [22 bis]. 
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. Autrement dit : si f est une distribution en ¢ à valeurs dans» 
H-"(Q) à à support limité à gauche et si g, est une distribution en 
t à valeurs dans H*-/7‘*([), de support limité à gauche, il | 
existé une distribution u et une seule à valeurs dans hg(Q), 
de support limité à gauche, telle que 0 


avec. ;;. Vu = gp : J=9, ..., m—i1 (26). 
Remarque 13. 1. — Sous les hypothèses du théorème 3.1, 


on aura | 3 
Y,u—>vu dans ®D,(H*-/-12([)) lorsque p—0. 


‘Remarque 13. 2. — On peut naturellement développer des 
Comat ératiotis analogues pour le cas du ee dé Neumann, 
des problèmes de dérivées obliques, etc. 


Remarque 13. 3. — On peut étudier de même des ORFatfUrS 


À + o?fot?, À + iofot, etc. Cf. [12]. 


Remarque 13. 4. — La méthode précédente permet éga- 
lement d’étudier les problèmes de perturbation singulière, 

à partir des résultats de [25]. 

‘La généralisation de la théorie au cas où A = A(z, t, =) est 


coefficients dépendant de ¢ (cf. [42]) sera faite dans un Brticle | 
ultérieur. (Cf. déjà [16 bis]). 
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SUR DES INVARIANTS INTÉGRAUX 
DE CHAMPS ENLACÉS 


par Joseph WEIER (Fribourg Br.) 


Etant donnés V une variété différentiable, f un champ de 
r-plans tangents et g un champ de s-plans tangents 4 V avec 
r>s, nous dirons que f et g sont « enlacés » s’il est impossible 
de déformer les champs f, g en des champs f', g’ de manière 
que g(p) c f (p) pour tous les points p e V. A quelles conditions 
les champs f et g sont-ils enlacés? C’est cette question que 
traite notre note. M. le Professeur R. Tuom a bien voulu lire 
une première version de mon manuscrit et m'a suggéré 
différentes généralisations. Je lui en exprime ma très vive 
gratitude. 


4. Un premier système invariant. — Soient R un espace 
numérique et r, n des entiers avec 1<r<n, V une n-variété 
différentiable compacte orientée plongée dans R, f un champ 
de r-plans tangents orientés et g un champ de directions 
- tangentes à V. 

On peut supposer: l’ensemble, A, de tous les points pe V 
satisfaisant g(p)¢f(p) est un r-polyèdre fini; l’ensemble, B, 
de tous pe V où g (p) est orthogonal à f (p) est un (n-r)-poly- 
èdre fini. Par (A, f, g) est déterminé (voir la deuxième section) 
un r-cycle, z, à coefficients entiers, par (B, fghan(n-r)- 
cycle, {, de même à coefficients entiers. Si z 7~ 0, alors les 
champs f et g sont sûrement enlacés. Il est donc impossible 
| de déformer g en un champ g’ tel que g’ (p) ¢ f (p) pour tout 

| point p. 


emme e 


hé 
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Alors soit z ~ 0. Deux (r + 1)-chaînes, x, et x,, de V avec 
da, = 0%, = z seront dites appartenir à la même classe d’équi-. 
valence par rapport à z si —0. Soient Xj, Xg, ... les 
classes d'équivalence obtenues de cette manière. Alors toute 
paire (X;, €) définit, univoquement modulo les cycles homo- 
logues à zéro, un 1-cycle d’intersection, S(z). | 

Si maintenant ,, w,..., forment une base des 1-formes diffé-* 
rentielles closes sur V, alors les nombres 


ay = fant der adam Ml Bese’ 


sont univoquement déterminés par les classes d’homotopie de 
f et g au sens suivant: Si l’on déforme f, g en des champs 
f', g’ et si wi; sont des nombres appartenant à (f’, g’) qui 
correspondent aux w;;, alors on peut supposer les w;, munies 
d’indices de façon que w, = w;, pour toute paire (1, J) avec 
i1< m et que w, = 0, wi, = 0 pour i > m. 


2. Une caractérisation numérique de l’enlacement. — Au 
lieu des classes d’homotopie de champs de directions envisagées 
ci-dessus, on peut aussi prendre pour base des classes d’homo- 
logies: Soient g, g’ deux champs de direction tangents a V. 
Alors il existe une homotopie { g*} de g en g’ telle que chacun 
des champs g* posséde au plus un nombre fini de singularités 
et que l’ensemble de toutes les paires (p, t), où p est singularité : 
de g*, représente un 1-polyèdre fini, P. Ce dernier polyédre 
est donc situé dans le cylindre ouvert V X (0,1). Soient s, 
les 1-simplexes orientés d’une décomposition simpliciale de P, 
s; un des s, et ¢ un n-simplexe situé en V X (0,1) orthogonal 
à s, et orienté par V X (0,1) et s; Alors g*(p) est, pour tout 
point (p 7) de la (n — 1)-sphère dt, un demi-rayon tangent à V. 
On obtient donc une transformation de la (nm —4)-sphére | 
dt dans la (n —1)-sphère de direction au point p. Soit b, ! 
le degré de cette transformation. Alors Yb;s, est un 1-cycle. 
S'il existe une homotopie de g en g’, dont le 4-cycle ainsi 
construit est homologue à zéro, alors nous dirons que g et g’ 
appartiennent à la même classe d’homologie. | 

Pour définir le cycle z de la première section, soient de 
nouveau s; les r-simplexes orientés d’une décomposition sim- 
pliciale de A, s; un des s, et t un petit (n — r)-simplexe en V 
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orthogonal à s; et orienté par (V, s,;). Pour tout pe V, soit 
f*(p) le (n — r)-plan orthogonal à f(p) et tangent à V au point 
p. Soit f*(p) orienté par la paire (V, f(p)). Alors g(p) est, 
pour tout pet, non orthogonal à f“(p). C’est pourquoi la 
projection orthogonale, g*(p), de g(p) sur f*(p) est un demi- 
rayon en [*(p), non pas un point. Le simplexe ¢ étant suffisam- 
ment petit, on peut supposer que tous les plans f(p) avec 
- pet sont parallèles l’un à l’autre. Par suite, g*|d¢ détermine 
une transformation de la (n—r—1)-sphère dt dans une 
(n — r — 1)-sphère de vecteurs. Soit de nouveau b; le degré 
de cette transformation. Alors on a z = Xb;s. 
Le cycle € se définit de façon analogue. 


3. Sur la structure plus fine de la situation mutuelle. — 
Comme plus haut, soient V une n-variété différentiable 
compacte orientée plongée dans un espace numérique, r un 
entier positif < n, fun r-champ orienté et g un 1-champ orienté 
tangent à V. Soient à nouveau l’ensemble de tous les points 
pe V avec g(p) c f(p) un r-polyèdre, A, et l’ensemble de tous 
pe Vsatisfaisant g(p) | f(p) un (n—r)-polyèdre, B. Comme 
plus haut, soient z le cycle défini par (A, f, g) et ¢ celui déter- 
miné par (B, f, g). 

Soient A,, A,,... les composantes connexes du polyèdre A 
et z le cycle z|A,. Deux zn, désignés par x et z;, seront dits 
appartenir à la même « composante d’homotopie » au sens de 
M. J. Nietsen (voir par exemple [2] et [3]) s’il existe un en- 
semble, W, ouvert. par rapport a V satisfaisant 4 


A,u A;c W et (A, uB)aW=0 pour tout hÆ1,] 


- tel que l’on peut, sans changement sur V — W, déformer f, 
g en des champs f”, g’ qui jouissent de la propriété : l’ensemble 
de tous les points pe W avec g'(p)cf'(p) est un polyèdre 
fini connexe. | | 
: Soient z, Zz, … les composantes d’homotopie de z et 6], Éirers 
les composantes d’homotopie de €. Soient Zi, 2, … celles des 
- z, homologues à zéro. Rangeons deux (r + 1)-chaines, x, et 2%, 
à coefficients entiers satisfaisant 07, = dx, = 2, dans la même 
classe d'équivalence par rapport à 2, Si 41 — 4%: — 0. De cette 
manière, les (r + 1)-chaines æ avec dx = 2 se décomposent 
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ei oe 


Renee 


. a 1 # 
en des classes d'équivalence, X,,, X», …, relativement à 2. 


Toute paire 
(Xni, Gy) 


définit, à des chaînes homologues à zéro près, un 1-cycle d’inter- 
section, S(h, 1, 7). 

Soient w,, w2, ... les formes différentielles définies en la pre- 
mière section. Alors le système des nombres 


Ohijk = La joe 
han sde MY De Gian ee PS NES ee 
quement défini par les classes d’homotopie de f et g au sens 
suivant : 

Si f’ est homotope à f et g’ homotope à g et si les Whip 
forment un systéme appartenant a (f’, g’), alors on peut suppo- 
ser les whi, munies d’indices tels que l’on a: Why, = nig pour 
tout quadruple (h, i, j, k) de façon que opi, et wi est définie, 
onyx = 9 si Op, n’est pas définie, why, = 0 si Op, n’est pas 
définie. 

De plus soient «, une forme différentielle duale à z, au sens 
du théorème d’isoporphisme de M. G. pe Ruam [1] et 6; une 
telle duale à ¢;. Alors les nombres 


Our fem AB 


sont uniquement déterminés au sens suivant: les Q), étant 
des nombres d’espéce analogue appartenant à (f’, g’), alors 
le système des Q,; est, à des zéros et des permutations près, 
égal au système des Q),,. 

Les champs f et g sont sûrement enlacés si wy, 0 pour au 
moins un quadruple (h, i, j, k) ou si Q,;, 40 pour au moins 
une paire (h, 1). 

Dans le cas général où g est un s- champ, on obtient, au 
lieu des cycles z et € définis plus haut, des cycles à coefti- 
cients locaux pris dans des groupes d’ bométopie de variétés 
grassmanniennes (voir par exemple [4]). L’ application du 
théorème d’isomorphisme de M. G. ne Ruam n’est plus 
possible maintenant sans constructions auxiliaires. 


: 
' 
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SUR LES STRUCTURES FEUILLETÉES DE CO-DIMENSION UN 
ET SUR UN THEOREME DE M. A. DENJOY 


par Georges REEB (Grenoble). 


INTRODUCTION 


Dans son célèbre mémoire [1] A. Densoy étudie, sur le 
tore T?, les trajectoires de l’équation différentielle 


() dg —F (2, 8) dû = 0 
ou F(¢ + 1, 0) = F(¢, 0 + 1) = F(?, 9). 


L’auteur rappelle la classification classique des trajectoires en 
trajectoires propres, trajectoires (localement) partout denses et 
trajectoires exceptionnelles ; à la suite d’autres auteurs il indique 
des exemples d’équations (1) comportant des trajectoires 
exceptionnelles. Mais le résultat spectaculaire du mémoire [1] 
est le | 


Taéorème 1. — Si la fonction F(¢, 9) est de classe C,, l’équa- 
tion (1) n’admet aucune trajectoire exceptionnelle. 
La démonstration de Denjoy reprise par SreGez [2] devient 


- parfaitement concise et limpide, dépouillée de tout acces- 


soire technique. 
Si on veut étendre les notions ou les résultats précédents 
aux dimensions supérieures on est amené naturellement soit 


4 l'étude des trajectoires d’un système ordinaire d'équations 


différentielles soit à l’étude des variétés intégrales d’une équa- 


tion de Pfaff complètement intégrable (ou si on préfère, a 


l'étude d’une structure feuilletée de co-dimension 1). Or il est 
bien connu que la première généralisation proposée se heurte 


- x des difficultés insurmontables. Par contre, dès que le pro- 


—a à 
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bléme est formulé, il apparaît avec évidence que les démons-_ 


trations de Denjoy et Siegel se transposent aux structures 


feuilletées de co-dimension un. L’objet du présent travail, 


consiste précisément à étendre le théorème 1 à une classe 
de structures feuilletées de co-dimension un suffisamment 
générale, à notre avis, pour retenir l’attention. 


Les feuilles d’une structure feuilletée de co-dimension un 


se classent naturellement en feuilles propres, feuilles locale- 
ment partout denses et feuilles exceptionnelles. D’où la conjec- 
ture suivante: une structure feuilletée de co-dimension un et 
de classe C, n’admet pas de trajectoires exceptionnelles. 

Nous sommes évidemment loin d’établir cette conjecture 


dans toute sa généralité ou de l’infirmer par la donnée d’un 
exemple approprié. Mais nous pensons qu’il y a quelque espoir 


de résoudre ce problème. 


Pour souligner l'importance de la conjecture nous remar- 


querons ceci: si la conjecture se trouvait être vérifiée alors 
la forme suivante du théorème de Poincaré-Bendixon serait 
valable : 

Toute feuille propre y d’une structure feuilletée de classe C, 
et de co-dimension un, dont l’adhérence ¥ est compacte, contient 
une feuille compacte dans son adhérence [3, p. 109]. 

Afin d'éviter les détails techniques et pour suivre aussi 
fidèlement que possible l’exposé de Siegel nous porterons 


notre attention, dans les cing premiers paragraphes, unique- — 


ment sur les structures feuilletées de type I, définies de la 
façon suivante : 


On donne le tore T? à deux dimensions (repéré à l’aide des 


coordonnées habituelles 0, & définies mod. 1) et l’intervalle | 


I= [0, 1] (repéré par l’abscisse x), on désigne par V,!la 
variété à bords V,; = T?x I. La structure feuilletée [ est 
définie par une équation de Pfaff complètement intégrable 
et de classe C, : 


(2) wo = dx + A(0, ¢, x) dû + B(0, 9, x) do — 0 
où A(0, 9, 0) = A(0, 9, 1) = B(6, 9, 0) = Bid, o, 1) = 0 


et où A, B sont des fonctions périodiques, de période 1, par 
rapport à 9 et 4. 


Les bords T?X {0} et T?x {1} sont des feuilles de cette 
structure. 


. 


oe he 


THEOREME DE M. A. DENJOY 187 


4 Les structures de type [' correspondent à la situation la plus 
simple qui généralise, aux dimensions supérieures, la situation 
envisagée par Denjoy. Pour les structures de type [ nos 
résultats sont faciles à énoncer et il est possible d’aller tout 
à fait au fond des choses. Les extensions a des situations plus 
générales sont immédiates et nous les exposerons a la fin de 
ce travail aux paragraphes 6 et 7. 

Voici finalement une remarque banale, mais qui nous a servi 
_de point de départ : 

Considérons dans le produit topologique V,_,XT d’une 
variété V,_, compacte, dont le groupe de Poincaré est iso- 
_morphe au groupe additif Z des entiers rationnels, et du cercle 
trigonométrique T une structure feuilletée, de classe C,, trans- 
versale aux fibres T. Dans ces conditions les démonstrations 
de Denjoy-Siegel montrent, sans autre raisonnement, que toutes 
les feuilles sont partout denses, à moins qu’il n’y ait au moins 
une feuille compacte, auquel cas toutes les feuilles sont propres. 
D'ailleurs si on supprime l'hypothèse d’après laquelle le groupe 
de Poincaré de V,_, est isomorphe à Z, mais si on suppose que 
toutes les feuilles sont homéomorphes au revêtement uni- 
versel, supposé non compact, de V,_, alors on peut affirmer 
que toutes les feuilles sont partout denses. 

On conviendra probablement que les deux résultats précé- 
dents, obtenus sans frais à partir des résultats de Denjoy 
étaient de nature à encourager les recherches exposées ici. 

Un simple coup d’œil sur les formules du paragraphe 7. 
montre que nos démonstrations sont copiées textuellement 
sur [2]. Il d’ailleurs est à peu près indispensable de lire [2] 
avant d’aborder la lecture de nos démonstrations. 

Le présent travail met une fois de plus en évidence le rôle 
- privilégié qui revient aux structures feuilletées de co-dimen- 
sion un dans la classe des structures feuilletées de co-dimension 

quelconque. 


1. — Généralités sur les structures feuilletées de type I’. 
Reprenons l’étude des structures feuilletées de type I’, 


définies par l’équation (2) de l'introduction, sur TX I. 
. Appelons « et $ deux générateurs du groupe de Poincaré G 


188 G. REEB 


LL 


de T. On pourra supposer que « admet comme représentant — 


un chemin fermé & tracé le long du méridien 0 = 0 et que 6 


admet comme représentant un chemin fermé B tracé le long. 


du parallèle ¢ = 0. 


La construction suivante est classique: 


A l'élément « associons l’homéomorphisme («) de I sur I, 


qui laisse fixes {0} et {4}, défini de la façon suivante: 

{0, 0, t(«)} est l’extrémité du chemin tracé dans la feuille 
contenant {0, 0, ¢} ayant {0, 0, ¢} pour origine et se projetant 
selon « par l’application canonique de T? X I sur T?. Ici ¢(a) 
désigne le transformé de ¢ par (x). 


On associe de même à 6 un homéomorphisme (8) de I sur EL. 


Ces homéomorphismes (x) et (8) ne dépendent pas du choix 
des représentants a, 8 de a et $. Si à l'élément «fr de G nous 
associons l’homéomorphisme (x) (B)# = [A, uw] nous aurons 
défini G comme groupe (abélien) de transformations topolo- 
giques de I. Les propriétés topologiques des feuilles se reflètent 
dans les propriétés topologiques des trajectoires de ce groupe 
G de transformations. 

Les notations suivantes sont commodes et classiques : 

plÀ, uw] désigne le transformé du point p de I par 


1 [A, +] = (a) (B)r. 

pG désigne donc la trajectoire de p. 

Si à e G alors «’ désigne l’inverse de «a. 

Les trajectoires pG sont habituellement classées dans les 
types suivants (cf. Introduction) : 

(i) trajectoires propres (ou discrètes), 

(1) trajectoires localement partout denses, 

(11) trajectoires exceptionnelles. | 

(Rappelons que les trajectoires exceptionnelles sont celles dont 
Vadhérence est un ensemble parfait totalement discontinu). 

Les feuilles sont classées en feuilles propres, localement 
partout denses ou exceptionnelles, selon que les trajectoires 
correspondantes appartiennent aux classes (i) (ii) ou (iii). 

On désignera par Gp le sous-groupe de G qui laisse invariant 
le point p de I. La feuille yp contenant (0, 0, p) est un revé- 
tement de T?, associé à la. projection canonique x de T2XI 
sur T?. On notera que Gp est le groupe qui caractérise le revé- 
tement (yp, t) de T2. b an | : 
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Une suite p[nÀ, nu] où p, À, a sont fixes, tandis que n décrit 
l’ensemble des entiers naturels Z, est manifestement constante 
ou monotone (il s’agit là d’une propriété bien connue des itérés 
d’un homéomorphisme de I sur I). Il en résulte: 

Gp est isomorphe à {0}, Z ou 2?; 
et d’une façon plus précise : 


Gp est soit le groupe {0} ; | 
soit le groupe engendré par un seal élément [A, u]; À, meZ 
et (A, &) premiers entre eux; 

soit le groupe G. 


Cette derniére propriété a pour corollaire : 
Les feuilles sont homéomorphes : 


soit au plan R?; 
soit au cylindre RXT; 
soit au tore T°. 


On désignera par pq, ou p,gelet pq, le segment d’extré- 
mités p, q si p< q et le complémentaire de ce segment si 


p>gq. L’écriture p/q/r signifie qe pr et gp, g#r. 


2. — Feuilles spéciales. 
Structures feuilletées sans feuilles spéciales. 


Dérrnition 1. — La trajectoire de pe est dite spéciale st 
pour tout [A, w] tel que p[A, m]=Æp il existe [A’, u] tel que: 
PP, WP y. 
Il convient de remarquer que la notion de trajectoire spé- 


ciale ne dépend pas du choix partouher du point p sur cette 


trajectoire. 
Une feuille est dite spéciale si elle correspond a une trajec- 


toire spéciale. 
Une feuille non propre est spéciale. Une feuille propre peut 


être une feuille spéciale. 
On rémarquera que si Gp est isomorphe à Z alors la trajec- 


toire de p n’est pas spéciale. 


DÉFINITION 2. — Une trajectoire ou une feuille est dite 
| cyclique, si cette trajectoire ou cette feuille n’est pas spéciale. 


à 
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Tuéorème 2. — Soit q un point de I, dont la trajectoire gG 
est cyclique et tel que Gq = 0; il existe un point p de I, contenu 
dans l’adhérence q& de qG tel que Gp soit isomorphe à Z. ° 


CorozLaire 1. — Une structure feuilletée (de type. [) qui 
contient une feuille y cyclique homéomorphe à R?, contient une 
feuille e homéomorphe à RXT et contenue dans l’adhérence de y: 


CoroLLaIRE 2. — Une structure feuilletée (de ‘type T) véri- 
fiant la condition Gp — 0 pour tout point p de I, autre que {0} 
ou {1}, ne contient que des feuilles spéciales. 

La démonstration du théorème est fort simple. Il suffit 
d'examiner le cas où les bords T2X {0} et T?x {1} sont les, 
seules feuilles compactes. Soit p un point tel que Gp ={0}. Si 
pG est cyclique on peut associer à tout point q de pG un point. 
g de pG(q# g')tel qu'il n’y ait aucun autre point g” appar- — 
tenant à pG et situé entre q et q’. Il existe [A, uw] eG tel. 
que g = q{A, uw]. La suite q[nÀ, nu], neZ est strictement 
monotone. Si cette suite converge vers r, rel, (r0 et 
r Æ 1) alors r[A, &] =r et par conséquent Gr 0. Comme 
rG=r la conclusion du théorème en résulte. Si la suite 
q[na, nu] converge vers 0 ou 1, cette suite épuise pG et par 
conséquent le groupe quotient G/Gp est engendré par l’élé- 
ment associé à [A, 4] ce qui est en contradiction avec l’hypo- 
thèse Gp = 0. 

On construit facilement des exemples de structures feuille- 
tées (de type I’), de classe C,, ne contenant que des feuilles 
cycliques, dont certaines feuilles sont homéomorphes à R?. 
Le théoréme 5 ci-dessous affirme qu’il n’existe pas de struc- 
ture feuilletée analytique ayant cette propriété. 

Le théorème 3 est une réciproque à peu près évidente du 
théorème 2. Nous ne démontrerons pas cette réciproque. 


THÉORÈME 3. — Soit une structure feuilletée (de type T) 
contenant au moins une feuille homéomorphe au cylindre RXT, 
mais ne contenant pas de feuille compacte (autre que T? X {0} 
et T? x {1}). Toutes les feuilles de cette structure sont cycliques. 

On remarquera que les théorémes 2 et 3 ont leurs analogues 
dans la situation étudiée par Denjoy. (Dans ce dernier cas 
l’existence d’une feuille compacte est équivalente au fait que 
toutes les feuilles sont cycliques). 
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3. — Lemme préparatoire. 


Lemme 1. — Considérons un segment pq dont l'extrémité p 
appartienne à une trajectoire spéciale et tel que pqn p& ={p} 
et pgnqG=$q}. A tout entier N(N > 0) on peut associer 
un élément [À, uw] de G tel que (i) |A|+ |u| > N et (it) les 
segments pwg|À, u.|w soient deux à deux disjoints lorsque w par- 
- court la suite finie {[n, 0], ..., [—A, 0], [—A, q],...,[—A,— pv] 
les éléments de cette suite seront notés (sans ambiguité): [1], 
[2], 05 [npow n= |Al+ |ul (la, In = |n| = 1 et yn, n ont 
respectivement le même signe que —d et —wu) 

Pour établir ce lemme considérons les segments pp[a, 8] 
où |a|-+|8!< N et choisissons parmi ces segments le plus 
court (il n’y a aucune ambuiguïté); soit pps ce segment (s e G). 
Comme la trajectoire de p est spéciale il existe des éléments 

[o, 0] tels que: 
plplo, 8]/ps. 


On désignera par [A, x] celui de ces éléments [o, 0] pour lequel 
|c| + |6| est le plus petit (il peut y avoir ambiguïté, mais dans 
ce cas [A, u] sera l’un de ces éléments). L’élément [A, x] a bien 
les propriétés énoncées au lemme 1; en effet |A| + |u| =n > N 
d’après la définition de ps. Si les segments p[k]q[A, »] [A] 
(k = 1, ..., n) n’étaient pas disjoints deux à deux, il existe- 
'rait i,je{4, ..., n}, uA] tels que : 


(1) — pltl/pll/al, mt]: 


Désignons par [i]’ l'inverse de [i], la relation (1) implique 


(2) plPU IUT IA, ul 
et (2) implique à son tour 
(3) plPUIU' PA, pl 


- car les segments pogs, (se G) sont disjoints (à moins qu’ils 
ne soient confondus). Or la relation (3) est en contradiction 
avec la définition de [A, x] puisque [j][i]’ = [«, B] où 

ja + |B] < x. 


Ceci établit le lemme. 
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4, — Le lemme fondamental. 


LEMME FONDAMENTAL: — L'existence d’un segment pq dont 
Vextrémité p appartienne à une trajectoire spéciale et tel que 


a ge 


pgnpG = {p} et pqnqG = {q} est incompatible avec V'hypo- 
thèse suivante : (H) la structure feuilletée étudiée est de classe Cy. 


Pour démontrer ce lemme on remarquera d’abord que 
’hypothése (H) implique: les homéomorphismes («) et (8) 
sont de classe C,. On désignera par D(?, p) la dérivée de la 
fonction 9 en p; la fonction réciproque de 9 est notée 9°. 
Soit à la longueur du segment pq et w(w e G) la longueur 
du segment pwgw. Les deux segments pwgw et pwgw sont 
disjoints si pw =£ pw ou gw = qw. Les segments paga, aeG 
forment une famille infinie de segments deux à deux disjoints. 
La somme des longueurs de ces segments est inférieure à 1. On 
peut donc trouver une suite d’éléments [A,, pu], ..., [Ars pt]. 2 
ou A, et u, sont positifs, telle que ces éléments w, = [A,, br] 
vérifient les conclusions du lemme 1 de 3, c’est-à-dire telle 
que les segments pwq[A,, u,]@ soient disjoints si © parcourt 
la suite [—1, 0], ..., [—A,, 0], [—A,, —1], ..., [—An —Pe] 
(suite notée [1], ..., [n,] où n, = |A, Pee ||). 

Or d’après le théorème des accroissements finis : 


Log Sth duel > Log De, e[k—1]) + Log, 


où 9, = (æ) si [k] est de la forme [o, 0] et +, = (8) si [k] est de 
la forme [o, 6] (s|>0), et où e e pg; de plus [0] désigne l’élé- 
ment neutre de G. 

De même : 


Log 6,/é [—A,, —u,] = — à Be D(h_wil [k]) + Log à 
où € € pq. 
Compte tenu de la relation 


D(h’, m).D(k, h'(n)) = 1 


on en déduit 
ab Log ONDES Ur]. È[—À;, — fr] 
= > [Log D(¢,,mé[k-+1])—LogD(¢,,-me[d r Per] [74p— (k+-1)])}. 


ro 


ee nn 7 


THEOREME DE M. A. DENJOY 193 


Il résulte du lemme 1 que le second membre de (4) est borné, 


- en module; par la somme de variations totales des dérivées 


logarithmiques de («) et (8). Le premier membre de (1) est 
susceptible de prendre des valeurs arbitrairement grandes; 
cette incompatibilité établit le lemme 1. 


5. — Applications du lemme fondamental. 


Tutoréme 4. — Une structure feuilletée (de type [') de classe 


- C n’admet aucune feuille exceptionnelle. 


Il est clair qu'il existe des structures feuilletées (de type I’) 
de classe C, admettant des feuilles exceptionnelles. 


CorozLAIRE. — Une structure feuilletée (de type V') de classe 


C, dont toutes les feuilles autres que les bords T, x {0} et T? x {1}, 


sont. homéomorphes à R? ne comporte que des feuilles partout 


» denses (à l’exception des deux bords). 


Le théorème 4 résulte du lemme fondamental. En effet si 
la structure feuilletée admettait une trajectoire exceptionnelle 


il existerait un point r de I tel que l’adhérence rG de la tra- 
» jectoire r& soit un ensemble parfait totalement discontinu. 
- Il existerait un segment pq (dont les extrémités p et q soient 


distinctes de 0 et 1) tel que pqnrG = {p, q}. De plus on 


peut supposer que la trajectoire de p est spéciale; (en effet 


d’après le théorème 3 l’ensemble des points de | admettant 
une trajectoire spéciale est un ouvert). Il suffit d’appliquer le 
lemme fondamental pour établir le théorème 4. 

Les résultats précédents peuvent être précisés de bien des 


» manières, en voici quelques exemples. Soit une structure 
* feuilletée (de type I’) possédant une feuille homéomorphe à - 
-RXT; il y a donc un point p de I tel que Gp soit engendré 
par un seul élément [X, 4] 0; on peut d’ailleurs se ramener 


au cas où [A, #] est précisément [1, 0] par un choix convenable 


gt y br 


des générateurs de G. La suite des points p[0, n] tend vers 
“un point limite p’. Le groupe Gp[0, n] est également engendré 
par [1, 0]. Si on suppose maintenant que la structure feuilletée 
est analytique, les homéomorphismes («) et (8) sont également 
- analytiques. La transformation p — p[0, 1] est Pidentité au 


13 


om nig 
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voisinage de p’, car elle a une infinité de points fixes au voisi- 
nage de p’. On en déduit le 


Tuéorème 5. — Une structure feuilletée (de type l') ana- 
lytique admettant des feuilles homéomorphes à R? possède des 
feuilles localement partout denses. | 

En particulier une structure feuilletée (de type [’) analy- 
tique, n’admettant pas d’autres feuilles compactes que les, 
bords T? x {0} et T?x {1}, admet uniquement des feuilles 
partout denses (à l'exception des bords) à moins que toutes 
les feuilles ne soient homéomorphes à R X T. 


6. — Extension des résultats précédents. 
(Groupe fondamental abélien). 


Il va sans dire que tous les résultats précédents restent 
valables moyennant quelques légères modifications, d’ailleurs 
évidentes, des énoncés mais sans qu’il y ait lieu d’apporter 
une modification quelconque aux démonstrations si on rem- 
place T par une variété compacte V, ayant le même groupe 
de Poincaré que T? et si on étudie dans V,,, = V, X I une 
structure feuilletée de co-dimension un vérifiant la propriété 
suivante À: | 

(A)V, x {0} et V,x {1} sont deux feuilles de la structure. 
Les feuilles sont transversales aux fibres {x} x I. 


D'ailleurs au prix de légères modifications on peut aban- 


donner l'hypothèse d’après laquelle V, est compacte. 

Il est clair comment il convient de procéder pour étendre: 
les résultats précédents à des structures feuilletées de type A 
sur V,X I dans le cas où le groupe de Poincaré +(V,) de Vi. 
est abélien (et admet un nombre fini de générateurs). Faisant” 
opérer t(V,) sur I conformément à la construction expliquée 
en 1. le sous-groupe de torsion r”(V,) de 7(V,) opère triviale- 
ment sur [. On est donc ramené au cas où le groupe qui opère 
sur I est un groupe abélien libre (ayant un nombre fini de 
générateurs); ce groupe sera désigné maintenant par G: 


On définira, comme ci-dessus, Gp comme étant le sous- 


groupe de G laissant invariant p et on démontre le résultat 
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suivant, par un raisonnement analogue à celui qui établit le 
- théorème 2: 

Si toutes les feuilles sont cycliques il existe une suite de 
points p, ... p, tels que les sous-groupes Gp,, ..., Gp, aient 
respectivement 1, 2, ..., r générateurs; où r est le maximum 
du rang des groupes Gp; de plus Gp, c Gppc...cGp,. Le 
théoréme 4 (et sa démonstration) s’étendent au cas envisagé. 
Le théorème 5 se généralise également. 

Par contre lorsque le groupe de Poincaré x(V,) n’est pas 
abélien, les démonstrations précédentes sont compromises. 
Cependant on peut étendre à cette situation quelques-uns des 
résultats antérieurs. Nous en donnerons des exemples au 
prochain paragraphe en nous bornant à quelques cas essentiels. 


7. — Extension au cas où G n’est pas un groupe abélien. 


On étudie ici dans V,X I une structure feuilletée de type A 
envisagé en 6; mais on ne supposee plus que le groupe de 
Poincaré x(V,) de V, soit abélien. Le groupe x(V,) opère 
sur I. On désignera par z’(V,) le sous-groupe invariant de 
z(V,) qui laisse fixes tous les points de I. Le groupe quotient 
m(V,)/(x’(V,) (sera désigné par G (cette notation diffère légè- 
rement de la notation adoptée antérieurement). Nous remar- 
querons que G opère dans | et qu’il ne contient aucun élément 
- d'ordre fini; le groupe G a un nombre fini de générateurs si 
r(V,) a un nombre fini de générateurs, donc en particulier si 
V, est compacte. 


THÉORÈME 6. — Supposons que la structure feuilletée étudiée 
» soit de classe C, et que Gp = 0 pour tout point p de I (p# 0 et 
p ~ 1). Si G n’est pas un groupe cyclique alors toutes les feuilles 
(autres que V, X {0} et V, x {1}) sont partout denses. 

Le groupe G opère sur I et les opérations de G sont de 
classe C,. Pour établir le théorème 6, on reprendra pas à pas 
les démonstrations des paragraphes 3 et 4 en y apportant les 
* modifications nécessitées par la non commutativité de G. 

On introduira d’abord un système fini de générateurs & de 
. G. (Le système 2 n’est pas nécessairement minimal.) Les élé- 
ments de & sont supposés rangés dans un ordre alphabétique. 
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Un élément s de G peut se mettre sous la forme: 
(1) Co =... . me) ou aged 


et cette décomposition (1) est unique si on convient de choi- 


ee Sa 


sir parmi toutes les décompositions possibles celles pour les: 
quelles l’entier r est le plus petit possible et en sélectionnant, 
parmi ces dernières la première dans l’ordre lexicographique.s 


La suite des éléments a; qui figure au second membre de 
(1) est désignée par L(s) tandis que l’entier n est désigné 
par n(o). 

Étant donné un élément o de G on pose les définitions sui- 
vantes, un peu différentes de celles qui ont été utilisées plus 
haut : 

=," [ =f EC peace A 2€ 


où n(c) = net L(c) = {a, ay, ..., a}. 

Les hypothèses du théorème 1 impliquent: toutes les 
feuilles pG, p40 et p Æ 1, sont spéciales. (La démonstra- 
tion est analogue à la démonstration du corollaire 2 du théo- 
rème 2). 

Voici un lemme analogue au lemme 1: 


Lemme 1’. — Soit pq un segment tel que O< p<q<1 
et pqn pG={p} et pgnpG=$q} A tout entier N(N > 0) on 


peut associer un élément o de G tel que n(c) =n>N et tel que 
les segments p[—il]q[n —i] (1 —1, ..., n) soient deux à deux 


disjoints. 

On considère les segments ppx (x e G et n(a) < N), ces seg- 
ments sont en nombre fini; on choisit le plus court de ces 
segments, soit pps (se G). Comme la trajectoire de p est spé- 
ciale il existe des éléments À de G tels que 


plp\ps. 


On désignera par o celui de ces éléments À pour lequel 
Pentier n(A) est le plus petit possible. L'élément ¢ a les pro- 
priétés énoncées au lemme 1’. En effet n(c) > N d’après la 
définition de ps. Si les segments p [—i]q[n — i] n’étaient pas 
deux à deux disjoints il existerait à, j(i, je {1, ..., n}, ij) 
tels que . 


(1) P{—t/p[—]]/q[n— 1]. 


pr 
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La relation (1) implique : 
(2) plpl—rt- +N /aln], 
car [n —1][1t]’ =[n] =o. 
La relation (2) implique à son tour: 
(3) plpl— 1] 1l'/plr] 


car les segments paga sont distincts. 
Le parallélisme avec la démonstration du lemme 1 cesse 
ici, en effet s’il est clair que n([— il [—7]) << n, il n’est pas 


du tout sûr que 


(4) nl 1) <n. 


En tout cas si (4) est vérifié, la relation (3) est en contra- 


- diction avec la définition de p[n] et la conclusion du lemme 1’ 


est établie. Or (4) est vérifié si 1+7<n. 
Supposons maintenant i + 7 > n. Dans ce cas: 


or Le 1’ ZX. Ay ce On ne +4 16 QS Go". 
ou: 
de mn tue 
Par conséquent : | 
(5)  nu)&n—-it+n—-j=2n-(i+)j)<n. 
Or 


A plps'us/ps 
implique : 
(6) ps'/ps'w/ps's 
et (6) implique 
eile to plpy|ps 


- en vertu de l’hypothése Gt = 0 si10<t< a 


Mais (7) est en contradiction avec la définition de ps, ce 


- qui achève la démonstration du lemme 1’. 


La démonstration du théoréme 6 s’achéve en remarquant 


. qu’elle se ramène à la démonstration du lemme fondamental 
. énoncé au paragraphe 4. La démonstration de ce lemme 
. fondamental, dans le cas présent est analogue à la démonstra- 
tion donnée au paragraphe 4. On pourra trouver une suite 


ï 
H 
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o,...¢,... d'éléments de G, telle qu'avec des notations 
évidentes calquées sur les notations du paragraphe 4, on ait 
les propriétés suivantes : 


do) —>0 et dos) 70 si : n—>+ 00 


chaque o, vérifie les conclusions du lemme 1’. 
Le théorème des accroissements finis implique les égalités : 


Log dy/ôo, ='— Ÿ Log D((a,)e[k — 1]) + Log’, 


Log fo! = —"S" Log D((a: et My 4 TE 
Il en résulte : ; 
Log 53/8,.801 | 
= "5 {Log D(a), fm —K]) — Log D((ai), el K])}. 


On déduit de cette égalité, tout comme au paragraphe 4, 
une contradiction qui établit le théoréme 6. 


8. — Exemples. 


Nous indiquons ici quelques exemples illustrant les résul-— 
tats précédents. 


ExemPze 1. — On considère dans V, X I une structure 
feuilletée de type l définie par l’équation : 


r(r —1)w + dr = 0, 


où w est une forme fermée du type 
w= dt Sam m>2, | 


où les w, constituent une base du groupe de cohomologie de 
dimension 1 de V, à coefficients entiers et où les a; sont des” 
coefficients réels rationnellement indépendants. (On pourra 
par exemple considérer le cas où V,= T? et où w — « do + au | 
où les nombres réels « et 8 sont incommensensurables. ) 

Dans cet exemple toutes les feuilles, autres que V, x {0} 
et V, X {1} sont partout denses. 
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EXEMPLE 2. — Dans T? X I nous considérons la structure 
- feuilletée de type [’ définie par l’équation: 


w = 7 dr + (sin tr) [sin (0 + cot tr) dy — dû] = 0. 


(On constate que w est effectivement complètement intégrable 
car : Ge (aR + d0) + sin (R + 0) do où R= cot sr). 

Toutes les feuilles de cette structure sont cycliques, et cer- 
taines de ces feuilles sont homéomorphes a R?. (Il y a donc, 
comme on le vérifie facilement, des feuilles homéomorphes a 
RXT). On vérifie, conformément aux remarques antérieures, 


que la forme w n’est pas analytique. 


Exempce 3. — On part de l'exemple classique des trajec- 
toires exceptionnelles sur le tore T°. Ces trajectoires admettent 
une représentation paramétrique globale : 


“Mer (9, So) 
où ® est une fonction continue définie, par exemple, dans le 
Pci et où (0, o) = %. Les surfaces définies 


9 
dans T?XI par l’équation paramétrique : 


carré 0< 


cot tr = 9 — (0, %) 


sont les feuilles d’une structure de type [, admettant des 
feuilles exceptionnelles. 


Exempte 4. — Les développements antérieurs suggèrent la 
question suivante : 

On donne la variété V, X I et dans le groupe de Poin- 
caré (V,) de V, un sous-groupe invariant G’ contenant en 
particulier les éléments d’ordre fini de r(V,). Existe-t-il une 
structure feuilletée de type I’ dans V, X I telle que Gp = & 
pour tout p, 0<p< 1? 

L'exemple 1 convenablement modifié montre que la réponse 
à cette question est affirmative si G = m(V,)/G@ est abélien. 

Mais la réponse à cette question est beaucoup plus difficile 
dans le cas général. Cependant il serait utile d’avoir par exemple 
une structure feuilletée de type [' sur V, X I (ot V, est une 
surface compacte orientable, de genre k > 2) dont toute les 
feuilles, à l'exception des bords, soient homéomorphes au 
revètement universel R? de Vg. 
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HOMOLOGIE NICHT-ADDITIVER FUNKTOREN. 
ANWENDUNGEN 


von Albrecht DOLD und Dieter PUPPE. 
(Columbia University, New York; Universität Saarbrücken) 


EINLEITUNG 


In dieser Arbeit sollen die in einer Note [11] angekündigten 
- Ergebnisse ausführlicher dargestellt werden. Es wird also im 
- Rahmen semi-simplizialer (= s.s.) Begriffsbildungen die 
Theorie der derivierten Funktoren (oder Satelliten) von addi- 
tiven (s. [7]) auf beliebige Funktoren (zwischen abelschen Kate- 
gorien) verallgemeinert. Die wichtigsten Eigenschaften dieser 
Derivierten ergeben sich aus dem ÆEinhängungshomomorphis- 
_mus und der Bar-Konstruktion; das sind Konstruktionen, die 
wir aus der Topologie übertragen und verallgemeinern. Unsere 
Anwendungen, die in [11] noch nicht enthalten sind, liegen 
auf dem Gebiet der Topologie : Homologieeigenschaften Eilen- 
berg-MacLanescher Komplexe, Homotopie und Homologie sym- 
metrischer Produkte. 

Im Gegensatz zu [11], wo wir uns auf Moduln beschranken, 
_legen wir hier beliebige abelsche Kategorien zugrunde. Dies hat 
vor allem den Vorteil, daB wir im wesentlichen nur kovariante 
Funktoren einer Variablen und nur Linksderivierte zu betrach- 
_ ten brauchen : Funktoren mehrerer Variabler bezw. kontrava- 

riante Funktoren und Rechtsderivierte werden durch Uber- 
. gang zur Produktkategorie bezw. zur dualen Kategorie darauf 
. zurückgeführt. 

Im einzelnen ist die Arbeit wie folgt aufgeteilt. Die ersten 
drei Paragraphen enthalten Vorbereitungen und Hilfsmittel. 
In § 1 definieren wir s.s. Homotopien (allgemeiner einen Funk- 
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tionalkomplex) für s.s. Morphismen über einer beliebigen Kates 
gorie ©. Anwenden eines (kovarianten) Funktors T : C+’ 
führt dann Homotopien in Homotopien über; dies ist eine 
leichte Verallgemeinerung eines Ergebnisses von D. Kan [19]: 
§ 2 bringt eine Verallgemeinerung des Satzes von Eilenberg- 
Zilber, die wir Herrn P. Cartier verdanken. Diese Verallge- 
meinerung zeigt z.B., daB man im Satz von Eilenberg-Zilber 
das Tensorprodukt durch einen beliebigen (kovarianten) Funk- 
tor zweier Variabler ersetzen kann (s. 2. 10, i). Im 3. Paragra- 
phen geben wir einen neuen und auf abelsche Kategorien 
verallgemeinerten Beweis fiir die Aquivalenz zwischen Ketten- 
komplexen und FD-Komplexen vgl. ([18], [9]). 

Derivierte Funktoren, Einhängung und Bar-Konstruktion 
werden in § 4-9 behandelt. Kurz gesagt erhält man die Deri- 
vierten LT eines (evtl. nicht-additiven) Funktors T einfach 
so, daB man in der Konstruktion für den additiven Fall 
(s. [7]) alle Begriffe und Beweise durch ihre s.s. Analoga ersetzt; 
d.h. man nehme eine projektive s.s. Auflüsung X von A und 
setze L,T(A) = H,(TX) = g—te Homologie von TX. Hier- 
bei wird die Aquivalenz aus § 3 benutzt (und § 4). Es ist zu 
beachten, daB der Randoperator in TX von der Form. 


Z(—1)T(d), à, = i-ter Seitenoperator in X, 
ist und daher im nicht-additiven Fall i.a. nicht gleich 
T2(— 1)%) = TE) 
wie in [7], IV. 5. | 
Im nicht-additiven Fall erscheint es angebracht, dem Objekt 
A einen Grad n > 0 zu geben und dann für X eine s.s. Auflé- 


sung zu nehmen, die in der Dimension n beginnt (nicht in 
der Dimension 0 wie üblich). Man spricht dann von einer 


Auflésung von (A, n) und von derivierten Funktoren n-ter | 


Stufe LT(A, n) = H,(TX). Für additive T ist _ 4 


L,HT(A, n + 1) = L,T(A, n); 


für nicht-additive T dagegen gilt das ia. nur im stabilen — 


Bereich q < 2n. Es besteht jedoch immer eine gewisse Ver- 
bindung zwischen diesen beiden Funktoren, der Einhängungs- 
homomorphismus ©: L,T(A, n)—>L,,,T(A, n +1). Dies ist 
ein Spezialfall des in $ 5 untersuchten Einhängungshomo: 
morphismus ¢: H,(TY) > H,,,(TSY) (s. 5. 9), der für einen 
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beliebigen Funktor T (mit T(0) — 0) und beliebigen FD-Kom- 


plex Y definiert ist. Der aus der Topologie bekannte Einhäng- 


ungsfunktor S (s. 5. 1) besteht ungenau gesagt darin, daB man 
alle Dimensionen um eins erhôht. 

Die Abbildung ¢ hat ähnliche Eigenschaften wie in der Topo- 
logie : Sie annulliert zusammengesetzte Elemente und ihr Bild 
ist primitiv (s. 5.25); sie ist isomorph im stabilen Bereich 


_(s.6. 12) usw. Die einfacheren dieser Eigenschaften werden in 


§ 5 bewiesen, die tieferen (vom Whiteheadschen Typ; s. 6. 11) 
mit Hilfe der Bar-Konstruktion in § 6. 

Die Bar-Konstruktion (§ 6) liefert, unter Benutzung der 
Eilenberg-MacLaneschen Mischeffekt-Funktoren (crosseffects, 
s. [13], 9), einen Ubergang von TX zu TSX. Die Bezeichnung 
«Bar-Konstruktion » haben wir gewählt, weilin zwei Beispielen 
(T1'= Gruppenring, T? = symmetrische Algebra) diese Kon- 


strukton im wesentlichen mit der Eilenberg-MacLaneschen 


Bar-Konstruktion übereinstimmt (s. 6.26). Die Derivierten 
L,T(A, n) sind in diesen Beispielen gerade die Eilenberg- 
MacLaneschen Gruppen H,(A, n) (s. 4. 15). 

In § 7 diskutieren wir Besonderheiten, die bei Funktoren 
mehrerer Variabler auftreten, insbesondere eine partielle Ein- 
hangung und Bar-Konstruktion. § 8 bringt Spezialisierungen 
von § 5-7 auf s.s. Auflésungen Y, d.h. auf die derivierten Funk- 


- toren. SchlieBlich werden in § 9, dem letzten Paragraphen 


des allgemeinen Teils, verschiedene Dualisierungen auseinan- 


» dergesetzt : Kontravariante Funktoren, Rechtsderivierte, Kobar- 


Konstruktion. ) 
Die Anwendungen in § 10-11 beruhen 1. w. auf den Ergeb- 


 nissen von § 5, die in § 12 auBerdem auf der Bar-Konstruktion 


aus § 6. In § 10-11 beweisen wir Sätze über primitive und 


- zusammengesetzte Elemente in der Homologie der symme- 


trischen Produkte und der Eilenberg-MacLaneschen Komplexe. 


Als einfach zu formulierendes Beispiel erwähnen wir hier 


(s. 11. 12): Aufer den Koeffizientenhomomorphismen und den 


. Bocksteinoperatoren gibt es keine additiven Kohomologieopera- 
> tionen der Ordnung p°, p > 1. 


Lu 


Etwas schwieriger zu beweisende Resultate über Homologie 


* und Homotopie symmetrischer Produkte sind am Anfang von 


$ 12 zusammengestellt; das geometrisch interessanteste darun- 


- ter ist der Satz 12. 11. 
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_ 1. — HOMOTOPIE SEMI-SIMPLIZIALER MORPHISMEN 


Wir erklären eine Homotopierelation für s.s. Morphismen 
über einer beliebigen Kategorie © und zeigen, daB diese Rela- 
tion bei Anwendung eines beliebigen (kovarianten) Funktors 
T: C—C’ erhalten bleibt (vgl. [19]). Allgemeiner kann für 
beliebige s.s. Objekte X, Y über © der « Funktionalkomplex » 
Y* definiert werden (s. 1.11); die s.s. Morsphismen X — Y 
bezw. die Homotopien zwischen ihnen sind dann die 0-Sim- 
-plexe bezw. 1-Simplexe von Y*. Jeder kovariante Funktor 
T: © + ©’ induziert eine s.s. Abbildung Y* > TY™. 

Es bezeichne [n] die Menge der ganzen Zahlen 0, 1, ..., n. 
Eine Abbildung «: [m] > [n] ist monoton, wenn aus 1<] 
stets a(t) < a(j) folgt. 


4.1. Derrnrtron ([19]). — Es sei © eine beliebige Kategorie. 
X,, X,,.-., sei eine Folge von Objekten aus ©, und für jede mono- 
tone Abbildung a : [m] — [n] sei X,: X, > X, ein Morphismus 
aus G. Wir sprechen von einem s.s. Objekt X (über ©), falls 


(1) Nae = tha), wo 1 = Identitat, 
(11) Xa.g = XgoXa, wo 8B: [a] > [m]. 


‘Sind X, Y s.s. Objekte, dann ist ein s.s. Morphismus (über 6) 
eine Folge f,: X,—> Y,, n=9, 1, ..., von Morphismen aus © 
Emit FX = Y.of # 

- Ein s.s. Objekt ist, mit anderen Worten, ein kontravarianter 
Funktor X aus der Kategorie der monotonen Abbildungen in 
die Kategorie ©; ein s.s. Morphismus ist eine natiirlicheTrans- 
formation zwischen solchen Funktoren. 


ote 
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1.2. Wir betrachten die speziellen monotonen Abbildungen 
(fara 0,-1,:..,29) | 
€ 


teed: [a—1l-fg; ei) =) fir J <%, 
q | ej) = j + 4 fiir J=t, 
ven: [g+1]=ld; WG) = fir J<ù 


yj) =j—1 fir you 
Die Morphismen X, bezw. X, heiBen auch Seiten- bezw. 
Ausartungsoperatoren von X und werden mit oF bezw. sf 
(oder auch einfach 2,, s;) bezeichnet. Zwischen diesen Opera- 
toren bestehen die bekannten s.s. Identitäten (s. [12], 2. 3- 
2. 5). 
Ein Produkt « von Abbildungen ¢! ist stets injektiv (*), 
ein Produkt n von Abbildungen ni stets surjektiv (*). Jede 
monotone Abbildung « kann in eindeutiger Weise in der Form 


æ—en geschrieben werden. Ein s.s. Objekt X ist demnach. 


bestimmt, wenn man X,, n = 0, 1, ..., und die Operatoren 07, 
s* kennt. Dies wird gelegentlich zur Definition von s.s. Objek- 


ten benutzt (vgl. [12], 2). 


1. 3. Beispiele. — (i) Die s.s. Objekte bezw. Morphismen über 
der Kategorie der Mengen sind die üblichen s.s. Komplexe bezw. 
s.s. Abbildungen (s. [14]). Wir werden in diesem Falle von 
s.s. Mengen sprechen. 

(u) Die FD-Komplexe aus [12], 2 sind die s.s. Objekte über 
der Kategorie der abelschen Gruppen. | 


Eine Homotopie zwischen s.s. Morphismen X — Y wird 
üblicherweise als s.s. Morphismus I x X — Y erklärt, wo I 
das Standard-1-Simplex ist. Hier steht uns ein Objekt I x X 
nicht zur Verfiigung (und nur insofern sind die Betrachtungen 
dieses Paragraphen allgemeiner als [19]); nichtsdestoweniger 
kennen wir « seine Morphismen », wie wir nun zeigen werden. 


Betrachten wir dazu eine beliebige s.s. Menge K (s. 1.3 (i)). 
Ein hypothetischer s.s. Morphismus F: K x X > Y miBte 


der Relation 

(1.4) F(K,o, Xux) = Y,F(c, 2),  ceKy «xe X,» 
genügen. Definieren wir Morphismen 

Fighadann vw ones laut ride + ce. 


(1) Injektiv = eineindeutig in, surjektiv = auf. 
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dann kénnen wir statt 1.4 auch schrebien 
PRIX = Y,°F (cs). 
Diese Gleichung hat Sinn in © und führt zur 


1.5. Derinition. — Es seien X, Y s.s. Objekte und K eine 
s.s. Menge. Eine Funktion F, die jedem Simplex ceK,, 
n = 0, 1, ..., einen Morphismus F(c): X, — Y, zuordnet, heiBt 
s.s. Morphismus von K X X in Y, in Zeichen 


PK xX ¥, 


wenn 
(1. 6) F(K,o)°X, = Y,°F(c) 
gilt für alle co e K, und alle & wie in 1. 1. 


1: 7. Beispiele. — (i) Sei K = A[0] das Standard-0-Simplex 
(= K[0] in [12], 2). Jedes K, enthält nur ein Element *,. 
Die s.s. Morsphismen F : A[0] X X — Y entsprechen umkehr- 
bar eindeutig den s.s. Morphismen f: X — Y vermége der 
Beziehung f, = F(t,). 

(ii) Sei K = I = Af1] das Standard-1-Simplex (= Kf[1] in 
[42], 2). Ein s.s. Morphismus 9: I x X — Y heifbt Homotopie. 

Die s.s. Morphismen der Definition 1. 5 lassen sich in ana- 
loger Weise zusammensetzen wie gewühnliche Morphismen. 
Sind z.B. L, K s.s. Mengen, a: L — K eine s.s. Abbildung und 
F: K x X-Y ein s.s. Morphismus, dann erhält man durch 
 Zusammensetzen einen s.s. Morphismus 


(4.8) Fa: Lx XY, | (F-a)(c) =F(a(s)), sceL. 


Entsprechend kann man mit s.s. Morphismen X’— Y oder 
Y-—> Y’ zusammensetzen. 
Insbesondere betrachten wir die beiden « Ecken» des Stan- 


dard-1-Simplexes 
(4.9) s:A[0] 1=Af1], i=0,1, (= 6, in [6], Exp. 3. 1). 
Ist 0: I x X + Y eine Homotopie, dann sind | 
fr Oe: 00) x x —> Y, ian QC, 
s.s. Morphismen, die wir nach 4.7 (i) auch als s.s. Morphismen 


fi: X + Y betrachten kénnen. Wir sagen dann, © sei eine 
. Homotopie zwischen f° und ft. Sind umgekehrt 7”, fi gegeben, 
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dann heiBt f° homotop zu f!, in Zeichen f°=f!, wenn es ein, 
solches 0 gibt. 

Auf Grund der heuristischen Betrachtung, die der Defi- 
nition 1. 5 vorausging, list es klar, daB diese Homotopierelation 
in den Beispielen 4. 3 mit den dort üblichen Homotopierela- 
tionen übereinstimmt (vgl. [17], 8). Beispiel 1.-3 (i) zeigt, daf 
die Relation ~ im allgemeinen weder symmetrisch noch 
transitiv ist. Dagegen ist stets ff, wie die Homotopie 

6) =F. cel, 
zeigt. 


1.10. Bemerxune. — Wie in [6], Exp. 3 kann für je zwei 
s.s. Objekte X, Y die s.s. Menge Y* (der « Funktionalkomplex ») 
definiert werden (vgl. auch [17], 3): Die Menge (Y*), seiner 
n-Simplexe besteht aus den s.s. Morphismen 5, : A[n] X X — Y, 
wobei A[n] das Standard-n-Simplex bezeichnet. Ist 


a: A[m] —> Afn] 
eine s.s. Abbildung (das ist im wesentlichen dasselbe wie eine 
monotone Abbildung «&:[m]—-[n]; s. [12], 2), dann ist 
(Y*).(s,) = s8,°& (s. 1.7). Die 0-Simplexe von Y* sind nach 
1. 6 (i) s.s. Morphismen X — Y, die 1-Simplexe sind die Homo- 


topien zwischen ihnen. 


1.11. Es sei jetzt ©’ eine zweite Kategorie und T : © > ©’ 
ein (kovarianter) Funktor. Der Definitionsbereich von T kann 
in natürlicher Weise auf s.s. Objekte X und s.s. Morphismen f: 
iiber © ausgedehnt werden: TX bezw. Tf ist ein s.s. Objekt 
bezw. s.s. Morphismus über ©’, und zwar gilt 


Ad. 02) (TX), = TX) i (TX a TX), OCT), se ae 
Aber auch auf die s.s. Morphismen der Definition 1. 5 kann 


net: 


T angewendet werden: Ist F: K x X + Y gegeben, dann defi- . 


nieren wir 
(1.13) TF:KXTX—TY, (TF) («) =T(F(c)), oeK, 


Anwenden von T auf die Gleichung 1. 6 ergibt die entspre- 
chende Gleichung fiir TF. — Diese Definition kénnte theore- 


tisch zu Verwechslungen führen, wenn K x X selbst sis. _ 


Objekt über © ist. Im folgenden wird aber aus dem Zusammen- 
hang stets hervorgehen, was gemeint ist. 


, 
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Ist a: L— K eine s.s. Abbildung, dann ist (in der Bezeich- 
nung von 1.8) 


(4.14) T(F-a) =(TP)-a: L x TX: 'TY. 


Beweis. — T(F-a)(c) = T((F-a) (c)) = T(F(a(s))) 
= TF(a(c)) = (TF -a)(c). 


Wenden wir 1. 14 auf die Situation unter 1.9 an, so erhalten 
wir > ae 


» 1.15. Sarz. — Ist 0: I X X — Y eine Homotopie zwischen 
f° und f': X + Y, dann ist TO: IX TX +TY (s. 1. 13) eine 
Homotopie zwischen Tf? und Tf!: TX —TY. Aus f°=/" folgt 
also Tf°= Tf}, d.h. T erhält die Homotopierelation. 


Beweis. — Aus 1. 14 folgt (TO).ei = T(O.e) = Tfi, qed. 


1.16. Bemerxune. — Ist s,: Afn] X X — Y ein n-Simplex 
des Funktionalkomplexes Y* (s. 1.10), dann ist T(s,): 
Afn] x TX > TY ein n-Simplex von TY™. Die Zuordnung 
$, > T(s,) ist, wie man leicht aus 1. 14 folgert, eine s.s. Abbil- 
dung Y* > TY™. Diese Aussage enthält 1. 15 (vgl. den letzten 
Satz unter 1. 10). 


1.17. Bemerxune. — Der Satz 1. 15 kann auf c.s.s. Funk- 
toren im Sinne von Kan [19], Definition (5. 2) verallgemeinert 
werden und ergibt dann das Analogon zu Thm 5. 3 in [19]. 


1.18. Bemerxunc. — Ohne weiteres übertragen sich die 
 vorstehenden Betrachtungen auf (kovariante) Funktoren T 
_mehrerer, etwa zweier Variabler Ce ©, D e D, da man T stets 
als Funktor einer Variablen (C, D) der Produktkategorie 


© x D interpretieren kann: 
- Sind X, Y s.s. Objekte über ©, D, dann erhält man wie 
folgt ein s.s. Objekt (X, Y) über © x D 


(1.19) (X, Yh = (Xm Yi), (X Ya = (Xa, Ya); 


| entsprechend für Paare f: X — X’, g: Y — Y’ von s.s. Mor- 
phismen über ©, D 


(A. 20) (f, 8) : (X, Y) as LS ner VE 8)n Le fa Br). 
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Ist © eine Homotopie zwischen f, und fy: X— X’ und Hs 
eine Homotopie zwischen gy und g,: Y — Y’, dann ist ct 
(4. 24) (0, fis x (X, ne (Xs 4r 
(9, H)(c) = (H(o) oN cel, 


eine Homotopie eae (fo, 0) i (fi, 81) also 


(fo. 80) = (fi, &1)- 


Insbesondere gilt | 


fo =f = (fo 8) = (fs 9) 
(1. 22) Be + (free) elfe) 


denn f~f, g~g. 
Interpretiert man nun T als Funktor einer Vale 


(C, D)e® x D, so erhält man nach 1.1-1.16 die folgenden 
Begriffsbildungen und Beziehungen 
(A 2a). TeX Y) . ymit EC = TX. Yo), 
T(X, Ya = T(Xa, Ya) 
(1.24) T(f,g):T(X, YS TX, Y) mit T(f,g)n=T Fn 8n) 
(4.25) fs 80. % => T(fo 80) = T(A, &) 


insbesondere 


BR + TU 8) = Th 8: 
a me pete TE eae TY 


2. — DER VERALLGEMEINERTE 
SATZ VON EILENBERG-ZILBER 


Wir betrachten s.s. Doppelobjekte V (s. 2. 2) über einer addi- 
tiven Kategorie % (s. [16], 1. 3). Mit jedem solchen Doppelob- 
_ jekt sind zwei (Ketten-) Komplexe über Ÿ assoziiert: der 
totale Komplex tV und der diagonale Komplex dV (s. 2. 5-2. 7). 
Der verallgemeinerte Satz von Eilenberg-Zilber besagt, daB 
diese beiden Komplex in universeller Weise homotopie-äqui- 
valent sind (s. 2.9). Wir verdanken diesen Satz Herrn 
P, Cartier, 

Wie schon bemerkt, legen wir eine additive Kategorie 
zugrunde. Dann kônnen wir jedes s.s. Objekt X über Y in 
bekannter Weise als Komplex über Y (2) auffassen; der Rando- 
perator ist 


q 
(2. 1) d= 0X, X,_ 1 w= À (— 1)'a,, 


wo à, den i-ten Seitenoperator (s. 1. 2) bezeichnet. Wir schrei- 
> ben auch kX für diesen Komplex, wenn es angebracht ist, 
ihn von X zu unterscheiden. 


2, 2. Derinrrion. — Es sei Va Ps ¢= 0, 4, ..+, eine Doppel- 
- folge von Objekten aus A. Für jedes Paar monotoner Abbil- 


__(*) Ein Komplex über & ist eine Folge von Objekten X, und Morphismen (« Rand- 

operatoren ») 07: X;—> Xg-4 aus M mit der Eigenschaft ov7+!=0 für alle 
_ ganzen Zahlen q. Begriffe wie Kettenabbildung (= Kettenmorphismus), Homotopie 
usw. sind genau wie in [7], IV. 3 zu definieren. Vgl. auch [16], 2.1. Wenn wir im 
folgenden X, nur für g > 0 definieren, so ist X, = 0 für g < 0 zu setzen (positiver 


Komplex). 
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dungen «: [r]—[p], 8: [s] > [g] (s. § 1) sei ein Morphismus" 
Vas: Vpq—> Vrs gegeben, und es gelte 


(i) Via = Vo) wo t = Identitat; 
(ui) aca’, Bof = Va, pre Va, B> 
wo a’: [t] > [r], 6’ :[u] — [s]. 


Dann sprechen wir von einem s.s. Doppelobjekt V (über 2). 
Beispiele finden sich unter 2. 10. Eins.s. Morphismus g : V—> W 
zwischen s.s. Doppelobjekten V, W ist eine Doppelfolge 
ga: Vp.q > Wp,q von Morphismen, die den Gleichungen 


Bee Ve: a= Wa, B° 8p,¢ 
genugen. 


2. 3. Für jedes q ist die Folge V4, Vi,q, Va,g ++ mit den 
Morphismen V, y ein s.s. Objekt V,, im Sinne von 1. 1, 
ebenso für festes p die Folge V, 9, V,,1, --- mit den Morphismen 
Vit}, 83 daher der Name s.s. Doppelobjekt. Ferner gilt nach (i) 


(2. 4) Va, xs} ° Vapi, 8 = Va, = Ver, p° Va, uals 


dh. Vyye: Vg Vas ist ein s.s. Morphismus, ebenso 


LA x] : Nn * 24 18 ** 


2.5. Wie man jedes s.s. Objekt als Komplex (s. 2. 1), so 
kann man jedes s.s. Doppelobjekt als Doppelkomplex (s. [7], 
IV, 4) auffassen : der erste Randoperator 0’ ist der der Kom- — 
plexe V, ,, der zweite 0” der der Komplexe V, ,, d.h. 


P 
d = "21: Vi > VL j Ord 21) Vs 
(2. 6) P,q P—1,q à ) | i, tg) 
d" = "21: Vy qa À À q—1) MOPed = x (— 1)'V itp, ei 
i=0 | 
(e! wie in 1. 2). | 
: Aus 2. 4 folgt, daB die beiden Randoperatoren vertauschbar - 
sind, 20” = 0"0’. Wir haben es also mit einem Doppelkom- 


plex im Sinne von [7], IV, 4, [16], S. 146 zu tun; mit dem 
totalen Randoperator 2, 


Va = Ob (= Aymrans, 


wird die Folge @,..,-iVp,q, i= 0, 1, ..., zu einem gewoéhnlichen 
Komplex {V, dem totalen Komplex des s.s. Doppelobjektes V. 
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2.7. Das diagonale s.s. Objekt dV des s.s. Doppalobjattiey V 
ist die Folge 
(dV), = Vp» 


mit den Morphismen 
(dV). = Va,2: (dV), > (dV),, wo a: [r] [pl]. 
(1 


Die Gleichungen 1. 4 (i), (ii) für dV folgen aus 2. 2. (i), (ii). Fassen 
wir dV als Komplex auf (= kdV; s. 2. 1), dann sprechen wir 
- vom diagonalen Komplex von V. 

Das Hauptergebnis dieses Paragraphen lautet. 


2.9. Satz (Eilenberg-Zilber-Cartier). — Es gibt eine uni- 
verselle (Ketten- ) Homotopiedquivalenz zwischen dem totalen und 
dem diagonalen Komplex des Doppelobjektes V. Allgemeiner 
gilt: Es seien X = X(V), Y = Y(V) jeweils der totale oder dia- 
gonale Komplez von V; insbesondere ist X) = Yo = Voo- 

(a) Jeder universelle Morphismus X, — Ÿ, (insbesondere der 
identische) lift sich zu einem universellen Kettenmorphismus 
X — 9) erweitern. 

(b) Je zwei universelle Kettenmorphismen X — %, die in der 
Dimension 0 (d.i. ¥) > Yo) übereinstimmen, sind universell 
homotop. 

Dabei bedeutet « universell » etwa, da8 sich die betreffen- 
den Morphismen in einer vom Doppelobjekt V und der Kate- 
gorie Ÿ unabhängigen Weise linear (mit ganzzahligen Koeffi- 
» zienten) aus den Morphismen V,,, kombinieren lassen. Eine 
. genauere Definition folgt weiter unten. 


2.10. Beispiele. — (i) Es seien ©, D beliebige Kategorien und 
T(C, D) ein beliebiger kovarianter Funktor zweier Variabler 
 Ce€,DeD mit Werten in À. Analog wie beim Funktor einer 
Variablen läBt sich. T auf s.s. Objekte und s.s. Morphismen 
_ ausdehnen. Für jedes Paar X, Y von s.s. Objekten über ©, D 


erhalten wir ein s.s. Doppelobjekt T (X, Y) über wie folgt : 
P(X, Ying = T(Xy¥,), TX, Ying = (Xs, Yo); 


- ebenso T(f, g),,= T (f,, g,) für Paare f, g von s.s. Morphismen. 
Dies ist die Situation, auf die wir 2. 9 später anwenden werden. 

Das diagonale Objekt dT (X, Y) kann man hier auch erhalten, 
 indem man T als Funktor einer Variablen (C, D)e® x D 


214 ALBRECHT DOLD ET DIETER PUPPE 


auffaBt und dann nach 1.18 auf s.s. Objekte über © X D. 
ausdehnt. Wir kénnen also schreiben | 
(2. 11) aT(X, Y) = T(X, Y). 

(ii) Nehmen wir in Beispiel (i) für © =D = A die Kategorie © | 
der abelschen Gruppen und als Funktor T das Tensorpro- 
dukt T(C,D)=C®@D, dann geht 2.9, angewendet auf 
T(X, Y) = X@Y, in den klassischen Satz von Eilenberg- — 
Zilber über (s. [15], 3. 9. 1). Die Verallgemeinerung 2. 9 dieses 
Satzes besteht also nicht nur im Ubergang zu einer beliebigen 
Kategorie. 

(iii) Wie im klassischen Fall spielen beim Beweis von 2.9 
die « Modelle » K(m, n) eine Rolle. K(m, n) entsteht, wenn 
wir im Beispiel (ii) für X, Y die Standardsimplexe K(m), K(n)_ 
im Sinne von [12], 2 wählen, d.h. die FD-Komplexe der in $ 1. 
verwendeten A[m], A[n], also im Sinne von (ii) | 


K(m, n) = K(m) 8 K(n). 
Die Gruppe K(p, q).. ist also fret und besitzt als Basis die. 
Paare (x, 8) monotoner Abbildungen «: [r] > [p], B: [s] > [gq]. 


Beweis von 2.9. — Wir bezeichnen mit M(p, q; r, s) die 
freie abelsche Gruppe, die von den Paaren («, 8) monotoner 
Abbildungen «: [r] + [p], 8: [s] ~ [gq] erzeugt wird. Die Ele- 
mente ae M(p, q; r, s) schreiben sich also eindeutig in der 
Form a = Xng,g (x, 8) mit ganzzahligen Koeffizienten ng, g. | 

Die Zusammensetzung monotoner Abbildungen induziert 
eine bilineare Paarung, ebenfalls Zusammensetzung genannt, 


(2.12) M(r, s; t, u) X M(p, q; r, s) > M(p, q; t, u), 
(ine BD) Clo B)) = Soa pre, plese BB 
wobei «’: [t]—>[r], 8’: [wu] + [s]. Insbesondere ist 
(a, 6’) + (a, B) = (ao a, BoB’). 

Damit werden diese Gruppen zu einer additiven Kategorie 
M : Die Objekte sind die Symbole M,, die Morphismen sind 
Hom(M,, ,, M,,.) = M(p, g;r, 8), 

und die Zusammensetzung ist durch 2. 12 gegeben (8). 


(°) Es fehlen allerdings die endlichen direkten Summen (= direkten Produkte), 
deren Existenz man in jeder additiven Kategorie fordert (s. [16], 1. 3). Diese kann 
man aber, falls erwiinscht, ohne weiteres formal zu M adjungieren; es ist klar 
welche Morphismen man dann noch hinzufiigen muB. DUT 


CR LL 
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Ein s.s. Doppelobjekt V über Y kann jetzt als kovarianter 


-additiver Funktor V: M — Y aufgefaBt werden (und umge- 
kehrt) 


fe, lo) VI a) Veo Vl ola Bd De ally AV a, 8. 


Die Gleichungen (i), (ii) aus 2.2 driicken gerade die Defini- 
tionseigenschaften eines kovarianten Funktors aus. S.s. Mor- 
phismen zwischen s.s. Doppelobjekten gehen bei dieser Ent- 
sprechung in natiirliche Transformationen zwischen Funkto- 
ren über (vgl. auch die Bemerkung am Ende der Definition 1.1). 

Es sei nun a = Lnz,g (%, 8) e M(p, q; r,s). Für jedes Doppel- 
objekt V ist 


Way = "Site g Va Veg oo Mrs 


ein Morphismus. Die Form dieses Morphismus’ (als Linear- 
kombination der V,,g) ist dieselbe für alle V und unabhangig 
von der Kategorie A; V(a) ist ein universeller Morphismus 
V4 + V,,s. Z. B. ist der Randoperator des diagonalen Kom- 
plexes 


Ving = (V)p > (AV )p-a = Varna 
ein universeller Morphismus; er entspricht dem Element 
; P : 
a= > (—1}{si, &) e M(p, p; p — 1, p— 1). Die Gruppe der 
i=0 

universellen Morphismen V,,,—> V,,; ist — nach Definition — 
kanonisch isomorph mit M(p, q; 7, s). (Wt selbst bezw. der 
identische Funktor Yt—>M ist das universelle s.s. Doppel- 
objekt). | | 

Allgemein bezeichnen wir einen Morphismus zwischen direk- 
ten Summen von Objekten V,, als universell, wenn seine 


Komponenten universelle Morphismen sind. Z.B. ist der Rand- 
operator des totalen Komplexes tV, 


0: Do+g=mV p49 Ü Dres=ma Vois 


ein universeller Morphismus, weil er sich aus -universellen 
Morphismen V,,7—> Vp—1,q bezw. Va Vpq—1 Zusammensetzt. 
… Eine Folge von Morphismen 


| (2. 14) Gm : Te 7. Dp~a=mV pag 


i 


it ein universeller Kettenmorphismus von dV in tV, wenn 
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| 


jedes 9, universell und wenn {9,,} ein Kettenmorphismus ist 


für alle V. Die Eigenschaft von {¢,}, ein Kettenmorphismus 
zu sein, braucht man natiirlich nur fiir das universelle Objekt 
zu verifizieren, weil jede Relation zwischen Morphismen von 
M, die man durch Zusammensetzen und Addieren dieser Mor- 
phismen erhält, automatisch die gleiche Relation für univer- 


selle Morphismen zur Folge hat (denn V ist ein kovarianter | 


additiver Funktor). Vertauschbarkeit der +, mit dem Rand- 

operator von dV bezw. tV ist aber eine solche Relation. 
Analog dazu sind die anderen in 2. 9 vorkommenden univer- 

sellen Kettenmorphismen bezw. Homotopien erklärt. Man 


sieht also, daB 2. 9 nur ein Satz über die Kategorie It (bezw. « 


das universelle Doppelobjekt) ist. Zum Beweis gehen wir nun 
so vor, daB wir eine zu I isomorphe Kategorie 9 angeben, 
in der der Satz 2.9 wohlbekannt ist. 

Dazu betrachten wir die Modelle K(l, m) aus 2. 10 (iii) und 
die s.s. Morphismen zwischen ihnen. Wir sprechen von einem 
natiirlichen Homomorphismus 


fnaines KE Mio Kl, m),,, 


wenn fhgrs fir alle (l, m) definiert ist und vertauschbar ist 
mit allen s.s. Morphismen zwischen den Modellen K(l, m). Wie 
in [12], Thm, 3.1 folgt, daB jeder natürliche Homomorphismus 
far, eindeutig in der Form Zn, 8K(1, m),, g geschrieben werden 
kann mit Koeffizienten n,,8, die nicht von (I, m) abhängen. 


D. h. die Gruppe N(p, q; r, s) der natürlichen Homomorphis- 


men fpqr,s ist kanonisch isomorph mit der Gruppe M(p, q; 
r, s). Die Zusammensetzung - der natiirlichen Homomorphis- 
men geht dabei in die Zusammensetzung: in I über. Die Kate- 
gorie Nt ist also kanonisch isomorph der Kategorie N mit den 
Objekten N,,,, den Morphismen Hom (N,,,; N,,;) = N(p, q3 7, 8) 
und der üblichen Zusammensetzung von natiirlichen Abbil- 
dungen. 

In der Kategorie R wird 2. 9 aber zum klassischen Satz von 
Eilenberg-Zilber (einem Spezialfall davon); er ergibt sich dort 
aus der Azyklizität des diagonalen bezw. totalen Komplexes der 
Modelle K(l, m) (s. [14], 2 oder [15], 3.9). Für den ersten 
Teil von 2.9 kénnen wir uns auch auf [13], Thm. 2.4 und 
Thm. 2 - a berufen und erhalten damit explizite universelle 
Homotopieäquivalenzen. Dieses Ergebnis notieren wir in 
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2.15. Satz. — Der « shuffle » Morphismus (s. 112], 55.3) 
V MEP RIVE Vi PE ONE 
und der Alexander-W hitney-Morphismus (s. [13], 2.9) 
Nan D Gos ann <3 M 0) 12 


sind universelle Homotopieäquivalenzen zwischen dem totalen und 
dem diagonalen Komplex des s.s. Doppelobjektes V. 
Der Morphismus f hat die folgenden Komponenten 


° ede —1 p+i 0 0 0 
Dn : a nes foa—= V(t ° Em 10. "Épyis Em ° Em * + Eq 4) 


(s. 1. 2 für ej. Wie in 2. 13 schreiben wir die monotonen Abbil- 
dungen als Argument). 
Der Morphismus V hat die Komponenten 


Mit Vids Vain 
Via = Uy, sign (ue, v)V (yp! o mprat e - ni, nh? o nyeqto-- Mta4)s 
wober sich die Summe über alle (p, q)-shuffles (u, v) erstreckt 
(s. [12], 5), sign(u, v) = (— 1) das Vorzeichen von (p, v) 
und nj wie in 1. 2 definiert ist. 


2.16. Bemerxune. — Allgemeiner als 2. 2 lassen sich Tri- 
pel-, Quadrupel- usw. s.s. Objekte über Ÿ definieren, d.s. 
kontravariante Funktoren V dreier oder mehrerer Variabler 
aus der Kategorie der monotonen Abbildungen in die Kate- 
gorie À. AuBer dem diagonalen und dem totalen Komplex 
‘treten nun noch « partielle » Diagonalkomplexe usw. auf. Eine 
naheliegende Verallgemeinerung von 2.9 besagt, daB alle 
diese Komplexe in universeller Weise homotopieäquivalent 
sind. 

SchlieBlich kann man Funktoren V betrachten, die teils 
kovariant, teils kontravariant sind, und hier wieder Diagona- 
len bilden beziiglich der Argumente gleicher Varianz usw. 


3. — AQUIVALENZ ZWISCHEN KETTENKOMPLEXEN 
UND FD-KOMPLEXEN 


Uber einer abelschen Kategorie À (s. [16], 1. 4), sind «(Ket- 
ten-) Komplex » und «s.s. Objekt » äquivalente Begriffe. Dies 


wird in [18], [9] bewiesen, falls Y eine Kategorie von Moduln. 


ist. Die Ubertragung auf den allgemeinen Fall ist nicht ganz 
selbstverstandlich; wir geben daher hier einen neuen Beweis 
(nach dem Muster [3] oder [20]). 

Wie in [18], [9] definieren wir einen additiven Funktor N 
von s.s. Objekten (über Q{) zu Komplexen (über 9%) und einen 
Funktor K von Komplexen zu s.s. Objekten, so daB die zusam- 


mengesetzten Funktoren jeweils dem identischen Funktor 


aquivalent sind. 


3.1. Der runxtor N. — Es sei X ein s.s. Objekt über Qf. 


Wir definieren 


= a Kern (à: X, — X,-,) (4). 


à | 


Aus 2, = 2,—,2, i<q, folgt Bild (2)|NX) ¢ NX, %%|NX = 03! 


daher definiert à, einen Morphismus 2: (NX), > — (NX),-, mit} | 
à = 0. Die Folge (NX),, n= 0, 4, ..., mit dem Randoperator 


à ist also ein Komplex NX, de normale Komplex von X. 
Jeder s.s. Morphismus f : X — Y definiert (durch Ein- 


(*) Sind 9;: A— Aj, i = 1,2, ...,r, Morphismen in Y%, dann ist nach Definition — 


Kern (9;) = Kern (9), wo 9: ASTM den Morphismus mit den Kompo- © 


i 
nenten 9; bezeichnet. 
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_schränkung) einen Kettenmorphismus Nf: NX > NY. N ist 
ein additiver kovarianter Funktor von s.s. Objekten zu Kom- 
plexen. 


3.2. Der Funxror K.— Für jede monotone Abbildung 
a:[n]—>[q] setzen wir d(a) =n, r(x) — q. Mit ¢, ¢’, £, ... bezw. 
7, 4’, À, --- bezeichnen wir monotone Abbildungen, die injek- 
tiv bezw. surjektiv (+) sind. Jedes « läBt sich eindeutig in der 
Form a = en schreiben. | 

Es sei nun C ein Komplex über %. Wir setzen 


(3. 3) (KC), = Par =nCrtr); 


die (direkte) Summe ist über alle n mit d(n) = n zu erstrecken; 
es kommen darin also so viele Summanden C, vor, als es 
monotone Abbildungen von [n] auf [q] gibt. 

Für jedes a :[m] — [n] definieren wir (KC), : (KC), — (KC), 
indem wir die «Beschränkungen » (KC),|C,,) angeben. Ist 
na = ey’, dann bildet diese Beschränkung C,,) ganz in den 
Summanden (= Faktor) C«,» von (KC), ab (d.h. die ande- 
ren Komponenten von (KC),|C,,) sind null). Bezeichnet 


k(n, &) : Cay > Cuno 
diesen Morphismus, dann ist 
(t(C.), falls €’ = i[r(y)], += Identitat 

(B04): k(n, a) == 20: Cay > Cay, = Cay, falls‘ 'e" =e, 

| 0 sonst. 

Diese Definitionen ergeben ein s.s. Objekt KC, wenn wir 
die Bedingungen (1. 4) (i), (ii) nachweisen kénnen. Die erste, 
(KC),,,; = (KC),, ist klar; es bleibt also 

(3. 5) (KC)ep = (KC) 9(KC)e 
zu verifizieren, wobei 8 : [1] > [m]. Dabei geniigt es, sich auf 
- einen Summanden Cy,) von (KC), zu beschranken. _ 

Ist nun wie oben ya =e'y’ und n'B— en", dann ist 
: n(aB) = (e’e")n" | 
 offenbar die entsprechende Zerlegung von 7(«$). Daraus folgt, 
daB beide Seiten von 3. 5 den Summanden C,;,) von (KC), 


in den gleichen Summanden C,q@) von (KC), abbilden und 
> zwar vermôüge des gleichen Morphismus k(n, 48) = k(n’, B)A(y, æ). 
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Jeder Kettenmosphismus u: C — D liefert durch direkte- 
Summenbildung einen s.s. Morphismus Ku: KC > KD, und, 
K wird dadurch zum additiven kovarianten Funktor von 
Komplexen zu s.s. Objekten. | 

Das Hauptergebnis dieses Paragraphen ist der 


3.6. Sarz. — Die zusammengesetzten Funktoren NK und KN 


sind den jeweiligen identischen Funktoren natürlich dquivalent. 
Ehe wir den Beweis beginnen, ziehen wir einige Folgerungen. 


3.7. KoroLLAR. 
(a) N: s.s.-Hom (X, Y) = Ketten-Hom (NX, NY) 
fiir beliebige s.s. Objekte X, Y. 
(b) K: Ketten-Hom (C, D) = s.s.-Hom (KC, KD) 
für beliebige Kompleze C, D. 
Zum Beweis vgl. [9], 1. 23. 


Ein s.s. Objekt X (ein Komplex C) heiBt projektis, wenn 
alle X, (alle C,) projektiv sind (s. [15], 1. 8). 


3.8. KorozLar. — Ein s.s. Objekt X (ein Komplex C) ist 
genau dann projektiv, wenn NX (wenn KC) projektiv ist. 


Beweis. — Nach 3. 6. ist X, = (KNX), = Qawarn(NX) ea). 
Eine direkte Summe ist aber genau dann projektiv, wenn 
jeder Summand es ist. 


Ein entsprechender Satz gilt fiir die Eigenschaft « injektiv ». 


3.9. Dre ausndineune (J.C. Moore). — Unter der Aus- 
hängung eines s.s. Objektes X verstehen wir das folgende 
s.s. Objekt X. 


(3.10) X, = Kerp GE 2X SN n> 0. 
Sei «: [m] —>[n] monoton und sei | | | 
&:[m+1]=[n+1], &(i)=a(i) für i<m, &m+1)=n+1. 
Wegen &oenti=enticoa ist Xg(X,)¢ X,; durch Einschrän- 
kung definiert Xz daher einen Morphismus 

Na: hn OF NS, 


und wegen a8 = %8 folgt X.g = XgXq. Wir haben es also 
wirklich mit einem s.s. Objekt X zu tun. y 188 
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Ein s.s. Morphismus f : X —> Y definiert durch Einschrankung 
einen s.s. Morphismus f:X—YŸ. Die Aushängung wird 
dadurch zum kovarianten additiven Funktor. Sie dient uns 
als Hilfsbegriff beim Beweis von 3.6 und an anderer Stelle. 
Wegen der Bezeichnung « Aushängung » vel. 3. 13. 

Unmittelbar aus der Definition folgt 


(3. 11) (NX), mr (NX)n41, n> 0. 


Ferner ergibt sich aus der Identitat d,,,s, — id, daB s, mono- 

morph ist und 
(3.12) Xiu. = Kern (2,44 : Xyn > X,)@Bild (s,: X,—> Xu) 
=2'X,08,(X,): 


Sei nun C ein Komplex und C- der Komplex, der aus C 
durch Erniedrigen der Dimension um 1 entsteht, 


BEC, nO; (0: EP SCR) = R:Cu +0) n> 0. 
Bb: ist nach (3: LL): NX = (NX) 


Berta: Heine ce: — Die Funktoren KC- und KC sind natiir- 
liche äquivalent. 


Beweis. — Ist &: [n + 1] > [q + 1] eine surjektive mono- 
tone Abbildung mit &(n) = E(n + 1), dann bildet 2,;, den 
Summanden Cy) von (KC),,, identisch auf Cy) ab, wo 
E" = Eet!; ist dagegen &(n) ~ &(n + 1), dann ist 2,4,|/Cup = 0 
(vgl. 3. 4). Andererseits bedeutet &(n)  &(n + 1) gerade, daB & 
sich in der Form 4 mit n:[n] — [q] schreiben läBt. Daher ist 


KC, = Kern (CM : KC, +4 Kg KC,) — Pan) =n Cr | 
| Wegen 
| Cra) = Capss = Cm 
erhalten wir also durch direkte Summenbildung einen Iso- 
_morphismus 

(3.15) (KC), = Parm=nCr oy) = Dan = KC,, 
und es bleibt nur zu zeigen, daB es sich dabei um einen ss. 
 Morphismus handelt. Das folgt aber ohne Schwierigkeiten aus 
3.4 und né = He. 
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Bewers für 3.6. — Wir definieren eine natürliche Trans- 
formation ® = 0(C): C - NKC, indem wir C, identisch auf 
den Summanden Cum] von (KC), abbilden. Wir behaupten, 
daB dieser Summand mit (NKC), Bhertinaurié d.h. daB - 
eine natürliche Aquivalenz ist. 

Der Beweis wird durch Induktion nach n geführt. Für n = 0 
ist die Behauptung klar. Aus 3.14, 3.15, der Induktions- 
voraussetzung, 3. 15 in dieser Reihenfolge erhalten wir 


~(NKC),¢1 = (NKC), = (NKC-), = Crap = Crotn. 1p 
Die zweite gesuchte natiirliche Transformation 
Y= ¥(X): KNX > X 


wird durch ihre Einschrankungen auf die Summanden (NX): 
von (KNX), erklärt und zwar durch das kommutative 
Diagramm | 


| (3. 16) | fe wo  n:[n] {gl 


Aus 3. 4 folgt leicht, daB Ÿ ein s.s. Morphismus ist; wir haben 
zu zeigen, da ein Isomorphismus vorliegt. 

Aus der Definition ergibt sich, daB NY(X): NKNX — NX. 
mit (®(NX)) 1 übereinstimmt, also eine seas ist. Die 
Behauptung folgt daher aus te | 


3. 17. Hitrssarz. — Ist f: X — Y ein s.s. Morphismus und 
ist (Nf); : (NX), > (NY); monomorph (epimorph) für i <n, dann 
ist f,: X, > Y, monomorph (epimorph). | 


Beweis durch Induktion nach n. — Für n — 0 ist die} 
Behauptung klar. Ist (Nf), epimorph (monomorph) für i< n, 
dann auch (Nf), für j <n (s.3. 11), also f,_, und f,_, epimorph 
(monomorph) nach Induktionsvoraussetzung, also f, epimorph 
(monomorph) wegen 3. 12. 


3.18. Aus der Definition der Operatoren (KC), folgt, daB : 
die Teilsumme @C,,) von (KC), mit d(y) = n, n  [n] gerade 
der « ausgeartete Teil » (s. [12,] 4) von (KC), ist, d.h. mit 
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i= 1 


(DKC), = pia | (s,: KC,_,—> KC,) (5) übereinstimmt. Der 


verbleibende "Rita tia Cm dagegen stimmt mit (NKC), 
überein, wie die Aquivalenz ® zeigt. Da nach 3. 6 jedes s.s. 
Objekt x bis auf Isomorphie von der Form KC ist, folgt 


(3. 19) X, & (NX),@(DX), 


wo —o Bidou (sax > Xs) (5) den ausgearteten 


Teil eit ae Uberdies ist DX = {(DX),} wie man leicht 
verifiziert (vgl. [12], 4) ein Unterkomplex von kX (s. 2. 4), 
und 3. 19 ist eine direkte Summe von Komplexen 


(3. 20) kX = NX@DX. 
Daraus folgt 
(3. 21) NX = X/DX, 


_d.h. der normale Komplex NX stimmt bis auf natürliche Iso- 
morphie mit dem normalisierten Komplex X/DX (s. [12], 4) 
_ überein. 


3. 22. Sarz (Eilenberg-MacLane). — Die natürliche Inklusion 
NX — kX ist eine Homotopieäquivalenz. Der Komplex DX ist 
 nullhomotop. 

Der Beweis [12], 4 läBt sich ohne weiteres übertragen (man 
_beachte 3. 20). Wir skizzieren einen anderen Beweis, der die 
Aushangung benutzt. Dazu betrachten wir den dimensions- 
erhéhenden Morphismus 


s:X — X, s|X, =, (—1)"s,:X, > X,.:. 
“Die s.s. Identitäten ds, = 8,40, 1<n, und. d,8, =0,,18 =1t 
ergeben 
(3.23): ds + 8d. == — sind, = (Lt Sy=129) — 1. 
Dies zeigt, daB 
(t — 8,-42,) :X, > X,, ne Ay) Ty 

(5) Sind pi: A;—> A, i = 1, 2,..., 7, Morphismen in %, dann ist nach Definition 

| | Bild (p;) = Bild (9), wo ?: iA;—> A den Morphismus mit den Komponenten 


u 
gr bezeichnet. 
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ein der Identität homotoper Kettenmorphismus X -> X ist; 
in der Dimension 0 ist er gleich der Identitat (s_, ist — 0 zu. 


setzen). Für n > 0 liegt eine Projektion auf X vor: 
(t ere Sn—10n) (Xp) c 4 (t LL. Stay, 1) >, Ge) == (X,21) 
Dies folgt sofort aus der Definition der Aushängung. 


Nun ist aber die Aushangung selbs ein s.s. Objekt. Man kann 
die Konstruktion also iterieren. Da die Operatoren à,, s; von X 


durch Beschrankung der à, s; von X gewonnen wurden, 


erhalt man durch oo-fache Iteration (in jeder Dimension 


bricht sie ab) : 
Die Morphismen 
Pn = (t — Sod4)(t — sd) … (1 —S,_42,) : X, —> X, 


bilden einen zur Identität homotopen Kettenmorphismus pi 


kX — kX. p ist eine Projektion von kX auf NX, d.h. 
Bild (p)e NX, pINX = (NX). 


Damit ist 3.22 bewiesen. — Der Kern von p ist übrigens 
gerade DX. . 
3.24. BemErkuNG. — Man kann in den vorstehenden 


Betrachtungen die Rolle des ersten Seitenoperators mit der de 
letzten vertauschen. | , 
Um dies einzusehen, definieren wir Abbildungen 


(3. 25) t,:[n] >[n], 7,(i) =n—i, 1 = 0, 4,..,.n, 
und setzen 


(3.26) a* = var, für jedes monotone «:[m] — [n]. 


Offenbar ist (af)* = a”8*, (a*)* =a. Die Zuordnung « — a* 
ist also ein involutiver Automorphismus der Kategorie der 
monotonen Abbildungen. Er überträgt sich auf die Kategorie 


der s.s. Objekte X: 
(3. 27) (X*), - Xn, (X"). AT Xa», 
und es ist (X*)* = X. 


Dabei hat sich nun die Reihenfolge der Seiten- und Aus- 
artungsoperatoren umgekehrt : Der erste Operator von X ist der 


Lee = 
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letzte von X* usw. Ferner kann man N und K in 3.6-3.8 
durch die folgenden Funktoren N*, K* ersetzen 


(3. 28) N*X = N(X*),  K*C = (KCi* 
denn N*K* = NK,’ K*N*X = (KN(X*)} = X* = X. Allge- 


meiner gilt 

3.29. Sarz. — Es gibt eine natiirliche Aquivalena Meee New 
Bewets. Die Abbildungen ba 
(3.30) (—41)":X,>X,,. n=0; 4, 


definieren einen Isomorphismus kX = k(X*) (s. 2. 1), denn bis 
auf die Reihenfolge sind die Seitenoperatoren von X und: X* 
ja dieselben; 3. 30 ist natürlich kein s.s. Morphismus. Durch 
Ubergang zu den Quotienten entsteht aus 3. 30 ein Isomor- 
phismus 7: X/DX = X"/DX* (man beachte (DX), = (DX*),). 
Wegen 3.21 kénnen wir auch schreiben j: NX = N(X%*). 
Anwenden des Funktors K und 3.6 ergeben dann einen natiir- 
lichen Isomorphismus J: X = X*, wie ‘behauptet. Œ 
Wir notieren nun noch, daB die Fuaktoren N und K jé ve 
topien erhalten, genauer 


3. 31. Satz. — (a) Zwei s.s. Morphismen fo, fy: X > Y sind 
genau dann homotop, wenn Nf, Nf, : NX — NY kettenhomotop 
sind. | 

(b) Zwei Kettenmorphismen %, % : C > D sind genau dann 
kettenhomotop, wenn Ko, = K¢. 

Der Beweis in [9], 2. 6 läBt sich ohne weiteres übertragen; 
wir haben lediglich eine Bemerkung über das dort auftretende 
Tensorprodukt zu machen. 


"3. 32. Das Trnsorpropuxt G@A, Ses G = endlich 


erzeugte abelsche Gruppe. 
Es sei zunächst F eine freie abelsche athe mit endlicher 


Basis {9}, 1=1, 2, -.., m. Wir setzen 
(3. 33) (Fo (o})@A = OPA, mit Ay À. wen 
Mist. F’ , {oi}, 7 = 1, 2, ..., m eine zweite solche Gruppe und 


(3.34) f:F>F, fe)= Daw, t= 1, 2-5 m, 
I= 
15 
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ein Homorphismus, dann definiert dieselbe Matrix (aj) einen 

Morphismus @/,A;->@j-1A; (mit den Komponenten ajt(A)), 

den wir auch mit | 
(3. 35) f2A:(F, {o})@A>(F, fv;})8 A 

bezeichnen. 

Das Produkt (F, {;})@A wird damit zu einem kovarianten 
Funktor der Variablen (F, {s,}). Ist insbesondere F = F’ und 
sind | 

(F, fod) APY fe fui) 
die identischen Homorphismen, dann folgt (g®A)(f®A) = 1, 
(f@ A) (g@A) =1, dh. f@A, g@ A sind reziproke Aquivalen- 
zen. (F, {»;})@A ist also bis auf Aquivalenz unabhängig von 
der Basis {,}, und wir kénnen | 


(3. 36) “ FeAZ(F, {s})@ À 


setzen. Dieses Tensorprodukt F @ À ist ein kovarianter addi- 
tiver Funktor der beiden Variablen F, A (für die erste Variable 
vgl. 3: 35, für die zweite ist das klar nach 3.33) mit Werten 
in À. | 

Für unsere Zwecke (s. 3. 31 und $ 5) würde diese Definition 
bereits genügen. (Ubrigens haben wir bisher nur benutzt, daB 
Y additiv ist). Im allgemeinen Fall stellt man G als Faktor- | 
gruppe einer endlich erzeugten freien Gruppe F dar, | 


RÉF: CGS10 
und setzt 


(3.37)  G&AZ Kokern(ROA/24 Fe@A). 


Wir verzichten auf den Nachweis, daB dies einen wohlbestimm- 
ten Funktor der beiden Variablen G, A definiert. | 

Wenn man die Beschränkung auf endlich erzeugte Grup-* 
pen G vermeiden will, muB man voraussetzen, daB in Qf 
direkte Summen @)A mit beliebig vielen Summanden exis- 
tieren. é 


4. — DERIVIERTE EINES BELIEBIGEN FUNKTORS 


… Es seien %, YW’ abelsche Kategorien und T: Y > Y’ ein 
Funktor. Ist T additiv, dann lassen sich bekanntlich Deri- 
vierte (oder Satelliten) von T definieren (s. [7], [16]), voraus- 
gesetzt, daB es hinreichend viele projektive bezw. injektive 
Objekte in À gibt. 

Wir zeigen nun, wie sich diese Definitionen mit Hilfe der 
Ergebnisse in § 1-3 auf beliebige Funktoren T verallgemeinern 
lassen.. Dabei kénnen wir uns auf Linksderivierte eines kopa- 
rianten Funktors T in einer Variablen beschränken (s. Einlei- 
tung und § 9). Wir geben dann einige elementare Eigenschaf- 
ten dieser Derivierten und diskutieren verschiedene Beispiele. 
Weitere Eigenschaften werden sich aus der « Bar-Konstruk- 
tion » ergeben (s. § 6). 

Wir setzen von der Kategorie À voraus, daB sie hinreichend 
viele projektive Objekte enthält, d.h. daB jedes A e Y Quotient 
eines projektiven PeY ist (s. [16], 1. 10). 


4.1. S.S. AurrésuncEN. — Es sei A ein Objekt aus Y und 
n > 0 eine ganze Zahl. Eine s.s. Auflésung von (A, n) ist ein 
- Paar (X, &), bestehend aus einem s.s. Objekt X mit X; = 0 
fir i<in, H{X) = 0 für i >n, und einem Isomorphismus 
E:H,(X) = A. Zur Vereinfachung der Schreibweise werden wir 
. im folgenden stets H,(X) mit A identifizieren; wir lassen also 
das Symbol € weg, schreiben H,(X) — A und bezeichnen X 
selbst als s.s. Auflésung von (A, 7). À 
_» Eine s.s. Auflüsung X von (A, n) heiBt projektiv, falls alle 
_ X; projektiv sind. Aus 3. 22 und 3. 8 folgt 


4,2. Ein s.s. Objekt X ist genau dann eine (projektive) s.s. 
_ Auflüsung von (A, n), wenn NX eine (projektive) Auflésung 
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von (A, n) im üblichen Sinne ([7], V. 1 oder [16], S. 143, Fub-. 
note 3)) ist. 
Daraus ergibt sich. 


4.3. Jedes (A, n) besitzt eine projektive s.s. Auflésung. 


Bewers. — Ist C eine projektive Auflésung von (A, n) im 
üblichen Sinne (sie existiert, weil es hinreichend viele pro- 
jektive Objekte in Y gibt), dann ist KC (s. 3. 2) eine projek- 
tive s.s. Auflésung von (A, n) (denn NKC=C; s. 3.6). 


4.4. Es seien «: À —B ein Morphismus aus A und X, Y 
projektive s.s. Auflésungen von (A, n), (B, n). Dann gibt es einen 
s.s. Morphismus f : X > Y mit a = H,(f) : H,(X) > H,(Y), wrid je « 
zwei solche s.s. Morphismen sind homotop. Insbesondere sind 
je zwei reg Auflésungen von (A, n) EE 


(Vel. [7], V, 1). 


Beweis. — Es gibt einen bis auf arte bestimmten 
Kettenmorphismus ¢: NX — NY mit H,(¢) = « (s. [ ve V. "4 | 
Daraus folgt die Behauptung wegen 3. 7 me 3. 31. 


4.5. Die Definition der Derivierten ertlat nun nach bekann- 
tem Muster: Sei T: 2 — Q’ ein Funktor und «:A —B ein 
Morphismus aus A. Wir wahlen projektive s.s. Auflésungen X, 
Y von (A, n), (B, n) und einen s.s. Morphismus f: X — Y mit 
H,(f) = «. Wir haben gesehen, daB X, Y und f bis auf Homo- » 
topie bestimmt sind, Nach 1.15 sind also auch TX, TY, Tf bis 
auf Homotopie und demnach HTX, HTY, HTf bis auf. 
natürliche Isomorphie bestimmt. Wir setzen | 


(4.6) LT(A, n)=HTX,  L,T(e, n) = H,Tf 


und definieren damit einen neuen kovarianten Funktor — 


L,T(, n):% — WM’, den q-ten (links-) derivierten Funktor n-ter | 


Stufe von T. 

Ist X eine s.s. Auflésung von (A, n), dann ist kX (s. 2. 1) 
eine Auflésung von (A, n) im üblichen Sinne. Für einen addi- 
st Funktor T gilt ferner kTX = -TkX (s. [7], IV. 5); daher 
olgt 4 


4.7. Ist T additiv, dann ist L ah ( , n) äquivalent zu Là ty 


dem (q — n)-ten Dori} iene von T im Sinne von [7]. 
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Im nicht-additiven Fall ist im allgemeinen kKkTXATkKX: 
- Der Randoperator in kTX ist X(—1)T(d), in TkX dage- 
gen T(X(— 1)'0,) (falls TO = 0). Indessen hängen auch im 
nicht-additiven Fall die Derivierten mit gleichem q—n 
zusammen namlich vermége der Einhängung 


o:L,T( ,n)>L41,T( ,n + 1), 


die wir in § 8 untersuchen werden. Im nicht-additiven Fall 
“ist sie jedoch im allgemeinen keine Aquivalenz. 


4.8. Etwas allgemeiner als in 4.5 sei A jetzt eine Folge 
Ao, Ai, Ag, … von Objekten in À (ein gradutertes Objekt über Y). 
Für jedes n > 0 sei X" eine projektive s.s. Auflésung von (A,, n) 
Dann bezeichnen wir die direkte Summe X = @7_,X” als pro- 
jektive s.s. Auflésung von A; diese Summe existiert, weil 
X, = OF_.X? = Pi-.X? nur aus endlich vielen Summanden 
besteht. Entsprechend verfahren wir mit « graduierten » Mor- 
phismen « = {a,:A,—>B,}: wir konstruieren f": X" > Y’, 
n= 0, 1, .... wie oben und erhalten in der direkten Summe 
@z_.f” = f: X > Y einen Morphismus der projektiven Auf- 
lésungen mit H(f) = a, dessen Homotopieklasse durch « bes- 
timmt ist. Wie in 4.6 kénnen wir also einen Funktor LT, 
den (links-) derivierten Funktor von.T, durch 


(4.9). » LT(A) = HTX, ... LT(a) =-HTf 


definieren. LT ist ein Funktor von graduierten Objekten iiber Y 
zu graduierten Objekten über MW. | | 


4.10. Brisptez (a). — Es sei A = A’ die Kategorie der 
Moduln über einem kommutativen Ring A. Für jedes A e % 
sei Q" À = À @ À ® --: @A die m-te Tensorpotenz von A. Die 
symmetrische Gruppe @(m) operiert in @"A durch Vertau- 
schung der Faktoren, ebenso jede Untergruppe = € @(m). Wie 
in [9], 6. 2 definieren wir das t-Produkt von A, ; 


TA = Q"A/r, 
als Quotienten von @"A nach dem Untermodul, der von den 
Elementen y — y(y) mit ye @”A, 7 <7, erzeugt wird. 


Ist A ein nullteilerfreier Hauptidealring und X ein freies 
s.s. Objekt über Y(=— freier s.s. Modul = freier FD-Modul 


über A), dann hängt HTX nur von H(X) ab (s. [9], 5. 11). 
Daraus folgt 


(4. 11) H(@" X/r) = LTH(X). 
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Durch geometrische Realisierung überträgt sich dieses Ergeb- 
nis auf das x-Produkt x”P/x von Polyedern (CW-Komplexen), « 
das ganz analog wie @"A/x zu definieren ist. Man erhält 
(vel. [9], 7) 

(4. 12) H(x*P/x) = LTH(P; À). 


Eine 4. 11 oder 4. 12 entsprechende Gleichung fiir Abbil-~ 
dungen gilt dagegen nicht : Ist g: X —> X’ eine s.s. Abbildung © 
zwischen freien s.s. Moduln (oder auch eine stetige Abbildung « 
zwischen Polyedern), dann ist im allgemeinen H(Tg)  LTH(g) « 
Das liegt daran, daB man in 4.8 zur Definition von LT(a 
eine « direkte Summenabbildung » f verwenden muB und nicht 
etwa eine beliebige Abbildung X — X’, die « induziert. Für 
ein Bespiel vgl. [9], 4. 5. 7 


4. 13. Beispiel (b). — Wir betrachten noch einmal die Ope- 
ration von tw in "A (s. 4. 10) und setzen nun 


TA = (@"A)" 


= Modul der bei x invarianten Elemente von ®”A, das sind 
die Elemente re Q"A mit x = y(x) für alle yen. 

Für t= @(m) und freie A stimmt T mit dem Funktor [,, 
von Eilenberg-MacLane iiberein (s. [5], Exp. 8.4; dort S,,). 
Daraus folgt 


(4.14) LTXLP,,  fals 7—G(m), 


denn zur Bestimmung von LT braucht man T nur auf freien 
(projektiven) Objekten und Morphismen zwischen solchen zu * 
kennen. — Man beachte aber, daB für nicht-freie A im allge- 
meinen TA Æ TA ist. 

Aus 4.14 folgt insbesondere (analog zu 4. 11) 


H((@"X)"™) = LT, (H(X)), 


falls X ein freier s.s. Modul über einem nullteilerfreien Haupt- 
idealring A ist. 
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4.15. Beispiel (c). — In den beiden folgenden Beispielen 
ist 2 = Ÿ’ die Kategorie der abelschen Gruppen. G sei eine 
feste abelsche Gruppe. Für jedes A € Y sei 

TA = ZA®G, T’A = SA(A) @G. 


Dabei bezeichnet ZA den Gruppenring von A über den ganzen 
Zahlen Z und SA(A) die symmetrische Algebra von A (s. [8], 
Ch. V, 18). 


4. 16. Sarz. — Die Derivierten L,T(A, n), n>0, und 
L,T'(A,n), n > 0, sind mit den Eilenberg-MacLane-Funktoren 
H,(A, n; G) äquivalent. 


Beweis. — Im Falle des Funktors T folgt dies fast unmitel- 
bar aus der Definition: Eine (nicht notwendig projektive) 
s.s. Auflésung X von (A, n) ist ein s.s. (abelscher Gruppen-) 
Komplex, dessen einzige nicht verschwindende Homotopie- 
eruppe x, mit A übereinstimmt (s. [22], 2 App. A oder [24], 
1.4). D.h. X ist ein Eilenberg-MacLane-Komplex K(A, n), 
und TX ist sein Kettenkomplex mit Koeffizienten in G, also 
in der Tat HTX = H(A, n; G), wie behauptet. 

Nun zum Funktor T’. Y sei eine zusammenhängende s:.s. 
Menge (= c.s.s. Komplex) mit Basispunkt P, deren einzige 
nicht verschwindende Homologiegruppe positiver Dimension 
H,(Y, Z) = A ist (ein « Moore-Komplex »). Ferner sei Z(Y, P) 
sein FD-Komplex modulo P, di. die von Y erzeugte freie 
abelsche s.s. Gruppe ZY, dividiert durch ZP. Die einzige nicht 
verschwindende Homologiegruppe von Z(Y, P) ist 


HZ(Y,P}= A. 

Z(Y, P) ist also bis auf Homotopieäquivalenz eine s.s Auflé- 
sung X von (A, n) (s. [10], 5. 3). Also ist auch T’Z(Y, P)=T'X 
und 

HT’Z(Y, P) = HT'X = LT'(A, n). 


Andererseits ist SA(Z(Y, P)) isomorph mit ZSP*Y, dem 
-FD-Komplex des unendlichen symmetrischen Produktes von Y 
(s. [9], 10. 10.) Nach [25], 3. 7 oder [28], 7 ist aber SP“Y ein 
Eilenberg-MacLane-Komplex K(A, n), also in der Tat 


LT'(A, n) = HT’Z(Y, P) = H((ZSP*Y) ® G) = H(A, n; G). 


4 

1 

a 

232 | ALBRECHT DOLD ET DIETER PUPPE a 


4.17. Beispiel (d). — Es seien %, A’ wie in 4. 15, und es 
sei TA die Tensoralgebra von Ae Y. Ist P ein zusammen+ 
hängendes Polyeder, dann gibt LTH(P) die Homologie des” 
Wegeraums der Einhängung von P, LTH(P) = HOSP (vgl. 
[9], 11). | 


b 
| 
; 


4. 18. MiscH-EFFEKTE (cross- effects). — Die Beispiele 4. 16. 
zeigen, daB die Derivierten eines nicht-additiven Funktors sehr 
kompliziert sein kénnen (z. B. œ-dimensional), auch wenn dass, 
Argument A projektiv ist. Wir werden nun aber sehen (s. 4. 22), 
daB die homologische Dimension von A doch einen gewissen 
EinfluB auf LTA hat, jedenfalls dann, wenn T ein Funktor 
endlichen Grades ist. Dieser Begriff des Grades hangt eng mit 
dem des Mischeffektes zusammen. Wir erinnern kurz daran 
und verweisen im übrigen auf [13], 9. | 

T:%—> A’ sei ein kovarianter Funktor mit TO = 0. Die 
Mischeffekte eines solchen Funktors messen seine Abweichung — 
von der Additivität. Der k-te Mischeffekt, k = 1, 2, ..., ist ein 
kovarianter Funktor T,(A,, ..., A,) von k Variablen A,e A 
mit Werten in Y’. Es bestehen die folgenden Beziehungen, « 
welche die Funktoren T, charakterisieren (s. [13], 9.1, 9. 6). 

_Es gibt natürliche Aquivalenzen | a 


4 19) T(A@ © @ A, @,TAA,, 1) Aa), ee | 
So: dap fiir -jede nicht-leere Teilmenge r von (1,2, QE) cla 
Diagramme sf 

T(A,®---@®A,) = ŒT,(As, ..., À) 1 
(4. 20) TO] AH fh. | 


T(Az,@ +++ @As,) & DacrT (As «++ As,) | 
: T(Ay @~+« @ Ay) æ ŒT,(As, .…., A6) | 
(4. 21) T(ae)| |p. 1 


T(A,, all : &) = Beer! s(Ac,, wary A,,) 


kommutatis sind. Die Summe in 4. 19 erstreckt sich über alle 
nicht-leeren Teilmengen o von (1, 2, ..., k), die Morphismen i, 
und I. sind jeweils die Injehtponet® ao Teilsummen in die 


ganze Summe, und q,, P, sind die Projektionen auf diese Teil- 
summen. 
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ZB. ist T, = T, 


T(A eB) = TA@ TBeT,(A, B), 
T(AsBeC)=TAeTBeTCeT,(A, B) oT,(B, C) 
| ® T,(A, C)eT,(A, B, C). 


Auch im Falle TO~0 kann man durch 4.19-4.21 ein- 
deutig Mischeffekte T,, k > 0, definieren, vorausgesetzt daB 
man auch die leeren Teilmengen o, x von (1, 2, ..., k) zulaBt. 

Man hat dann T, = TO = konstant, 


TAXT,@T,A, T(A@B)~T,@T,AGT,BeT,(A, B), usw. 


- Ein Funktor ist vom Grade <k, wenn sein (k + 1)-ter 
Mischeffekt null ist. Dann sind auch alle héheren Mischeffekte 
null. T ist genau dann vom Grade < k, wenn der k-te Mischef- 
fekt multilinear ist. Insbesondere sind die Funktoren T vom 
Grade < 1 (und mit TO = 0) gerade die additiven Funktoren. 
Die Beispiele 4. 10, 4. 13 sind Funktoren vom Grade genau m. 


h, 22. Satz. — Es sei T ein Funktor vom Grade < k, und die 
projektive Dimension (s. [7], VI. 2) von A e sev <r. Dann ist 


LTA, n).= 0 fiir g > kin + r). 


Brewers. — Die Voraussetzung über die projektive Dimen- 
sion von A besagt, daB es eine (gewühnliche) projektive Auflô- 
sung C von (A, n) gibt mit C,= 0 fir 1 >n-+r. Dann ist 
KC eine projektive s.s. Auflésung X von (A, n) mit (NX), = 0 
“für i>n-+r. Wegen H(Y) = H(NY) (s. 3.22) folgt die 
 Behauptung daher aus dem. 


4. 23. Hitrssarz. — Es sei T ein kovarianter Funktor vom 
+ Grade < k, und X sei ein s.s. Objekt mit (NX), = 0 für i > m. 
- Dann ist (NTX), = 0 für q > km. 


Bewegis. — Wir kônnen X = KC annehmen (s. 3. 6). Wegen 
- C, = 0 für à > m sind in (KC), = Par-yCrm nur die Sum- 
manden mit r(n) < m evtl: von null verschieden. 
 Bilden wir nun TKC. Nach 4. 19 ist (TKC), = T(Par=0rtr)) 
- eine direkte Summe von Ausdrücken T,(Cx,), : ::; Crtns))- Wegen 
Grad (T) <k kénnen wir s < k voraussetzen, auBerdem wie 
schon bemerkt, r(n,) <m. Die Abbildung n, : [q] > [r(ns)] hat 
also héchstens m Sprungstellen, und die Sprungstellen aller 
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ny, v = 1, 2, ..., s, teilen das Intervall [gq] in héchstens km + 1 


= 
ph 


Stiicke. Ist g > km, dann gibt es demnach ein Stück, in wel-, 


chem mehr als eine ganze Zahl liegt, d.h. es gibt ganze Zahlen 
j,] +1elg] mit n,(j) = n,( + 1) für alle v. Dann kann man 
aber von n, den Faktor 7 (s. 1. 2) abspalten, 
Ny ny, 
also 
Cie = Cin) = T(KCy (C9); + KC;Cxn2) 
= (TKC)H(T (Crus ---» Co) € Bild (TKC),;= Bild (s,). 


TKC ist also ausgeartet (s. 3. 18) oberhalb der Dimension 


km, also (s. 3. 21) (NTX), = (TX/DTX), = 0 für g>km, wie 


behauptet. 


5. — EINHANGUNG 


Seien A, A’ abelsche Kategorien und T : % —> YI’ ein (even- 
tuell nicht additiver) kovarianter Funktor mit T(0) = 0. Zu 
jedem s.s. Objekt X über À werden wir die Einhängung SX 
und‘den Einhängungsmorphismus ¢ = ox(T) : H,TX—H,,,TSX 
definieren. Wir geben ferner Verallgemeinerungen dieses 
Begriffs auf Funktoren mehrerer Variabler an und beweisen 
einige einfache Ergebnisse über den Einhängungsmorphismus. 
Weitere Resultate werden sich aus der « Bar-Konstruktion » 
im nächsten Paragraphen ergeben. 


5.1. Sei A ein Kettenkomplex über A. Der Kegel CA ist 
ein Kettenkomplex über Ÿ, der folgendermafen definiert wird : 
Es ist (CA), = A,@Aj,4, und bezeichnet x,,,:A,— (CA),, 
p = q,q7—1, die Injektion, so ist 


c a A 
0 KN = Xq—1y g—10 


CA i: fs! A 
D kg, ga = Kg, gi %q—1,q-20 + 


Wenn % eine Kategorie von abelschen Gruppen ist, bedeutet 


das 
VA (ay, Gps) = (Bq + Ay_1, — day) ME A, 
Definiert man die Morphismen s: (CA), — (CA),.,, durch 


SX, q oul Kg+1,q 
oe A oa  V 


 d.h. im Spezialfall der abelschen Gruppen 
| S(@y; ag) = (0, a), 


so ist ds + so =1 = Identität, d.h. s ist eine Nullhomotopie 
von CA. 


RS a REC 
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Die Injektion x,,,: A, —> (CA), liefert einen Kettenmorphis: 
mus x: A —> CA. Den Kokern von x bezeichnen wir mit 7: 
CA — SA und nennen SA die Einhängung von A. Dann ist 
(SA), = A,-1, 04 = — 04, Wir haben eine exakte Folge 


(5. 2) 0-> À + CA + SA —+ 0, 


die als Folge von graduierten Objekten (ohne Randoperator) 
zerfallt. re 


5.3. Vermége der Aquivalenz zwischen Kettenkomplexen 
und s.s. Objekten (§ 3) übertragen sich diese Begriffe auf s.s. 
Objekte. Sei X ein s.s. Objekt über A. Wir definieren Kegel 
und Einhängung von X durch 4 


CUS PONS | 
SX RONX, | 


wobei N und K die Bien von 3.1, 3.2 sind. Dann ist — 
CX nullhomotop (3. 31), und es besteht die exakte Folge — 


(5. 4.) OX —-nCK cen Sons shell eae 


die als Folge von graduierten Objekten wieder zerfallt. ! 
‘Es ist nicht schwer zu zeigen, daB diese Definition von CX 
und SX mit der in [11] gleichwertig ist. Wir werden das. aber 


nicht benutzen und übergehen den Beweis.  : | 


5.5. Wendet man den Funktor T auf (5.4) an, so erhält 
man ee om 

1 eee ap ae Ye 
Diese Folge ist i.a. nicht mehr exakt (für nicht-additives TA 
aber es gilt (Tm) (Tx) = T(rx) = T(0) = 0 (°). Wegen CX ~ 0 
ist TCX ~ 0, zunächst als s.s. Objekt (1. 14). Daraus folgt 
aber NTCX = N(0) =0 (3.31) und KTCX = NTCX = 0" 
(3. 22), d.h. TCX ist auch als Kettenkomplex nullhomotop. 


5. 6. Seien nun allgemein 
ALBÆC 


(°) Ferner ist Tx monomorph und Tx epimorph, weil x und x als Morphismen von — 
graduierten Objekten (ohne Randoperator) einseitige Inverse haben. Das ist aber 
an dieser Stelle ohne Bedeutung. 
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Kettenmorphismen von Komplexen über einer abelschen Kate- 
gorie mit gf = 0. Sei ferner B 0, d.h. es gibt s: B, > By, 
mit ds + so —1. Dann ist h = gsf: AC ein Kettenmor- 
phismus vom. Grade 1 (d.h. 04 =—dh) und induziert 
h,: H(A) — H,,,(C). 


+ 
5. 7. Satz. — Das Diagramm 


Pa mt ET OU 
sois, Bh. dur 
DL B’ 8 Cc’ 
sei kommutativ, und beide Zeilen mégen die obigen Vorausset- 


zungen erfüllen. Sind dann s und s’ irgend zwei Nullhomotopien 
von B bzw. B’ so ist auch | 


H(A) Es, H,.,(C) 
al 0 van 
H,(A’)-"s Hy .(C’) 
kommutativ. : 
- Nimmt man speziell f’ = f, g’ = g und fiir a, 6, y die Iden- 
titäten, so folgt: (gsf), ist unabhängig von der Wahl von s. 

Wir definieren 


(8, fla = (8sf),: H(A) > Hy+4(C). 
Bewets von 5. 7. — Es ist 
(g's' Fa, = (8'ST ass 
ssh = (vesf), 
und esifie Ot=ig's Bf, 
yest = g'Bsf. 
Setzt man t = s’8—8s, so gilt dt + @ = 0, d.h. t: B, > Bora 
ist ein Kettenmorphismus vom Grade 1. Wegen B’ =~ 0 ist 
er nullhomotop, in Formeln : 
ds't — s'td = (ds’ + s'd)t =. 
Insbesondere ist t, = 0, also | 
(2°S Pus Evy, xl 8ST). y Bilal = 0. 
5. 8. Bemerxune. — (g; f), kann auch definiert werden, 
wenn B nur als azyklisch (nicht notwendig nullhomotop) 


2 ee 
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vorausgesetzt wird. Man zerlegt dann 
A Kern gcB — Kobild z&C 
oder AL Bild fe B — Kokern fe C. £ 
Die « verbindenden Morphismen » ([4], I, 5.8; II, 1.2) 
d/ : H,41 (Kobild g) —> H, (Kern g) \ 62 
d, : H,+1 (Kokern) f > H, (Bild f). 


sind Isomorphismen, und es ist nicht schwer zu zeigen (mit 
Hilfe der Natürlichkeit des verbindenden Morphismus), daB 
gl (0) Fi = gh (os) fs: H(A) > H,+,(C) ist. Ferner stimmt 
dieser Morphismus im Fall B~0 mit dem oben definierten 
(g, f), überein. Den Beweis übergehen wir. In einer Kategorie 
von abelschen Gruppen ist er fast trivial. 


5.9. Wir kehren nun zurück der Situation von 5.5 und defi- | 
nieren den Einhängungsmorphismus 


o = ox = Ox(T) = (Tr, Tx), : H,(TX) > H,,,(TSX). 


Ein s.s. Morphismus f: X —> X’ liefert ein kommutatives 
Diagramm | 
PX =e DOK dPATEX 
T{| À TC/| Ts/| 
TX TCX = TSR 
Nach 5. 7 ist dann auch 
H,(TX), —2> H,;: (TSX) 
(5. 10) TH. rs. 
H,(TX’) + H,, ,(TSX’) 
kommutativ, d.h. o ist eine natürliche Transformation (in 
Abhängigkeit von X). | 
Ist  : TT" eine natürliche Transformation (und T’(0) = 0), 
so ergibt sich analog das kommutative Diagramm 


H,(TX) 7 Hy\(TSX) 
(5. 11) 4 


rad Pe 
H,(T’X) LH, (T'SX) 
d.h. ¢ ist auch natürlich in Abhängigkeit von T. 
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5. 12. Bemerxune. — Ist T additiv, so ist 
ee eee, TCX > TSX =~ 0 


exakt, und die Einhängung ist das Inverse des verbindenden 
Morphismus H,,,(TSX) — H,(TX)(5.8). Insbesondere ist sie ein 
Isomorphismus. Dieses Ergebnis wird sich in § 6 noch auf 


andere Art ergeben (6. 5). 


5. 13. Beispiel. — Sei X = A’ die Kategorie der abelschen 
Gruppen. Wir definieren den Funktor T durch TA = ZA ® G, 
Ae. Dabei ist ZA der Gruppenring von A, ZA = ZA/ZO0, 
und G ist eine feste abelsche Gruppe. Fiir eine s.s. abelsche 
Gruppe X ist dann kTX der gewühnliche Kettenkomplex der 
S.S. DT X mod 0 mit Koeffizienten in G, also 


HTX = H(X, 0; G). 


Als s.s. Menge ist CX ein zusammenziehbarer Faserraum mit 
der Basis SX und der Faser X (7). Aus der Definition von ox(T) 
(5.9) ergibt sich unmittelbar, daB es mit der PARTS 
« Mamalogie: Einhängung » [26], [31] 


o:H,(X, 0; G) > H,,,(SX, 0; G) 
übereinstimmt. 


5. 14. Der Einhangungsmorphismus läBt sich in verschiede- 
ner Weise auf Funktoren von mehreren Variablen verallgemei- 
nern. Wir erläutern das am Beispiel von 2 Variablen. Seien Qf, 
%, N' abelsche Kategorien und T(A, B), À e YU, Be &, ein kova- 
rianter Funktor mit Werten in Ÿ’. Bildet man die Produkt- 
kategorie 21 X B mit den Objekten (A, B) und den Morphis- 
men (f, g), so kann man T als Funktor Y x 8 — YW’ von 
_ einer Variablen auffassen. Setzt man T(0, 0) = 0 voraus, so ist 
also für zwei s.s. Objekte X über À und Y über 8 der « totale » 
Einhängungsmorphismus 
Lo ax x(T) = (T(x, #), Te, 0), € HyT(X, ¥) > Hy, .T(SX, SY) 
gables ATOME Wes TCX, Cyj ABA (SX, sy). 

- definiert. (Dabei wurden C(X, Y) = (CX, CY) und die analoge 


(") Man beachte, daB CX und SX nicht Kegel bzw. Einhängung von X als ss. 
Menge sind. Es ist vielmehr CX = WX, SX = wx (W-Konstruktion [12], 17; 


22] 2. 17). 


4 
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Beziehung für S benutzt, die sich leicht aus den Defimtionens 
ergeben.) 

5.15. Setzt man sogar T(0, B) =0 für alle Be 8 voraus, 
so läBt sich noch eine andere Art von Einhängung definieren. 
Wir betrachten dazu 


TX, YYISETIOX, y) TE) 1e Te) TEX, Y). 
Die Zusammensetzung ist T(x, t)oT(x, t) = T(xx, t) = T(0, +) =0. 
Aus CX æ 0 folgt T(CX, Pre TO, Y) = 0 (4. 26). Nach 5. 6 
kénnen wir also 
of = ox x(T) = = CT (x; t), DL 0), 2 FLT (X,Y) > Th, SACS 
definieren. me nennen diesen Morphismus die partielle Ein-— 
hängung in Bezug auf die erste Variable. Entsprechend wird» 
die partielle Einhängung = 
“am co = of, x(T) : HyT(X, Y) > H,.,T(X, SY) 
re die zweite. Variable erklart, wenn T(A, 0) = 0 ist für alle 
À e QW. 


5.16. Um die Beziehung zwischen fatbler und partieller 
Einhängung herzustellen, betrachten wir das kommutative 
Diagramm 


A à 


Imex, oy aA) prop ES Ne ayy 
‘ T(t, x) T(t, 0) 
nd Ge VI ETC CI CÉPETE US 
Unter der Voraussetzung T(0, B) = 0 kénnen wir ¢ und 0! 
bilden, und nach 5.7 ist | 


FR 5 Oey 72 a 
(5.47). HTX, yom {ts 0), CR 
nos H, .,.T(SX, SY) 
py Se argon Ist zusätzlich T(A, 0) = 0 für alle Ae QY, so 
gilt T(t, 0) = 0, und wir haben: 


5.18. Sarz. — Ist T(A, 0) = T(0, B) = 0 für alle Ac, 
Be, so verschwindet der totale Binkangungimorphis 
ox,x(T) für alle s.s. Objekte X, Y. 
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5. 19. Bemerxune. — Der Satz 5. 18 zeigt, daB die totale 
Einhangung an sich nicht sehr interessant ist. Denn erstens 
wird fiir die meisten Funktoren T(A, B), die im foleenden 
vorkommen, die Voraussetzung von 5. 18 erfiillt sein. Zwei- 
tens kann man jeden Funktor von 2 Variablen so in der Form 
T(A, B) = T'(A)@ T’(B)@ T'(A, B) aufspalten, daB T” die 
Voraussetzung von 5. 18 erfüllt. Wir werden aber sogleich 
wichtige Folgerungen für Funktoren einer Variablen aus 


5. 18 ziehen. 


5. 20. KoroLLar.— Setzt man unter den Voraussetzungen von 
5.18 T'(A) = T(A, A), so verschwindet der (gewéhnliche) Ein- 
hängungsmorphismus ox(T") für jedes s.s. Objekt X. 

Zum Beweis ist nur zu bemerken, daB ox(T*) — ox x(T) ist. 
Das.folgt sofort aus den Definitionen 5. 9, 5. 14. 


5. 21. Sei nun T: 9{—9' wie früher ein Funktor von einer 


Variablen mit T(0) = 0. Dann sind die Mischeffekte 
TyfAg a5" Ay) 

Funktoren von k Variablen aus %, die den Wert 0 haben, 

wenn eine der Variablen verschwindet (4. 18 und [13], 9. 2). 

Setzen wir T{(A) = T,(A, A, ..., A), so folgt aus 5. 20 (mit 


einer trivialen Verallgemeinerung von 2 auf k): 
5. 22. Der Einhängungsmorphismus 
ox(T#): H, TeX > H,,,.TiSX 
verschwindet für k > 1. 


5. 23. Für irgendein A e À definieren wir die « Addition » oder 
« Kodiagonale » «’ : A@ À — A als denjenigen Morphismus, der 
auf beiden Summanden die Identität ist (a’(a,, a2) = a + a, 
in einer Kategorie von abelschen Gruppen). Dual dazu wird 
die « Diagonale » oder « Koaddition » 8’: A + A@A dadurch 
definiert, daB die Zusammensetzung mit der Projektion auf 
jeden der beiden Summanden die Identitat ist (B'(a) = (a, a) 
in einer Kategorie von abelschen Gruppen). Diese Morphis- 
men liefern 


THA) = T.(A; A) +T(A@ A) T(A) 


Cs 
8: T(A) =) TA @ A) T,(A, A) = THA), 
16 


De 
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ne a 20 8 


wobei À und p die zur direkten Summendarstellung 
T(A @ A) = T(A)@T(A)@T,(A, A) 


(4.19) gehôrige Injektion bzw. Projektion bezeichnen. 

« und @ sind offenbar natürliche Transformationen zwischen 
den Funktoren Té und T. Wir wollen sie ebenfalls Kodiagonale 
bzw. Diagonale nennen. | 


5.24. Sei nun X ein s.s. Objekt über YA. Das Bild von 

: H,T,(X, X) > H,TX heiBt der zerlegbare Teil von H,TX. 
Der Kern von Que H, TX — H,T.(X, X) heiBt der primuaed 
Teil von H,TX. Wee der Because dieser Definition zu: 
anderen Begriffen von « zerlegbar » und « primitiv » vgl. 5. 26, 


8.11, § 11. 
5. 25. Sarz. — In der Folge 
H,T,(X, X)“+ H,TX + H,,,TSX 4 H,,,T,(SX, SX) 


verschwinden die Zusammensetzungen von zwei aufeinanderfol- 
genden Morphismen. M.a.W. ¢ annulliert den zerlegbaren Teil 
von H,TX und bildet ganz H,TX in den primitiven Teil von 
H,4,.TSX ab. 


Bewets. — Nach (5. 11) haben wir das kommutative Dia- 
gramm (T{(A) = T,(A, A)) 


H,TIX 0), H, | ,TISX 


HTX H,. TSX | 
a(TY) verschwindet aber nach 5. 22. Also folgt 
O( Tybalt area (FS 2 0. , 


| 


Analog erhält man B,°o(T) = o(Ty) ° 6, = 0. 
Später wird gezeigt, daB die obige Folge unter gewissen, 
grasse tengen sogar exakt ist (6. 6, 6. 11). 


5. 26. Beispiel. — Sei A = A’ die Kategorie der Abéléchef 
Gruppen und TA = ZA@G, AeY, wie in 5. 13. Dann ist | 


T(A @B) eB 
A, By) eee See B) 
BOB) = TE TB 7A Be Cr 
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Für s.s. abelsche Gruppen X, Y folgt 
HRIX, ¥) = H(X x Y, XV Y; G), 


wobei X, Y auf der rechten Seite als s.s. Mengen aufzufassen 
sind. Nach 5. 13 ist HTX = H(X, 0; G). Der Homomorphis- 


mus 


B,: (A(X, 0; G) > (H (X x X, XV X, G) 


(8: TX + T,(X, X) nach 5.23) wird offenbar durch die 
« geometrische » Diagonalabbildung X + X X X induziert, er 
stimmt also mit d, in [31], 2 überein. 

Es ist leicht zu zeigen, daB das Diagramm 


H(X x X, 0x0; G)>H(Xx X, XVX; G) 


yin apeeaes 
LT, Te a, 


H(X, 0; G) 


in dem «@:X X X=X@X->X die Addition und 7%’, nz’: 
X x X > X die beiden Projektionen bezeichnen, kommuta- 
_ tiv ist («: T,(X, X) > TX nach 5. 23). Die geometrische Reali- 
sierung |X| ist mit dem Schleifenraum |SX| homotopie- 
- Aquivalent (5. 13), und zwar so, daB die Addition der Punkte 

in |X| in die punktweise Addition der Wege in |SX| übergeht 
(|X|, [SX] sind abelsche Gruppen). Bekanntlich ist aber die 
- punktweise Addition der Wege als Abbildung 


(QISX] x Q|SX|, 0 x 0) > (Q|SX], 0) 
zu der Zusammensetzung der Wege pv. homotop. Folglich gilt 
für die Homomorphismen pu, und À in [31], 2.5: af = pw, 
- und daher «a, = À. 
- In dem betrachteten Beispiel liefert 5. 25 also dasselbe wie 
- die ersten Teile der Korollare 6. 1 und 6. 2 in [31], angewandt 
- auf B = |SX|. Für die zweiten Teile vgl. 6. 16. 


PRE SES 
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ZWEITE DEFINITION DER EINHANGUNG 


Der bisher benutzte Begriff des Kegels eines s.s. Objekts 
entspricht im Fall eines gewühnlichen simplizialen Komplexes- 
K dem Verbindungskomplex (join) mit einem Punkt P. Eine. 
andere Art von « Kegel » erhält man, wenn man im Produkt 
I x K den Teilkomplex 0 x K zu einem Punkt identifiziert. 
Es entsteht ein s.s. Komplex (s.s. Menge), der zu dem ersten 
Kegel i.a. nicht isomorph ist, wenn auch die geometrischen 
Realisierungen homéomorph sind. Wir wollen nun auch die 
zweite Kegeldefinition auf abelsche Kategorien tibertragen und 
zeigen, daB man mit ihr die Einhängung und den Einhän- 
gungsmorphismus vüllig gleichwertig definieren kann. Diese | 
neue Definition wird sich in den beiden nachsten Paragraphen 
als niitzlich erweisen. 


5. 27. Sei A[r] das Standard-r-Simplex, d.h. A[r], besteht 
aus den monotonen Abbildungen [p] — [r]. Insbesondere hat 
A[0}, ein einziges Element y?: [p] — [0], und für jedes mono- 
tone a: [q] >[p] ist A[O].(y’) = y! A[4], besteht aus den 
Elementen yi: [p] > [1], k= 0, 1, ..., p+ 1, mit 


? 


| ll me 
P ee” ’ ’ 
ye!) = H l>k. 
Fir die Seiten- und Ausartungsoperatoren (1. 2) gilt 
mr ksi 
(5. 28) bee a 
S P — Ye" k<i : 
ThA Vers ET 


Für irgendeine Menge M bezeichne ZM die von M erzeugte 
freie abelsche Gruppe. Mit Hilfe dieses Funktors von Mengen 
zu abelschen Gruppen definieren wir die s.s. abelschen Grup- 
pen 

Q = ZA[0] 

(5. 29) C = ZA[1]/Ze0A[0] 

S = ZAf1]/(Ze0A[0] + Ze:A[0O]) 
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mit 2%? = yp ,,, ely? =) (vel. 1. 2). Man hat also eine exakte 


- Folge 


Tv 


15-00) Hyp Ops Ge GE gk log, 


die als Folge von graduierten Objekten (ohne s.s Struktur) 
zerfallt. Wir merken noch an 


5. 31. Für jedes p>0 ist Q,=2Z, und für jedes monotone 


_a:(r| > [p] ist Q.:Q, > Q, die Identität. 


Sei nun © die Kategorie der endlich erzeugten abelschen 


_ Gruppen und Ÿ irgendeine abelsche Kategorie. Nach 3. 32 ist 
_ das Tensorprodukt als Funktor © x > definiert. Sind G 


und X s.s Obkjete über G bzw. Y, so ist G ® X ein s.s. Doppel- 
objekt über Y% mit (G & X),, — G, ® X, und entsprechend 
für monotone Abbildungen (2. 10). "Geax ist das Diagonal- 


- objekt von G@ X. Nach 5. 31 gilt speziell Q@ X = X. 


5. 32. Hirrssatz. — Es gibt ein kommutatives Diagramm 


ei OG ey oe aay 


| fs \ 
X 


% T 


—> CX — SX 


in dem 9 und  natiirliche Homotopiedquivalenzen sind. 


Beweis. — Sei G ein s.s. Objekt über G und 
É: k(G@ X) + 1((G@X) = kG@kx 


» die Alexander-Whitneysche Homotopieäquivalenz (2. 15). Die 


4 
Le 


Zusammensetzung mit der Injektion N(G@ X) > k(G@ X) 
auf der einen und dem Tensorprodukt der Projektionen 


… kG + NG, kX — NX (3. 20) auf der anderen Seite liefert eine 
- natürliche Homotopieäquivalenz 


f : N(G@ X) > NG® NX. 


Are der Natürlichkeit ist das Diagramm 


D ee PE ee, 


N(Q@ X) NES N(C@ x) FE NS @ X) 
(5. 33) \F (7 2 \F 
NQ® NX-—“24 NC @NX 725 NS@NX 


=. Ve RTE 
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kommutativ. Wie man mit Hilfe von (5. 28) leicht bestatigt 
ist | 


‘p= Z at Pe | | 
no, =f0226 WO=for EG 64 


p#0 ; 
_\ 24%, P= 
(NS), =] 9 Po 
Für den Randoperator d = à, in NC gilt dy; = 5. Ferner ist 
xy" = Yo 
Ty = Yh 
Daraus folgt, daB die untere Zeile von (5. 33) mit 
NX+CNX+SNX 


(5. 2) übereinstimmt. 

In f :(N(Q® X))n > (NQ® NX), = (NQh ® (NX), liefert 
offenbar nur die Komponente /,, einen Beitrag. Nach Defi- — 
nition (2. 15) ist aber fo,m die Identität. Also ist 

f: NQ@ X) > NQ@NX 
(linker vertikaler Morphismus in (5. 33)) die Identitat von NX. 
Durch Anwendung des Funktors K (3.6) auf (5. 33) erhalt 
man demnach das gesuchte Diagramm von 5. 32. 

Nebenbei folgt NC = NC® NQ = CNQ, also C = CQ und 
entsprechend S = SQ. 

Sei nun wieder T ein kovarianter Funktor von Y in eine 
andere abelsche Kategorie A’ mit T(0) = 0. Wendet man ihn 
auf 5.32 an, so erhält man das kommutative Diagramm 


PSE T es DU Ce mare 
Te TY 


TX sha OE Nile Seon Tee 


in dem Te und T4 Homotopieäquivalenzen sind und die Zusam- | 
mensetzungen in beiden Zeilen 0 ergeben. Nach 5. 7 folgt: 


5.34. Sarz. — Es gibt einen natürlichen Isomorphismus 
(Ty),: HT(S® X) = HTSX, so daf das Diagramm 


H,.,T(S © X) 
H,TX eel | \(r¥), 


H,.,TSX 


NAN TRS 


Lis nn 
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mit o = (T(r@1), T(x®1)), kommutatis ist. s ist dabei der 


» Einhängungsmorphismus von 5. 9. 


5. 35. BemEerkuNG. — Die Einhängung kann noch auf viele 
andere Arten definiert werden. Ist nämlich Xe Y, Y null- 
homotop und X als graduiertes Objekt ein direkter Summand 


von Y, so kann man zeigen, daB es ein kommutatives Dia- 


gramm 


Ke -DOX ES SX 


Ladies 


Kote Yo eae à 


gibt, in dem die vertikalen Morphismen Homotopieäquivalen- 
zen sind. 


6. — DIE BAR-KONSTRUKTION 


Das Haupziel dieses Paragraphen ist der Beweis des Satzes 
6. 4, aus dem sich eine Reihe von Folgerungen über den Ein- 
hängungsmorphismus 6 : H,TX — H,,,TSX (5. 9) ergeben wird. 
T : 9 — Y’ ist dabei wie in § 5 ein Funktor zwischen abelschen. 
Kategorien mit T(0) = 0. 


6.1. T,(A,, ..., Ap) bezeichne den p-ten Mischeffekt von T 
(4. 18) und 


TAs: mn Al 


oh)» 


T(A,@--- @A,) 


seien die zur direkten Summendarstellung 4.19 gehérigen 

natürlichen Morphismen (Injektion und Projektion). Ist 

A,=---=A,=A, so kürzen wir A, @--- @A, durch ŒPA ab. 

a; : PA > GPA, AeA, 1=—1, ..., p—1, bilde den k-ten 
Summanden von @? A identisch in den k-ten (für k <i) bzw. 
(k— 1)-ten (für k >t) Summanden von @?-A ab. Ist Y 

eine Kategorie von abelschen Gruppen, so bedeutet das 


ai(a,, oer) Ap) aos (a, ce Magy AF its Gites se, ay). 
Wir definieren dann 
(6.2). a, = pe Tao À: TAA > TH Ay d= ityady'p dye 9 


mit der Abkiirzung TéA = T,(A,..., A). «, ist eine natiirliche 
Transformation von Té in Té_,. «,: TSA > T¢A = TA stimmt 
offenbar mit der Kodiagonale « von 5. 23 überein. 

6.3. Sei nun X ein s.s. Objekt über A. Wir bilden die Folge 


TX = TIX pa Ta Serax ne à 
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mit 
p—1 
d— À (— 1 j'a, : TIX > Biche ©, 
insbesondere 
d = —a, = —a: TUX= T,(X, X) > TX. 


Es ist leicht zu zeigen, daB 0’0’ = 0 ist. Wir übergehen das 


- hier, da es sich später von selbst ergeben wird (6. 23). Man 


kann die Folge also als Doppelkomplex IX auffassen. Die 
Bigraduierung wird durch (I X),,—T/X, festgelegt. Der 
erste Randoperator ist 0’, der zweite ist der «innere » Rand- 


q 
operator d = D (— 1)'T4(2,;): TeX, > TiX,_, des Ketten- 


, i=0 
- komplexes kT/X. Die Injektion 1: TX = (EX),,ctŒX ist ein 


- Kettenmorphismus vom Grad 1 (t bezeichnet den Ubergang 


- zum totalen Komplex). 


6.4. Satz. — Es gibt einen natürlichen Isomorphismus der 


(totalen) Homologie w : HEX =HTSX, so daf das Diagramm 


Woe TAT ER 
HTX | 


Ww 
ne H,...2X 
kommutativ ist. 


Wir nennen ZX « Bar-Konstruktion », weil es in Analogie zur 


— bekannten « bar construction » von Eilenberg-MacLane [12], 
[5] steht. Im Fall des Funktoren «Gruppenring » und « Symme- 
 trische Algebra » ist TX fast dasselbe wie die bar construction 


» 


über TX. Wir werden das am SchluB des Paragraphen genauer 


> erläutern (6. 26, 6. 27). 


Der Beweis von 6.4 beruht auf den Isomorphien 
HTSX = HT(S@ X) 


» (5.34) und TXXN’T(SG X). Dabei ist SSX das sss. 


Doppelobjekt mit (S8X), , = S, ® X, (2. 10), und N’ bezeich- 


* net das Normalisieren beziiglich der ersten s.s. Struktur eines 
- 5.5. Doppelobjekts. Wie werden das in 6. 17-6. 25 im einzelnen 
 ausführen. Vorher sollen einige Folgerungen aus 6. 4 gezogen 
werden. 


——— 
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6.5. Korozrar. — Ist der Funktor T additiv, so ist der 
Einhängungsmorphismus © ein Isomorphismus. 


Bewæis. — Ist T additiv, so ist T, = 0 für alle p > 1, und 
i: TX + 4ŒX ist ein Isomorphismus (vom Grade 1). Also ist 
auch i, ein Isomorphismus und damit o nach 6. 4 (vgl. auch 


5. 12). 


6.6. Korozrar. — Ist T ein quadratischer Funktor, dh. 
T, = 0 fiir alle p > 2, so gibt es einen Morphismus 6, so daf 
die Folge 


RC HTX, X) ee HX > HX HT dou 2 
SSH TX US 
exakt ist. (a: T.(X, X) — TX ist dabei die Kodiagonale, 5. 23): 
Insbesondere bedeutet das in Verschärfung von 5. 25, daB 


der zerlegbare Teil von H,TX fiir quadratisches T genau der 
Kern von ¢ ist. Später werden wir zeigen, daB es einen Iso: 
mosphismus H,_,T,(X, X) = H,,,T,(SX, SX) gibt, durch den 6 
in B,: H,,,TSX — H,,,T(SX, SX) (6 = Diagonale, 5. 23) über: 
geht (7. 14). Dann folgt, daB der primitive Teil von H,,,TSX 
genau das Bild von s ist. 


Beweis von 6. 6. — Für quadratisches T reduziert sich TX 
auf die Folge von Komplexen | 


then) de FX Sponges pad. . 
Man hat also eine exakte Folge 
OSTX SEXE TL XS 


mit Grad 1 = 1, Grad p = — 2. Daraus ergibt sich die exakte, 
Homologiefolge 


Re HT(X, X)-+ HTX + H, ,EX H, TX, X) 
ot His TX 


Nach 6. 4 kann man H,,,%X durch H,,,TSX ersetzen, und i, 
geht dabei in & über. Aus p, entsteht ein Morphismus 


HA TOX oH 2y HEX, X), 
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den wir mit 8 bezeichnen. Es bleibt der verbindende Morphimus 


d, zu bestimmen. Bezeichne Z die Zyklen von T;(X, X) (d.h. 


Z = Kern 0’) und 7: Z—> TX die Injektion. Dann ist pj die 
Injektion Zc T,(X, X). Nach seiner Definition ([4], I, 5. 3; 
IL, 1.2) wird 0, durch dj induziert, wobei d = 0’ +0" der 
totale Randoperator von IX ist (*). Nun ist aber 0'7 = 0, 
also dj = 0'7 = — aj, und der induzierte Morphismus ist — «,. 
Ersetzt man ihn durch «,, so wird an der Exaktheit offenbar 
nichts geändert. 

Im Falle eines beliebigen Funktors T tritt an die Stelle der 
exakten Folge von 6.6 die erste spektrale Folge des Doppel- 
komplexes TX ([7] XV, 6). Sie gehért zu der Filterung F,TX, 
die durch 
(EX) n <p 


(FX E = 0, n> p 


definiert ist. Wegen (TX),, = 0 für p < 1 oder q<0 ist die 
- Filterung regular und die spektrale Folge konvergent. Ersetzt 


man nach 6. 4 HX durch HTSX, so ergibt sich 


6.7. Korottar. — Es gibt eine konvergente spektrale 


Folge E’, so daB folgendes gilt: 


a) Et, zusammen mit dem Randoperator d' ist der Komplex 
HTX 2% WIT (RX) MU TX, X, XY 


b) E® ist das bigraduierte Objekt, das mit einer gewissen 


… Filterung von HTSX assoziiert ist. 


c) Der « Kantenmorphismus » (edge morphism) 
TX Es om Prey be G 


» ist die Einhdngung 5. 


6.8. Für quadratisches T entartet die spektrale Folge zu der 


exakten Folge von 6.6, weil E;,,= H,T,(X, .--, X) z=='() ist 


3 


” tete exakte Folge von Kettenkomplexen als Folge von graduierten Objekten 


ré sh ss in ts Les Le, 


- auBer für p = 1 oder 2. Bei beliebigem T gilt etwas Entspre- 
_chendes, sofern X in den niedrigen Dimensionen « trivial » ist 
* und man q in geeigneter Weise auf kleine Werte beschrankt. 


Wir sagen « X ist trivial unterhalb n », wenn es ein s.s. Objekt 


(8) Die Konstruktion von 0, ist hier deswegen besonders einfach, weil die betrach- 


zerfällt. 
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X’ vom gleichen Homotopietyp wie X gibt mit X, = 0 fiir 
q<n. Der folgende Hilfssatz gibt eine hinreichende Bedin- 
gung für diese Eigenschaft. 


6.9. Hirrssarz. — Ist X, projektiv und H,X = 0 für alle 
q <n, so ist X trivial unterhalb n. | 


Beweis. — Voraussetzung und Behauptung des Hilfssatzes 
sind mit den entsprechenden Aussagen über den normalen 
Komplex NX äquivalent (3). Es genügt daher, den Hilfssatz 
für einen positiven Kettenkomplex A zu beweisen. Sei also 
projektiv und H,A = 0 fiir g<_n. Wir definieren den Unter- 
komplex A’ durch | 


(0: q<n, 
A, =} Kern à, q =n, 
Ay, q>n. 


Der Hilfssatz ist bewiesen, wenn wir A’ A gezeigt haben. 
Dazu betrachten wir den Quotienten A” = A/A’, der durch 
die Folge 


viele DA ge A) 2H NOTA geal Kenn d<——0<-.-. 


gegeben ist. Wegen der Voraussetzung H,A = 0 für qg < n ist 
sie exakt. Weil alle ihre Glieder mit méglicher Ausnahme des 
letzten projektiv sind, ist auch das letzte projektiv. Das folgt 
z.B. aus [7] VI, 2. 1. Ein direkter Beweis besteht darin, daB 
man die Folge in kurze exakte Folgen 


0—K,—A,—A,—0 
0—K,—A,—K, —0 

CECI SRE RS ART 
0 > A,/Kernd > K,_, > 0 


zerlegt und für q = 4, ..., n — 1 der Reihe nach schlieBt, daB 
die q-te Folge zerfallt und K, projektiv ist. | 
A" kann man demnach als projektive Auflésung von 0 
auffassen Nach dem fundamentalen Lemma über projektive 
Auflésungen folgt A” ~ 0. Als Folge von graduierten Objek- 
ten zerfallt | 


0 — A'— À — A" 0, 
Daraus folgt die Behauptung A’~ A nach [10] 2. 18 c). 
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6. 10. Hitrssatrz. — Sei T ein Funktor von | Variablen 


(zwischen abelschen Kategorien), der den Wert 0 hat, wenn eines 


der Argumente verschwindet. Sind dann die s.s. Objekte X2 tri- 
vial unterhalb n;, j = 1, ..., 1, so ist T(X', ..., X!) trivial unier- 
halb n=n, + --- + n. Insbesondere ist H,T(X', ..., X') = 0 
für q < n. 


Beweis. — Weil T Homotopien erhält (1.15, 1. 18), kommt 
es nur auf den Homotopietyp der X/ an, und wir kénnen 
von vornherein X}—=0 für g<n, voraussetzen. T(X’,..., X°‘) 
ist das Diagonalobjekt des /-fachen s.s. Objekts T(X', ..., X!) 
(2. 10; was dort für 1] = 2 ausgeführt ist, überträgt sich ohne 
Schwierigkeiten auf beliebiges 1). Nach dem Satz von Eilen- 


“berg-Zilber-Cartier (2.9, 2.16) ist der Kettenkomplex 
-kT(X1, ..., X‘) mit dem totalen Komplex tT(X}, ..., X!) homo- 
-topieäquivalent. Unter Benutzung von § 3 folgt 


Bix, ..., X)= KNT(X!, ..., X') 


~ KkT(X}, ..., X) = KéT(X?, ..., X’). 


_(s. der Reihe nach 3. 6, 3. 22, 3. 31 (b)). Andererseits ist 


RTE NN entré TWX, We," Xhy = 0 


date. +9, =9 


für q <n, und das bleibt bei der Anwendung des Funktors K 


erhalten. 
Nun ergeben sich aus 6. 4 weitere Folgerungen : 


6.11. Korozrar. — Sei X trivial unterhalb n und q < on, 
Dann gibt es einen Morphismus 6, so da die Folge 


H,T,(X, X)H,TX—H,, ,TSX = à mr 2, oa ce à Pr Wo 


exakt ist. 


Später werden wir zeigen, daB es (für ¢< 3n) einen Iso- 


; morphismus H,_,T,(X, X) = H,,1T.(SX, SX) gibt, durch den 


a ee à 


Gin B,:H,.: TSX — H,,1T:(SX, SX) übergeht (7. 14). In dem 
- betrachteten Dimensionsbereich g<3n haben wir also eine 


+ Verschärfung von 5. 25. 


6.12. Korotrar. — Ist X trivial unterhalb n, so ist 


¢: H,TX > HpsTSX 


SL ae 
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ein Isomorphismus für q<2n und ein Epimorphismus für 
| 


q = 2n. | 
6. 12. folgt unmittelbar aus 6. 11, wenn man beachtet, daB 
T,(X, X) unterhalb 2n trivial ist (6. 10). | 
6.11. ergibt sich aus der spektralen Folge von 6.7 nach 
einem bekannten Verfahren ([26] I, 4), weil | 
ORNE TT ere LAS QUES ACTE i 

ist für m < 3n + 3 und p #1, 2 (6. 10). Wir führen einen etwas | 


anderen SchluB durch, weil wir ihn später zur Untersuchung 
von B ohnehin brauchen. Dazu wird zunächst EX, d.h. der 


Doppelkomplex 
+ 0< TX TAUX, X)<0<--- | 
betrachtet. Wie beim Beweis von 6. 6 ergibt sich eine exil 
Folge | 
(6.13) H,T,(X, X)+ H,TX—> HF TX 
se H 2 TeX, .)apeilesl an 
(ohne Beschrankung für g). Andererseits haben wir eine exakte 
Folge 
(6. 14) 0+F,tTX4+¢X > Ww +0, 
wobei W der Doppelkomplex 
-++<- 0< T,(X, X, X) < T,(X, X, X; X)<--: 


ist. Bezeichnet H’ die Homologie bezüglich des ersten und 
H” die beziiglich des zweiten Randoperators, so ist nach 6. 10 


A 0 fiir 3 
HW = ite 
H,, 9 H,T,(X,..., X)=0 für p>3, g<3n, | 


also auch H,,,H"W = 0 für p< 3 oder q< 3n. Nach einem 
bekannten Satz über (positive) Doppelkomplexe ([7] XV, 6) 
folgt für die totale Homologie H,,W = 0 für m < 3n + 3. Aus 
der zu (6.14) gehérigen exakten Homologiefolge erhalt man 
foo inkaes = H,SX für m < 3a +1. Für gq < 3n kann man 
also Hj4iF,0X in (6.13) durch H,,,0X und dieses vermége 
6. 4 durch H,,,TSX ersetzen. 
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6.15. Für spatere Zwecke merken wir an, daB 8 sowohl 


‘in 6. 6 als auch in 6. 11 die Zusammensetzung 


M Tooele 1 HF XH Tal XX) 


ist. w ist der Isomorphismus von 6. 4. Im Fall von 6. 6 redu- 


ziert sich 7, auf die Identitat. 


6. 16. Beispiel. — Sei A = A’ die Kategorie der abelschen 
Gruppen und TA = ZA ®G wie in 5. 13. Ersetzt man nach 
7. 14 6 durch 8, und benutzt man die Interpretationen von 5, 
a, und 8, in 5. 13, 5. 26, so erhält man aus 6. 11 die exakte 
Folge 
H,,(X x X, XV X; G)-+H,,(X, 0; G) > H,,..(SX, 0; G) 

fH. (SX XSX, SXVSX;G)=H,,_,(X x X, XVX; G) 

“s Hy—.(X, 0; G)+--- 
Sie stimmt überein mit der exakten Folge von G. W. White- 


head [34] (fiir den ersten Schritt s. Barcus-Meyer [2]), ange- 
wandt auf B = |SX|. DaB die Homomorphismen 5, «, und B, 


dieselben sind wie in [31] wurde in 5. 13, 5. 26 gezeigt. Auf die 


-entsprechende Frage für die Identifizierung von 


H,,,(8X xX SX, SXVSX; G) 


mit H,_,(X x X; XV X; G) gehen wir allerdings nicht ein. 


Bewets von 6. 4. 


6.17. Wir beginnen mit einer Vorbemerkung. Sei V ein s.s. 


 Doppelobjekt (2.2). Es sind also zwei Arten von Seiten und 
_ Ausartungsoperatoren definiert 


1 

di = Na SiS Vi: 
7 

d; == View Si = Nn 


(vel. 1.2, + — Identitat), die miteinander vertauschbar sind. 


pe +. 


 Bezüglich jeder der beiden s.s. Strukturen kann man normali- 


sieren. Wir führen es für die erste durch: Der ausgeartete Teil 


1st 


D'V =|_JBild si (3.19) 
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un der normale 
N= Kern à; ae 

N’V (1 e (3.1) | 
Beides sind bigraduierte Objekte. Bezüglich der ersten Graduie- 
rung sind es Kettenkomplexe. Der Randoperator wird durch, 
den ersten Randoperator von V induziert. Bezüglich der 
zweiten Graduierung sind es sogar s.s. Objekte. Die s.s. Ope- 
ratoren werden durch die zweite s.s. Struktur von V indu- 
ziert. Sie sind mit dem (ersten) Randoperator vertauschbar. 
Insbesondere kénne D’V und N’V als Doppelkomplexe auf- 
gefaBt werden. Es gilt 


(6. 18) V = N’V@D'V 
als « gemischte Doppelobjekte » und folglich auch als Doppel- 
8 PP J 8 


komplexe). Zum Beweis ist nur zu bemerken, daB man V als. 


(einfaches )s.s. Objekt V’ über der (abelschen) Kategorie der 
s.s. Objekte über 2 auffassen kann, indem man V,= V,,, 
Vi, = Va,, setzt (2 monotone Abbildung, t = Identität). (3. 20) 
angewandt auf V’, liefert dann die Behauptung. 

Ist s’ eine Nullhomotopie des Kettenkomplexes DV’ = D’V 
(3. 22), so ist d’s’ + s’0’ = 1, und s’ ist mit allen s.s. Operato- 
ren der zweiten s.s. Struktur von D’V vertauschbar. Insbeson- 
dere ist es mit dem zweiten Randoperator 0” vertauschbar. 
Für den totalen Randoperator d = 0’ + (— 1)” (auf (D’V), ,) 
gilt dann ebenfalls ds’ + s’d = t, d.h. s’ ist eine Nullhomotopie 
des totalen Komplexes tD’V. Es folgt: 


6. 19. Injektion und Projektion N'V == V von (6. 48) sind als 
Morphismen der totalen Komplexe zueinander homotopieinvers. 


6. 20. Sei nun X ein s.s. Objekt über Qf und G ein s.s. Objekt 
über der Kategorie der endlich erzeugten abelschen Gruppen. 
Dann ist T(G & X) ein s.s. Doppelobjekt über Y’ mit 


T(G ® X),9 = T(G, ® X,) 


(und entsprechend fiir monotone Abbildungen 2. 10, 3. 32). Sein 
Diagonalobjekt ist dT(G® X) = Td(G® X) = T(G@X). Sei 
f: T(G & X) + tT(G & X) die Alexander-Whitneysche Homo- 
topieäquivalenz (2.15) und p:T(G&@ X) + N'T(G& X) die 
natürliche Projektion (6. 18). 


nn 
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Wir erinnern an die exakte Folge 
00 = C-Sr+ 0 


von s.s. abelschen Gruppen (5. 30), mit der am SchluB von 
$ 5 eine zweite Definition der Einhängung gegeben wurde. Sie 
liefert uns das kommutative Diagramm 


| H,TX = 4H,T(Q@xX) fs HN'TIQ6X) 
(6.21) 3 5 ü | 
H,..TSX Us H,,T(S@ X) ls H .N’T(S @.X) 

Das linke Quadrat stimmt mit dem Diagramm in 5. 34 übe- 

rein (man beachte Q @ X = X, 5.31), das rechte ergibt sich 

ers 2 Ph 

Bete Xj OF ice x) OÙ TISeX) 

P ef 

tN’T(Q@ X) PTS wnt (CB X) tN’T(S@ X) 


durch Anwendung von 5.7. Es ist also ¢ = (N’T (x ® t), 
N’T(x @ :)), (5. 6). Alle horizontalen Pfeile in (6. 21) bezeich- 


nen Isomorphismen. Wir werden nun zeigen: 
6. 22. Es ist 
N'T(Q & X) 


N'T(x@ 1) 


a TX, Po 0, 
pe 10, p#9, 
folglich tN'T(Q & X) = TX, und ef: T(Q ® X) > tN’T(QS X) 
ist die Identität. 


6. 23. N’T(S & X) ist als Doppelkomplex mit der Bar-Kons- 
truktion TX in natürlicher Weise isomorph. 


6.24. Durch den Isomorphismus von 6.23 geht & in 
i,: H,TX + H,,,&X 
über. | 
- Dann liest man aus (6. 21) unmittelbar die Behauptung von 
6.4 ab. Der Isomorphismus w ist die Zusammensetzung 


» :HEX = HNT(S6 X) “HTS @ X)-s HTSX. 


> Bewers von 6. 22. — Nach Definition von Q (5.31) ist 
T(Q & X),, = TX, und die s.s. Operatoren d:, s; der ersten 
| im 17 
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s.s. Struktur sind Identitäten. Daraus folgt die erste Behaup- 
tung. 4 3 ah 4 
In pf:T(Q @ X)m_ > (EN'T(Q & X)hn = (N T(Q & X)h. n lief 
fert offenbar nur die Komponente pfo,n einen Beitrag. Nach 
Definition (2. 15) ist aber fo, m = 2102 --- Im die Identität, womit 
auch die zweite Behauptung bewiesen ist. | 


Brweis von 6. 23. — Nach Definition von S (5. 29) bilden 
die Elemente yk, k = 1, ..., p, eine Basis von S,. Daraus folgt 
T(S & X),,, = T(S,® X) = T(D-:yk X X), wobei yk x X = X 
ist und nur zur Kennzeichnung seiner Stellung so geschrieben 
wird. Unter Benutzung der Mischeffekte (4.18) folgt weiter 


T(S () 4 jo — @O-TAY*, x X, +4 J Yt, x X), 1 


wobei t= {%,...,T}, % << <:-:<3,, alle nicht-leeren | 
Teilmengen von {4, ..., p} durchläuft. Die Seiten- und Aus- 
artungsoperatoren à;, s; der ersten s.s. Struktur von T(S & X) 
liest man aus (5. 28) ab. Insbesondere erkennt man 


Bild (s{_,:T(S @ X),_,,, >T(S® X), ,) 
= Drail(yz, XT, .-., yz, X X) 


(vgl. 4. 20), folglich 
D'T(S8X),,= © T.ly2, X X,..., ye x X). 
T 


Æl1,..,p} 
Dieser Teil von T(S®X),, , hat also einerseits N’T(S®X),, (6. 18), 
andererseits T,(y; X X, ..., yz X X) =T,(X, .... X)=(€X),,, als 
direktes Komplement. Die beiden Komplemente brauchen 
als Teile von T(S & X),, nicht gleich zu sein, aber es gibt 
einen Isomorphismus zwischen ihnen, so daB die Projek- 


tionen 9: T(S® X), , > N'T(S8 X),, und 
e: T(ŒPX) > T,(X, ..., X) 


(6. 1) einander entsprechen. 

Identifizieren wir durch diesen Isomorphismus N'T(S& X) 
mit ZX, so bleibt zu zeigen, daB der erste Randoperator 0’ 
von N’T(S & X) gerade der in 6.3 für TX definierte ist. 

j 


In T(S@ X),,, ist do = 3 (— 1); mit d = T(d,@1). Bezeichnet 
i=0 _ 

A:T,(X, .... X) — T(@PX) wie in 6. 1 die natiirliche Injektion, 

so ist pA= 1. 9: T(S®X) + N’T(S@X) ist ein Kettenmor- 


' 
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phismus von Doppelkomplexen, also insbesondere mit 0’ ver- 
tauschbar. In N’T(S@ X), , gilt demnach 


0’ =veh= pa = À (— 1)'o2;A. 


Aus (5. 28) entnimmt man, daB 2,81: ŒPX > @’-'X fiir 
t= 1,..., p — 1 mit « von 6. 1 übereinstimmt. à, @1 ist die 
Brojektion auf die ietzten und dp ®t die Projektion auf die 
ersten p — 1 Summanden. Daraus folgt 


Q AN, ted. poe 1 
PAT 20, (2) 


—1 
(6. 2) und weiter o’ = et (— 1)'«, So wurde aber gerade der 
erste Randoperator i in 29 definiert (6. 3). 


ea ge eo) el Um den Morphismus ¢ in (6. 21) zu 
bestimmen, miissen wir eine Nullhomotopie von tN’T (C & X) 
angeben (5. 6). Nach Definition von C (5. 29) bilden die Ele- 
mente yi, k= 0, ..., p, eine Basis von C,. Wir definieren 
s:C,—>C,,, durch 


svt; k=0,...,p 


_ Dann gilt in C,, wie man mit Hilfe von (5. 28) leicht nach- 
prüft, 


| Os = . 
d,8= D, p.= 0 
(6. 25) GS a, p> LÀ Mg it 
BodiSi =. Hl es n=, . 


pee p 
» Für den Randoperatord = Ÿ (— 1); folgt daraus ds + so —1, 


i=0 
d.h. s ist eine Nullhomotopie des Kettenkomplexes C (’). 

_ Setzt man s’ = T(s@i): T(C ® X),,—>T(C@X),..,, so 
| Rene zwischen s’ und den ersten s.s. Operatoren d; = T(2; ®t), 
si = T(s; ®t) von T(C & X) ebenfalls die Relationen (6. 25), 
3 während s' s’ mit jedem der zweiten s.s. Operatoren d = T(t ®2,), 
si = T(t @s,) vertauschbar ist. Daraus folgt für die Randopera- 


4) In gewissem Sinne ist s eine 8.8. Nouborsatonte des 8.8, Objekts C. Wir gehen 
| darauf aber nicht näher ein. 


! 


: ‘ 
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toren 2" und »=0 + (—1}a' (auf T(CS X);..) ss +8 8 = 
»"s'— s'0" und schlieBlich ds’ + s’0 —1. s’ ist also eine Nullho- 
motopie von {T(C& X). Aus der letzten Zeile von (6. 25) folgt 

s'D'T(C& X) c D'T(C& X), | 


d.h. s’ induziert eine Nullhomotopie N’s’ von 
tN’(C® X) = tT(C@ X)/tD’T(CB X) (3. 21). 


Nach Definition (5.6) wird ¢ =(N’T(r@t), N’T(x®1)), 
durch den Kettenmorphismus 


N’T(x & 1) o N’s’ o N’'T(x ®t) = N’T(xsx ®t) (10). 


(vom Grade 1) induziert. Q, wird von y? erzeugt (5. 29). Nach 
Definition von x, t (5. 30) und s ist nsxy? = rs; = yi’ = Spy. 
Folglich wird tN’T(Q ® X) =(N’T(Q & X))o,, = T(y°X X) = TX 
durch N'T(xsx ®t) identisch in (N’T(S® X)), ,=T(yix X)=TX | 
abgebildet. Damit ist 6. 24 bewiesen. 


VERGLEICH MIT DER BAR CONSTRUCTION 
VON EILENBERG-MAC LANE [12] 


6. 26. Sei jetzt A — YA’ die Kategorie der abelschen Grup- 
pen, und T sei entweder der Funktor « Gruppenring » oder 
« Symmetrische Algebra », d.h. TA = ZA oder 


TA=ZeA@SP2A @ SP3A @ ... 


(vel. [8], ch. v, 18; [9], 10) für A eY. In beiden Fallen ist 
TA ein Ring. Wir haben bestimmte Ringhomomorphismen 
€:2Z— TA und n: TA —Z (Ergänzung), so daB ne die Iden- 
titat ist. Im Fall der symmetrischen Algebra handelt es sich! 
dabei um die natürliche Injektion des Summanden Z bzw. die 
Projektion auf diesen Summanden.Im Fall des Gruppenrings 
ist E(n) = ne (neZ, e — neutrales Element von A) und 
n(a) = 1 für jedes ae A. Durch € und n wird eine Zerlegung 
TA =Z@T°A festgelegt mit T°A = Kerny. T°A ist ein 


(©) Man beachte, daB N’V dabei als Quotient nicht als Teil von V aufgefaBt | 
wird. Für N’T(x@t) und N’T (x@t) macht das keinen Unterschied, wohl aber 
für N’s', da wir nicht wissen, ob s’N’T’ (C&X) cN’T(C®X). 
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Ideal in TA, insbesondere also selbst ein Ring. T° ist ein Funk- 
tor mit T°(0) = 0. 

Es git TA ®TB=T(A@B), und der Isomorphismus 
ergibt sich durch Multiplikation der Injektionen TA—T(A @ B) 
und TB — T(A@B). Für den Gruppenring ist das trivial, 
für die symmetrische Algebra s. [9], (10. 8). Nun ist einerseits 


TA @ TB — Z@T'AeT'Beœ(T'A @ T'B), 


-andererseits 


T(A@B) =ZeT (AGB). 
Daraus folgt fiir den Mischeffekt (4. 18) 
TA, B) = TSA @ TB, 


und die Injektion hiervon in To(A @B) ergibt sich durch 
Multiplikation der Injektionen 


TA ->T(A@B), TB T(A@B). 


Die Kodiagonale «: T3(A, A) > T°(A@ A) —> T°A (5. 23) stimmt 
demnach mit der Multiplikation T°A @ T°A —> T°A überein. 
Analog beweist man 


TA, À) = TA, ® --- @ TA, 
a(Uy ® --- @ uy) = Uy ® Qu, ® uw. U,:8": Su, 


bu,e TA, t= 4,...., p — 1, (vel. 6. 2). | 


6.27. Sei nun X eine s.s. abelsche Gruppe. Der Doppel- 
komplex &°X ist durch 
(ZX). = TX 
p—1 
of = D (—1)'o,: QPTOX > QP TX. 
_gegeben. Er unterscheidet sich von der Ejilenberg-MacLane- 
schen Bar-Konstruktion [12] haupsächlich dadurch, daB er aus 
 Tensorprodukten von s.s. abelschen Gruppen (= kartesische 
- Produkte von FD-Komplexen im Sinne von [12]) aufgebaut 
ist, wahrend es sich dort um Tensorprodukte von Ketten- 
_ komplexen handelt. Wir wollen zeigen, daB das kein wesentli- 
cher Unterschied ist. 


| ms CARRE 
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Durch die Multiplikation V a 
kT°X @ kT°X —> k(T°X @ TX) ATX | 


(V = «shuffle »-Abbildung, 2.15) wird der Kettenkomplex 
kT°X zu einem graduierten d-Ring gemacht ([12] 6. 1). Durch 
Ubergang zum Quotienten erhält man eine gleichartige Struk- 
tur im normalisierten Komplex NT°X. Wir definieren | 
a: CPKTOX — GP 'KTOX 
a: @PNT°X —> GP NTOX 
durch | 
a(s, ®---@ p,) =H, @ ++ + OH_, © HP, 44 @ Pia Dr BH, 


v,ekT°X bzw. NT°X, i = 4,..., p — 1, unter Benutzung der 
soeben eingeführten Multiplikationen. Analog zu &°X bilden’ 
wir Doppelkomplexe V und V mit 


Vig @EDX eV CNT X 
= 5 (— 1)'a, auf V>.4 bzw. Vs 


i=1 
Es bestehen Kettenabbildungen von Doppelkomplexen 
V: V=Tx 
oe: VV. 


Vi: GP kT°X — kÇYPTOX ist die auf mehrere Faktoren verall- 
gemeinerte « shuffle »-Abbildung, und p ist die natürliche Pro- 
jektion. Offenbar ist p mit beiden Randoperatoren und V mit 
0" vertauschbar. V ist auch mit 0’ vertauschbar, weil es sogar 
mit jedem a, vertauschbar ist. Den genauen Nachweis wollen 
wir jedoch übergehen. Sowohl V als auch p induzieren Isomo- 
phismen der Homologiegruppen H” (bezüglich des zweiten 
Randoperators), folglich auch der totalen Homologiegrup- 
pen nach einen bekannten Satz über (positive) Doppelkom- ! 
plexe ([7], XV, 6). In diesem Sinne ist also TX mit V äqui- 
valent. on 
Nach Definition (6. 26) ist T°X = Kern (n: TX > Q) mit 
Q, = Z für alle p>0 (5. 31). Es folgt NT°X = Kern (Ny: 
NTX — NQ). Andererseits ist | 


Z, p=0 


No pO. 


HOMOLOGIE NICHT-ADDIVITER FUNKTOREN. ANWENDUNGEN 263 


Nn ist also eine Ergänzung (augmentation) des graduierten 
d-Rings NTX. 

Nun sieht man, daB V nichts anderes ist als die modifi- 
zierte, normalisierte Bar-Konstruktion (im Sinne von [12] 10, 
41) über NTX mit der Ergänzung Ny (bis auf Vo, das bei 
uns = 0, in [12] aber = Z ist). 


meme 


7. — DIE BAR-KONSTRUKTION FÜR MEHRERE VARIABLE. 
DER MORPHISMUS f 


Die Bar-Konstruktion von § 6 läBt sich auf Funktoren von 
mehreren Variablen verallgemeinern. Wie das für die totale 
Einhängung (5.14) zu geschehen hat, ist klar, da man den 
Funktor in diesem Fall als Funktor einer Variablen der 


Produktkategorie auffassen kann. Die Ubertragung auf die par-* 


tielle Einhängung (5. 15) ist ebenfalls naheliegend. Im einzel- 
nen geben wir sie fiir den Fall eines Funktors T(A, B) von 
zwei Variablen an. Als Anwendung werden wir den in § 6 


angekündigten Zusammenhang zwischen dem Morphismus 8 


in den exakten Folgen 6.6, 6.11 und der Diagonale” 


8: TA — T,(A, A) (5. 23) erhalten. 


7. 1. Seien A, B, WA’ abelsche Kategorien und T: { x B+ YA’ 
ein kovarianter Funktor, so daB T(0, B) = 0 für alle Be. 
Dann kénnen wir T( , B) für jedes feste B als Funktor X—Y' 
auffassen. Den p-ten Mischeffekt davon, angewandt auf 
A,, .... A,eY, bezeichnen wir mit T}(Aj, ..., A,, B). Nach 
(6. 2) haben wir natiirliche Transformationen 


ern, de, AByseTayars. PA yeti Ue 25 
Sind nun X, Y, s.s Objekte über A bzw. B, so definieren wir 
den Doppelkomplex T1(X, Y) durch | 
Rl Thy” Vig BE Ti wees 2 1 
o = "5 (— 1)'a,: TUX, Y),,, > EUX, Y) 


ie | oT 
Die Injektion 7: T(X, Y) = Ti(X, Y)c{TUX, Y) ist ein 
Kettenmorphismus vom Grade 1. Wir nennen $1(X, Y) die 
partielle Bar-Konstruktion beziiglich der ersten Variablen. 


—— 
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7.2. Satz. — Es gibt einen natürlichen Isomorphismus 


wl : HEUX, Y) = HT(SX, Y), so daB das Diagramm 


dln Ske 3 
H,T(X, Y) antl | 


eae H, TX, Y) 
kommutativ ist. 


Der Beweis verlauft in vélliger Analogie zu dem von 6. 4 
und wird in 7.15 skizziert. Aus dem Satz ergeben sich ent- 
sprechende Korollare wie in $ 6 aus 6. 4. Wir begniigen uns 
hier mit der Formulierung von 


7.3. Kororrar. — Ist T(A, B) additive in der ersten Varia- 


blen , so ist der Einhängungsmorphismus o ein Isomorphismus. 


7.4. KorozLar. — Set T(A, 0)=0 für alle A e X (zusätzlich 
zu den bisherigen Voraussetzungen). Sind dann X und Y trivial 
- unterhalb n bzw. m (6. 8), so ist 1: H,T(X, Y) > H,,,T(SX, Y) 
ein Isomorphismus für q< 2n + m und ein Epimorphismus 

für q=2n+m. 


7.3. folgt aus der Tatsache, daB i!: T(X, Y) > #S1(X, Y) 
fiir additives T ein Isomorphismus (vom Grade 1) ist. | - 
Zum Beweis von 7.4 fassen wir T(X, Y) = U(X, Y),, 
als, Unterdoppelkomplex von &'(X, Y) auf. Der Quotient W 


| ist dann durch 


faa <+0<T! (X, 2; Lie TG X, X, 6 ie amas 


gegeben. Bezeichnet H’ die Homologie beziiglich des ersten 
und H” die bezüglich des zweiten Randoperators, so ist nach 


- 6. 10 
be (0 für p<2 
WE )HTUX, 4, X,Y) =0 für p>9, qg<2n+m, 


also auch Hj,,H’W = 0 für p< 2 oder q < 2n + m. Nach 
einem bekannten Satz. über (positive), Doppelkomplexe 
. ([7] XV, 6) folgt für die totale Homologie H.W —0 für 
r < An + m + 2. Aus der exakten Homologiefolge 


HW —> H,T(X, Y) + Hu T'UX, Y) > H,4.W, 
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4 


in der man ii nach 7.2 durch oc‘ ersetzen kann, ergibt sich 


nun die Behauptung. | 


7.5. Von jetzt an setzen wir immer T(A, 0) = T(0, B) = 0 
für alle À e %, Be B voraus. Dann existiert neben co‘ auch die 
partielle Einhängung o*:H,T(X, Y) > H,4,T(X, SY) bezü- 


glich der zweiten Variablen. Wir definieren T,(A, By, ..., B,) alss 


den p-ten Mischeffekt des Funktors T(A, ) bei festem A e Y 
und mit seiner Hilfe die partielle Bar-Konstruktion &?(X, Y) 
beziiglich der zweiten Variablen analog zu &1(X, Y). Dann 
besteht analog zu 7.2 das kommutative Diagramm 


ote HA AT) 
(7. 6) H,T(X, Y) Av lifer 


He (A, 1) 


em ns Bly EO ll 


Wir wollen ferner eine Konstruktion einführen, die für die | 


Zusammensetzung 
H,T(X, Y)+H,.,T(SX, Y) + H,,;T(SX, SY) 


dieselbe Rolle spielt wie die Bar-Konstruktion fiir die (ein- 
fache) Einhängung : 


7.7 Sei T,, (Ai, +, Am By, ...,B,) der g-te Mischeffekt von 
T'(A;:, «+, Ap, ) oder, was dasselbe ist ([13], 9. 8), de p-te Mis- 


cheffekt von Ty , B,, ..., B,). In beiden Fallen kénnen wir. 


die Konstruktion von 6. 1 anwenden und erhalten natiirliche 
Transformationen 


a: T, (A, +. A, By, ..., Be) ome 
=» p—1,g Je eet A, B;, .…., B,), i= 1, very p—1, 
a; : T,, g(Ai, es À» B, Fes, B 


em cian Ap Bin BIA 12244 TEE 


{ 


Sind X und Y s.s. Objekte über YA bzw. B, so definieren wir 


den Tripelkomplex &(X, Y) durch 
ê(X, D)plehdtmdale hdd, Dolto) 


1 


d = D (—1)'a; :É(X, Yu > D(X, Y) 


ii 


"= D (—4)'o}: EX, Y), oe EX, Y) 


i=! 


? 


P—1, %, #2 


kr I—1, %° 


ieee. L 
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Offenbarist £(X, Y) toe = TX, Y) und F(X, Yh:,=TUX, Y). 
Die Injektion 
p22 B4(X, Y) > F(X, Y) 


ist ein Kettenmorphismus der totalen Komplexe vom Grade 1, 
nicht so dagegen die Injektion 


j':Z'(X, Y) > EUX, Y). 
» Um einen Kettenmorphismus 
‘j' :tZ(X, Y) EX, Y) 
vom Grade 1 zu erhalten, setzen wir’j* = (—1)’7' auf T'(X, Y),,,. 


7.8. Satz. — Es gibt einen natürlichen Isomorphismus ©: . 


HE(X, Y) = HT(SX, SY), so daf das Diagramm 
H,.:.T(SX, Y)—-> H,.,T(SX, SY) 


wi 3 


H, ..E(X, Y) —2+ H,3,€(X, Y) 


_ kommutativ ist. w' ist dabei der Isomorphismus von 7. 2. 
Fir den Beweis s. 7.20. Vertauscht man die Rollen der 
beiden Variablen, so erhält man das kommutative Diagramm 


H,.,..T(X, SY) —~> H,, ,T(SX, SY) 
(7. 9) wf A fs 
H,,,2"(X, Y) —— H,,..2(X, Y) 


- Der Beweis ist dem von 7.8 vüllig analog bis auf den Unter- 
schied im Vorzeichen zwischen ’j' und j?. Wir werden beim 
Beweis von 7.8 erklären, wie dieser Unterschied zustande 
kommt (s. Beweis von 7. 27). 

Offenbar ist j° = j'i = —’j'i' die Injektion 


i: T(X, Y) = F(X, hs, © EX, Y). 


Nach den Sätzen 7. 2, 7.8 und ihren durch Vertauschung der 
. Variablen gewonnenen Analoga (7.6), (7. 9) sind 1, a la Te 
bzw. mit ot, o?, o?, ot äquivalent. Es folgt : 
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mod pt nlite. « 


7.10. Korottar. — Das Diagramm 


ge? H,.,T(SX, SY) 
H,T(X, Y) oo fs 


pa ede H,.,&(X, Y) 


ist kommutativ, und es gilt oc! = — oe. & ist der Isomor- 
phismus von 7. 8. 


7.11. Neben dem Isomorphismus ® von 7.8 haben wir 
w: HE(X, Y) = HT(SX, SY), wenn wir T als Funktor einer 
Variablen der Produktkategorie X x $ auffassen (6.4). Es, 
liegt nahe, nach einer direkten Beschreibung von 


&é—w:HE(X, Y) > HE(X, Y) 


zu fragen, und wir werden eine solche Beschreibung fiir die 
Untersuchung von § brauchen (7. 14). 
Seien 


! 
p? PA > DRiA; “ 

" 

p * r.B; > DE ata bis, Pp = 0, soey M 


die Projektionen auf die ersten bzw. letzten p Summanden. 
Wir definieren &, ,—, als die Zusammensetzung 


À 
(7. 12) A 5. Oe ae Aus B;, Der B,) > T(@RA:, Diz Bi) 
Bure T(@r. Ai, ie p+1Bi) ST, (Aus shone M: ee ane B,). 


Dabei bezeichnet T,,(Aj, ..., An, By, ..., B,) den m-ten Mischeffekt 
von T, aufgefaBt als Funktor einer Variablen aus A x B(#). 


A ist die natiirliche Injektion (6. 1), 6 die Projektion. SchlieB- ! 
lich definieren wir wae 
CN na Sl ey rng Tg hy soap XD 

nr Dray, Mle, oA Vay DAE ITI X, Y) 


P, M—P, * 


als den Morphismus mit den Komponenten &,, »_ >: 


(4) Eigentlich müBte man T,,((Ay, By), ..., (Am B,,)) schreiben. 
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. 7.13. Hitrssarz. — E: T(X, Y) — E(X, Y) ist ein Ketten- 


-morphismus der totalen Komplexe, und das Diagramm 


HAPCENEU m5 
A DT SY) 


HZ(X, Y) | ele 


ist kommutativ. 
Den Beweis geben wir am SchluB des Paragraphen (7. 29). 


Wir sind nun in der Lage, den Morphismus § in den exakten 
Folgen 6. 6 und 6. 11 näher zu untersuchen, und wollen zeigen : 


7.14. Satz. — Sei T:% — YW’ ein Funktor zwischen abel- 
schen Kategorien mit T(0) = 0, X ein s.s. Objekt über MU und 
. entweder (a) T quadratisch 
oder (b) X trivial unterhalb n und q < 3n. 


Dann ist das Diagramm 


ay H,.T,(X, X) 
i eee [oto® 


ee H,.:T:(SX, SX) 


_kommutativ, und 510? ist ein Isomorphismus. 
8: TSX — T,(SX, SX) 
ist dabei die Diagonale (5. 23). 


Beweis. — Im Fall (a) ist T,(A, B) additiv in jeder der 
beiden Variablen, und ot, o? sind Isomorphismen für alle 
Dimensionen q nach 7. 3. Im Fall (5) ist 

2: H,_,T.(X, X) + H,T,(X, SX) 

ein Isomorphismus für q < 3n nach 7.4. Aus demselben Grund 
ist aber ot: H,T,(X, SX) > H,+4:T.(SX, SX) ein Isomorphis- 
mus für ¢<3n, denn SX ist trivial unterhalb n + 1. (Ist 
- nämlich X’ ~ X und X, = 0 für g < n, so ist SX’ SX und 
- (SX’), = 0 für g<n+ 1.) 

_ Es ist also nur noch die Kommutativitat 8, = oto?8 zu 
beweisen. Es gilt 


aig? = wl, nach 7. 10 
B=p,j; w " nach 6. 15. 
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Die zu beweisende Gleichung ist demnach mit &71$,wÿ, = 1,p, 
äquivalent. | 
Sei 9: T->T’ eine natürliche Tranformation von Funkto- 
ren (T’(0) = 0). Sie induziert natiirliche Transformationen 
der Mischeffekte T,—>T;, die wir ebenfalls mit 9 bezeich- 
nen. 9 ist dann mit den a; von (6. 2) vertauschbar und indu- 
ziert einen Kettenmorphismus von Doppelkomplexen 9: 
EX > T’X für jedes s.s. Objekt X. Aus der Definition von w— 
im AnschluB an 6. 24 folgt, daB das Diagramm 


HTSX —#+ HT’SX 
; HEX —*> HT'X 
kommutativ ist. (Auf diese Weise wird die Aussage prazisiert, 
daB w in Abhängigkeit von T natiirlich ist, vgl. 6. 4). Wenden 
wir das auf die Diagonale 8 : T > T? (T?A = T, (A, A), 5. 23) 


an, so erhalten wir das kommutative Diagramm 


HTSX —* HT,(SX, SX) 


HEX > H,(X, X). 
Also ist O-*B,w7, = &—'wB.7, = E,8,7, nach 7. 13, und zu zei- 
gen bleibt (£87), = (ip),. | 
Wir werden sogar €87 = ip: FX > $.(X, X) beweisen. 
Dabei ist F,TX der Doppelkomplex 
--.< 0< TX=<—T,(X, X)<0<.-- 
(vgl. den Beweis von 6. 11). p: F,0X—T,(X, X) ist die natiir- 
liche Projektion. j: F,EX> TX und i: T(X, X) > T,(X, X) 
sind die Injektionen. Die behauptete Gleichung bedeutet : & | 
verschwindet auf (TX), = TX und bildet (£X),, = T.(X, X) , 
identisch in T,(X, X) = EAUX, X),,, ab. Die erste Behaup-” 
tung ist aus Gradgriinden klar, denn ({X),,, wird durch & 


in Dp qa1ha(X, X)p, a,x = 0 abgebildet. Um die zweite zu bewei- 
sen, betrachten wir das kommutative Diagramm 


Ta Te NX Xl ae an, 
À À 


T(X@X)—.T(X@X, Xe@ X) TH! p(x, x), 
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Das linke Quadrat entsteht aus 


T,(X, X)—*~ T{X, X) 
x p 
T(X @ X)—*- T’(X@ X) 


wenn man für o:T—>T' speziell B:T—>T, nimmt. 
Nach Definition (7.12) ist § = & , = T(E, &1) oA auf T(X, X),,,, 
folglich §8 = T,(&, €1) o AB = T,(&, €) o BA. Man verifiziert nun 
leicht, daB T,(&, &)°8:T(X@ xX) >T,(X, X) die natür- 
liche Projektion und daher EB:T,(X, X) > T,(X, X) die 
Identitat ist. 


7.15. Beweis von 7.2. — Der Beweis unterscheidet sich 
von dem fiir 6. 4 nur dadurch, daB der Funktor T in § 6 bei 
Anwendung auf ein s.s. Objekt hier durch T( , Y) und bei 
Anwendung auf ein s.s. Doppelobjekt durch T( , Q & Y) 
ersetzt wird. Wir geben daher nur die wichtigsten Schritte 
noch einmal an und empfehlen, die entsprechenden Stellen 
in § 6 jeweils zum Vergleich heranzuziehen. Wir betrachten 
das zu (6. 21) analoge kommutative Diagramm 


(7. 16) 
H,T(X, Y) =  H,T(QeX, Qey) +: H,N’T(QSX, QG Y) 


1, ..T(SX, Y) ++ H,, ,T(S@X, Q@Y) Le H,, .N’T(SSX, QBY) 
mit | 

a! = (T(r 1, 1), Tx ®,1)), 

a! — (N’T(n G1, 1), N'T(x Gt, t)),. 


» Man beachte Q@ X = X, Q8 Y=Y (5. 34). Das linke Qua- 

drat ist zu 5. 34 analog und wird durch Anwendung des Funk- 
tors T( , Y) auf das Diagramm in 5. 32 erhalten. Das rechte 
 Quadrat ergibt sich aus der Natiirlichkeit des Alexander- 

Whitney-Morphismus f und der Projektion ¢ eines s.s. Doppel- 
_objekts W auf seinen ersten normalisierten Komplex N’W. 
- Für zwei s.s. Doppelobjekte U, V ist dabei T(U, V) das s.s. 
» Doppelobjekt mit T(U, V),, = T(U),q V>,q) und entsprechend 
_ für monotone Abbildungen. Alle horizontalen Pfeile in (7. 16) 
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moe x 


bezeichnen Isomorphismen, da T(, t) p, und f Homotopie- ; 


äquivalenzen sind. Fast wortlich wie in § 6 beweist man: 


7.17. of in der oberen Zeile von (7. 16) stimmt mit der Iden- 
titét von T(X, Y) überein (vgl.:6. 22). 


7.18. Es gibt einen Isomorphismus. des Doppelkomplexes « 


N’T(S ® X, Q@ Y) mit der partiellen Bar-Konstruktion U(X, Y), 
durch den 5 in ii: H,T(X, Y) > H,4,31(X, Y) übergeht. (vgl. 
6. 23, 6. 24). 


Dann liest man die Behauptung von 7, 2 aus (7. 16) ab. Der 


Isomorphismus w! ist die Zusammensetzung 
(7.19) w': HEUX, Y) = HN’T(S® X, Q@ Y) 
he”, HT(S@ X, Qe Y)—*s HT(SX, Y). 


7. 20. Bewe1s von 7. 8. — Der Beweis verläuft wieder nach 
demselben Muster wie die Beweise von 6. 4 und 7. 2. Es kom- 
men allerdings einige weitere Komplikationen hinzu, und: wir 
miissen nun auch auf s.s. Tripelobjekte eingehen. | 

Sei W ein s.s. Tripelobjekt (Definition analog zu 2. 2). Es 
sind also 3 Arten von Seiten- und Ausartungsoperatoren 
erklärt | 


; n 12 
0;  — Wa, tty 0; => Wa 1, d; — W.. t, sé 
1 uv 

i= W, raat) a= Wirt i= W., t, nf 


(vgl. 6. 17) die untereinander vertauschbar sind. Wie in 6. 17 
definieren wir 


N’W =| ) Kern d! 
i>0 
D'W — J Bild s! 


und entsprechend N”, D” usw. N'W ist ein trigaduiertes 
Objekt, das bezüglich der ersten Graduierung ein Ketten- 


komplex, bezüglich jeder der beiden anderen ein s.s. Objekt — 


ist. Wir bezeichnen die Seiten- und Ausartungsoperatoren 


UZ 


. . UW u Ww es . 1 
wieder mit d;, à, si, sj. Dann kénnen wir auch N”N’W 


une analog N’N’W bilden. Offenbar gilt 
N’N’W = N’N'W = N'WoN’W, 
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wofür wir zur Abkürzung auch NW schreiben wollen. Wie in 
- (6.18) hat man die Zerlegungen 
W = N’WeD'W 
W = N’WeD’W. 
Da sie miteinander vertraglich sind, erhalt man die Zerlegung 
(7.21) W = \We (D'W uv D'W). 
- Wie in 6. 19 sind die Projektionen 
ep": W>N’W, o’: N'W — NW. 


_ Homotopieäquivalenzen der totalen Komplexe. Durch Zusam- 
mensetzen folgt 


7. 22. Die natiirliche Projektion 5 : W —> NW von (7. 21) ist 
eine Homotopieäquivalenz der totalen Komplexe. 

Unter dem Diagonalobjekt von W verstehen wir das (ein- 
fache) s.s. Objekt dW mit (dW), = W,,,,, (und entsprechend 
für monotone Abbildungen). Nach dem Satz von Eilenberg- 
Zilber-Cartier (2.9, 2.16) ist der Kettenkomplex kdW mit 
dem totalen Komplex £W homotopieäquivalent. Eine spezielle 
Homotopieäquivalenz ist der Alexander-Whitney-Morphismus 


f:(dW)n > © War 
p+q+r=m 
mit den Komponenten 
Ree pee ens try fy Eber re ep nace’ ene ts mere Er at) 
- (vgl. 2. 15, zur Definition von ei s. 1. 2). 5 
Sind U, V.s.s. Doppelobjekte über X bzw. B, so sei T(U, V) 
das s.s. Tripelobjekt mit T(U, V),4r = T(Uyr Var) und ent- 
sprechend fiir monotone Abbildungen. Sind G, G’ s.s. Objekte 
- über der Kategorie der endlich erzeugten abelschen Gruppen 
und X, Y s.s. Objekte über À bzw. B, so ist T(G@ X, G'® Y) 
das Diagonalobjekt von T(G& X, G’& Y). 
- Wir betrachten nun das zu (6.21) und (7.16) analoge 


kommutative Diagramm 


| (7.24) , 
& iT(SX, Y) :T;, te H, ,:T(S® X, Q® Y) = H,..NT(S8X, Q Ÿ) 


1,.:T(SX, SY) ++ H,,,T(S@X, Se v) fs H,, ,NT(SSX, SG Y) 
18 
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mit 

o® = (T(t, n@t), T(t, x®t)), 

62 — (NT(t, x81), NT(L, x 8)),. 


Das linke Quadrat ergibt sich aus 5. 32, das rechte aus der 


see ein 


Natürlichkeit des Alexander-Whitney-Morphismus f und der. 
Projektion 6: W->NW. Alle horizontalen Pfeile in (7:24) ! 


bezeichnen Isomorphismem. Wir werden zeigen : 
7.25. Es gilt 


LE T(S8X,Q8X), g=0 
N T(S&X, QG Y),.g.x — à ù à 20) 


folglich INT(S& X, QG Y) =tN’T(S & X, Q & Y), und der Mor- 


phismus $f in der oberen Zeile von (7.24) stimmt mit pf in 
der unteren Zeile von (7.16) überein. 


7.26. NT(S@ X,S@Y) ist als Tripelkomplex mit T(X, Y) 


in natiirlicher Weise isomorph. 

7.27. Durch die Isomorphismen von 7. 18 und 7. 26 gehts? in 
HN so ( A, VY Fag stig, 1) Gogh 

Dann liest man aus (7, 24) unter Beachtung der Definition 


von w' (7. 19) die Behauptung von 7. 8 ab. Der Isomorphismus 
& ist die Zusammensetzung 


(7.28) &:H&(X, Y) = HNT(S6 X, $@ Y) 


IE, HT(S 8X, $6 Y) Ts HTISX, SY), 
Beweis von 7.25 (vgl. 6. 22). — Nach Definition von 


Q (5.31) ist TISSX, Q8Y).,, = T(S8X, QBY), und 


alle s.s. Operatoren à, s der zweiten s.s. Struktur von 


T(S®X, Q®@Y) sind Identitäten. Daraus folgt die erste 


Behauptung. 


In o"f:T(S@X, Q@ Y}, —(4N"T(S8 X, Q@X)),, liefern | 


nach dem, was eben bewiesen wurde, nur die Komponenten 
"far (P+qg+r=m) mit g = 0 einen Beitrag. Nach den 
Definitionen von f (2. 15) und f (7. 23) ist aber | 


for = fn oi r : T(Sn ® Xny Yn) > T(S, @ AS Y+)y p + r— M, 


— 


push" 
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also f=p"f. Durch Zusammensetzen mit 
o’ : N°W— N'N°W = NW 
erhält man die zweite Behauptung. 


Beweis von 7.26. — Nach Definition von 5 (5. 29) ist 
T(S® X,S@ Y),,,,=T(S,® X, S,® Y)=T(ŒX, @’Y). 


Wie im Beweis von 6. 23 bestimmt man (D’W),,,,, und (D’W),,4,, 
fir W = T(S ® X, S& Y) und zeigt unter Verwendung der 
direkten Zerlegung (7. 21), daB es einen Isomorphismus 


(NW) SET OS) YY AY EL AE, ST 


Peds & — 


gibt, so daB die Projektionen 5 : W > NW und 
6: T(@?X, GY) > T,,(X, ..., X, Y, -- Y) 


- einander entsprechen. Daraus schlieBt man ebenso wie früher, 
daB die ersten beiden Randoperatoren 2’, 0” von NW gerade 
den in 7.7 für &(X, Y) definierten entsprechen (#). 


-Bewets von 7. 27. — Wir müssen eine Nullhomotopie von 
iNT(S® X, C@ Y) angeben. Sei s:C,— C,,, wie im Beweis 

von 6. 24. Setzt man s” = T(t, s ®t), so ist s” eine Nullhomo- 
_topie von T(S® X, C8 Y) beziiglich des zweiten Randopera- 
tors 0’ und mit den beiden anderen Randoperatoren 0’, 0” 
vertauschbar. s” ist ica. keine Nullhomotopie bezüglich 
des totalen Randoperators 0 — 0’ + (— 1)?o" + (—1}*%" 
(auf T(S 8 X, C@ Y),,,,,), aber man erhält eine solche Nullho- 
- motopie, wenn man s” durch (—14)?s" ersetzt. An dieser Stelle 
kommt also das Vorzeichen (— 1)’ herein. Es würde nicht 
auftreten, wenn man die Rolle der beiden Variablen vertauscht 
hatte. Das erklart den Unterschied zwischen ‘jt in 7. 8 und 7? 
in (7.9). Im übrigen verläuft der Beweis von 7. 27 wie der 
von 6. 24, und wir kénnen die Einzelheiten übergehen. 
_ Damit ist der Beweis von 7.8 beendet. 


(2) Für die Anwendung, die wir von 7.8 gemacht haben (7.14), war übrigens 
- die explizite Kenntnis der Randoperatoren 9’ und 9” in £(X, Y) nicht erforderlich. 


+ mu 
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7.29. Beweis von 7. 13. — Wir betrachten das Diagramm 


(7. 30) 

TX, Y) £ T(S®X, SBY) » | 

le le D >Tsex SeY) TD: T(SX, SY! 
$(X, Y)  T(S®X, SBY) = 7 


Die obere Zeile stammt aus dem Beweis von 6. 4 (angewandt 
auf den Funktor T:% x S$ — Y’) und liefert beim Ubergang 
zur Homologie den Isomorphismus 6 : HT(X, Y)=HT(SX, SY) 
(6. 21). Entsprechènd ist die untere Zeile dem Beweis von 7.8 
entnommen und liefert ®: H£(X, Y)= HT(SX, SY) (7. 24, 
7. 28). Dabei wurde T(X, Y) mit N’T(S® X, S@ Y) (6. 23) und 
$(X, Y) mit NT(S@ X, S & Y) (7. 26) identifiziert. Die Mor- 
phismen g und g sind noch zu definieren. | 
Wir kénnen T(S8 X, S@Y) als s.s: Doppelobjekt V über“ 
der Kategorie der s.s. Objekte über Y’ auffassen, indem wir 


Vis = T(S@X, $8 Y),.,. = T(S,8 X,S,® Y) 


Va,p = T(S8 X, SB Yh,8,: = T(Sa St, Sg ®t) 
setzen. T(S@X, S@Y) entspricht dann dem Diagonalobjekt 
von V. Sei g: dV ->tV der Alexander-Whitney-Morphismus 
(2. 15). Man verifiziert leicht gD dV e D'V u D’V, folglich wird 
durch Ubergang zu den Quotienten g: NdV—>tN’N’V =iNV 
induziert (vgl. [13], 2. 1 a). In Anbetracht der vorgenommenen 
Identifizierungen sind damit die Morphismen g und g in 
(7. 30) definiert. Es sind Kettenmorphismen der totalen Kom- 
plexe. Offenbar ist das Quadrat in (7. 30) kommutativ. Aus 
den expliziten Definitionen (2.15, 7.23) entnimmt man 
gf=f, d.h. auch das Dreieck in (7. 30) ist kommutativ (3), 
Wenn wir nun zeigen, daB.g = E ist, so haben wir 7. 13 bewie- 
sen. 
Die Komponente 


Bp.q: T(Sn® X, Sn ® Y) > T(S SX, BY), m—p+ 4, 


von gist durch g,,, = T(à,4,0,4: ++ Im ®t, (do)? ®t) definiert (2.15). 


~_ 


(8) Uns würde auch gf~} genügen. Das schlieft man ohne Rechnung aus — 
2.9 b), übertragen auf s.s. Tripelobkejte. 
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Nach Definition von S (5. 29) ist S,®@ X = Oye x X = O"X, 
und mit den Bezeichnungen von 7. 11 gilt 0,4,2,42 .-. In @t=&, 
(Projektion auf die ersten p Summanden) und (2)? @1 = & 
(Projektion auf die letzten g Summanden). Also ist 


8p.a = T(E, &): T(B"X, B"Y) > T(DPX, G'Y). 
Die Morphismen p und 5 in (7. 30) sind die natürlichen Projek- 
tionen 
p: T(S@X,S@Y),, ,.=T(@"X, OB” Y)—T,,(X, ..., X, Y, …, Y) 
Me: TISS X, SO Y),, , = T(D?X, DIY) > TT, (X,..., X, _Yy 2-09, Y) 
(s. Beweise von 6. 23 und 7. 26). DaB das Quadrat in (7. 30) 
- kommutativ ist, bedeutet 
; : Bp,a° = PB, 
_ Bezeichnet À: T,(X, ..., X, Y, .... Y) >T(@"X, @"Y) die 
natürliche Injektion, so gilt pA = 1. Es folgt 


! cl 


Bog = Bp.aPA = PB a = PT (Em En)A = Ep, 9 
(letzteres nach Definition, 7. 12), also g = &. 


+ he eo tase a 


8. — ANWENDUNGEN AUF DERIVIERTE FUNKTOREN 


Sei wieder T: A >’ ein kovarianter Funktor zwischen 


abelschen Kategorien mit T(0) = 0. Wir setzen jetzt noch: 
voraus, daB die Kategorie Ÿ hinreichend viele projektive 
Objekte enthält, d.h. daB jedes A e Ÿ Quotient eines projek-— 


tiven Objekts ist. Dann gibt es zu jedem AeY und jeder 
ganzen Zahl n > 0 eine projektive s.s. Auflésung X von (A, n) 
in À (4.4, 4.3). Der g-te (links-)derivierte Funktor L,T ist 
durch 

L,T(A, n) =.H,TX 
definiert (4. 5). 


8.1. Ist X eine (projektive) s.s. Auflésung von (A, n), so 
ist die Einhängung SX eine (projektive) s.s. Auflésung von 
(A, n + 4). 


Brewers. — Nach 4. 2 geniigt, es die entsprechende Behaup- » 


tung fiir die normalen Komplexe NX und NSX zu beweisen. 


Wegen NSX = SNX (5.3) folgt diese unmittelbar aus der : 


Definition der Einhängung eines Kettenkomplexes (5. 1). 


Zum Begriff der s.s. Auflésung gehôrt es, daB ein Isomor- — 


phismus H,(X) = A festgelegt ist. Wir legen H,:,SXZ A so 
fest, daB der Einhängungsisomorphismus 6: H,X ~ H,,,SX 
(6. 5 mit T = Identität) der Identität von A entspricht. 


a. 


8. 2. Der Einhangungsmorphismus ¢x(T) : H,TX > H,, ,TSX | 


q+i 


(5. 9) liefert demnach 
o = AT): L,T(A, n) > L,4,T(A, n+ 1), 


und aus (9. 10) folgt, daB o(T) eine natürliche Transformation 
von L,T( ,n) in Ly4,T( , n +1) ist. 
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Die Ergebnisse von §§ 6, 7 lassen sich direkt auf o,(T) als 
. Spezialfall von ox(T) anwenden. Wir diskutieren einige dieser 
Anwendungen im einzelnen : 


8. 3. Ist entweder T additiv oder q <.2n, so ist 
oa(T): LT(A, n) > L,4,T(A, n+ 1) 

ein Isomorphismus. Für q = 2n ist o4(T) ein Epimorphismus. 
Das folgt aus 6.5 und 6. 12. Ist namlich X eine s.s. Auflésung 

von (A, n), so ist X trivial unterhalb n im Sinne von 6. 8. 
| Nach diesem Resultat kénnen wir die Funktoren L,,,T( ,n) 
- für alle n >q miteinander identifizieren und dadurch den 
g-ten stabilen derivierten Funktor LT definieren. Ist T additiv, 
so entfallt die Einschränkung n > q, und LT = L,T( , 0) 
stimmt mit dem gewôhnlichen derivierten Funktor L,T übe- 


rein (4.7). Man kann zeigen, daB LjT stets ein additiver 
- Funktor ist. 


8. 4. Entsprechendes gilt für Funktoren von mehreren Varia- 
blen. Wir führen es für T(A, B), Ae, Be B® aus. Dabei 
setzen wir auch von $ voraus, daB es eine abelsche Kategorie 
- ist, die hinreichend viele projektive Objekte enthalt. Die deri- 
vierten Funktoren werden durch 

L,T(A, n; B, m) = H,T(X, Y) 
definiert, wobei X und Y projektive s.s. Auflésungen von (A, n) 
bzw. (B, m) sind. Ist T(A, 0) = T(0, B) = 0 für alle AeY, 
Be, so sind nach 5. 15 die partiellen Einhangungen 

ot =o1 2(T): L,T(A, n; B, m) > L,4,T(A, n+ 1; B, m) 

o? 61 3(T): L,T(A, n; B, m) > L,4,T(A, n; B, m+ 4) 

definiert. Aus 7. 3 und. 7. 4 folgt : 


1 8.5. Ist entweder T additiv in der ersten Variablen oder 
q < 2n + m, so ist ch, »(T) ein Isomorphismus. Fiirq=2n-+m 
ist où 3(T) ein Epimorphismus. 
Entsprechendes gilt für 54,#(T). Nach 7. 10 ist o2g1 = —olc?, 
Um Kommutativitat zu erreichen, ersetzen wir 6? durch 
’g? = (—1)"o?: L,T(A, n; B, m) > 1,4, T(A, n; B, m+ 1). 
Dann ist ‘o1o? = o!’c?; wir kénnen die Funktoren 


Ly+ntml (A, n; B, m) 


ne nil 
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für alle n > q und m > q durch die Zusammensetzungen von ol. 
und ‘co? miteinander identifizieren und auf diese Weise 1 
q-ten stabilen derivierten Funktor LST(A, B) definieren. 


8. 6. Ist T additiv in jeder der beiden Variablen, so ist 
L§T(A, B)= Login (4:05 B, M) 


für alle n, m und stimmt mit dem gewühnlichen derivierten Funk- 
tor L,T(A, B) überein. 


Beweis. — Die erste Behauptung ist klar nach 8.5 und. 
liefert insbesondere L§T(A, B) = L,T(A, 0; B, 0) = H,T(X, Y), 
wobei X und Y projektive s.s. Auflüsungen von (A, 0) bzw. 
(B, 0) sind. Nach dem Satz von Eilenberg-Zilber-Cartier (2. 9) 
ist der Kettenkomplex kT(X, Y) = kdT(X, Y) (2. 10) mit dem 
totalen Komplex {T(X, Y) homotopiedquivalent. Für addi- — 
tives T stimmen aber die Doppelkomplexe XT(X, Y) und 
T(kX, kY) überein. Daraus folgt H,T(X, Y) = H,T(kX, kY), 
und kX, kY sind projektive Auflésungen von A bzw. B im 
üblichen Sinn [7]. 


8.7. Sei nun wieder T ein Funktor einer Variablen mit 
T(0) = 0. Ist T quadratisch, so ist der Mischeffekt T,(A, B) 
in jeder der beiden Variablen additiv. Aus 6. 6 ergibt sich die _ 
exakte Folge | 


mn LT (Apne, n)“#LT(A, n)>L,,,T(A, n+ 1) 
LI STAR: A, MEL: TA RES. 
Nach 8.6 kann man darin L,T, (A, n; A, n) durch L, ,,T,(A, A) _ 


ersetzen. a, wird durch die Kodiagonale «:T,(A, A) > TA 


(5. 23) induziert. Aus 7. 14 folgt, daB B unter Verwendung unse- | 
rer Identifizierungen (8. 6) mit 


B,:L,.,T(A, n+ 1) >L,,,TA, n+1;A,n+ 1) 
/ = Len 4 €: À A) 
übereinstimmt, môglicherweise bis auf das Vorzeichen. B, 


wird durch die Diagonale 8: TA > T,(A, A) (5. 23) induziert. 


Zusammenfassend stellen wir fest : 
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8. 8. Ist T quadratisch, so ist die Folge 


Me DA A Le T(A, n> Tin LA 

Élu ginTs(A wile? Lad, Vedgmict 
exakt. 
Im Falle eines beliebigen Funktors T tritt an die Stelle 
der exakten Folge die spektrale Folge von 6. 7. Wir verzichten 
auf eine erneute Formulierung für die derivierten Funktoren. 


Dagegen wollen wir 5. 25 und 6. 11 iibertragen. Aus 5. 25 ergibt 
sich : 


8.9. In der Folge 


(F,) LT (A, n; A, n) + LT(A, n)> Lyi T(A, n + 1) 
fs TT (A, n+ 1; AS n +04) 
ist oa, = 0 und B,o = 0. 
» Für q< 3n gilt nach 8. 5. 
L§_.,-1Te(A, A)=L,4T2(A, n; A, n) = Lj T.(A, n+ 1;A,n+1), 


d.h. das letzte Glied von (F,) stimmt mit dem ersten von 
(F,-1) überein. Durch Zusammensetzen erhält man 


(F) L,T(A, n; A, n) #L,T(A, n)L,4T(A, n +1) 
É LS T(A, A)#L,_T(A, n)->L,,T(A, n+1) 
DS ACA ASS a 


n—2 


> 8.10. Die Folge (F) ist exakt. 


Brewers. — Sei X eine projektive s.s. Auflésung von (A, n). 
Offenbar stimmen dann die Morphismen 6 und «, in (F) mit 
‘den entsprechenden in 6.11 überein. Nach 7. 14 ist ferner 

| = +5 (unter Verwendung unserer Identifizierungen im 


8 
AnschluB an 8. 5). Also folgt die Behauptung aus 6. 11. 


8.11. Beispiel. — Sei À = A’ die Kategorie der abelschen 
Gruppen. Nimmt man für T den Funktor « Gruppenring » 
oder « Symmetrische Algebra », so gehen die vorstehenden 
Sätze in bekannte Resultat für die Eilenberg-MacLaneschen 
Gruppen H,(A, n; G) über (vgl. 4. 15, 4. 16). 


Um das etwas genauer auszuführen, setzen wir TA — ZA®G 
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Ë 
wie in 5. 13 (ZA — Gruppenring von A, ZA = ZA/Z0, G eine! 
feste abelsche Gruppe). Sei X eine (freie) s.s. Auflésung von 
(A, n). Als s.s. Menge ist X ein Eilenberg-MacLanescher 
Komplex K(A, n) (s. Beweis von 4. 16). Da ATX der Ketten- 
komplex von X mod 0 ist, gilt | 


L,T(A, n) =H,TX = H,(X, 0; G)=H,(A, n;G) für g>0. 


Die Einhängung SX ist ein Eilenberg-MacLanescher Komplex _ 
K(A, n +1) und o4(T):L,T(A, n) > L,,,(A, n+ 1) stimmt 


mit dem üblichen Einhangungshomomorphismus 
o:H,(A, n; G) > H,,,(A, n + 1; G), q> 0, 
überein (5. 13). Der bekannte Satz, daB o für q< 2n ein 


Isomorphismus und für qg—2n ein Epimorphismus ist 
([12] 20. 4, [26] VI Prop. 2), erweist sich damit als Spezialfall 


von 8. 3. 


8. 9 besagt, daB die Einhangung alle zerlegbaren Elemente 
von H,(A, n; G) annulliert, und daB alle Bilder bei der Ein- 
hängung primitiv sind. 8. 10 liefert eine partielle Umkehrung 
dieser Aussagen in demselben Umfang, wie man sie aus der 
exakten Folge von G. W. Whitehead-Barcus-Meyer [31], [2] 
schlieBen kann (6. 16). Ein Element von H,(A, n; G) = H,(X; G) 
q>0, heiBtdabei zerlegbar, wenn es Bild beider «Multiplikation » 
a, :H(X x X, XV X; G)—>H,(X; G) ist, und primitiv, wenn es 
im Kern der « Diagonale » 6, : H,(X; G)>H,(X x X, XV X; G) 
hegt (5. 24, 5. 26). Haufig wird der Begriff « zerlegbar » enger 
gefaBt, indem man voraussetzt, daB G ein Ring ist, und nur 
die Bilder bei der Zusammensetzung | 


DEHU(X; G) ® H,_(X; G)+H,(Xx X, XV X; G)#H{(X:G) 


(Pontrjaginsche Multiplikation) zerlegbar nennt, Wenn G ein | 
Kôrper ist, so sind beide Begriffe gleichwertig. | 


4 


ner 


9. — KONTRAVARIANTE 
UND RECHTSDERIVIERTE FUNKTOREN. 
DIE KOBAR-KONSTRUKTION 


Wir haben bisher nur kovariante Funktoren und ihre Links- 
derivierten behandelt. Analog kann man Linksderivierte eines 
kontravarianten und Rechtsderivierte eines ko- oder kontra- 
varianten Funktors definieren. Wir werden zeigen, wie man 
durch Übergang zur dualen Kategorie alle diese Fälle auf den 
bisher behandelten zurückführen kann. Am SchluB des Para- 
graphen deuten wir eine Dualisierung der Bar-Konstruktion 
an, die Kobar-Konstruktion. 


9.1. Sei © irgendeine Kategorie. Die duale Kategorie &* 
([4] I, 4; [16] 1.1) hat dieselben Objekte wie G. Ferner ist 
Hom*(A, B) = Hom (B, A), und die Zusammensetzung der 
Morphismen in C* geschieht wie in ©, nur in umgekehrter Rei- 
henfolge. Die « Identitat » db: © -> © ist ein kontravarianter 
Funktor, und dd ist die Identität von ©. 

Ist © additiv oder abelsch, so auch ©. 


9,2. Sei nun T: © +’ irgendein kontravarianter Funktor. 
Ist. C ein graduiertes Objekt über ©, so definieren wir das 
graduierte Objekt TC über ©, durch | 


(TC), = T(C_y). 


Um Minuszeichen zu vermeiden, benutzen wir manchmal die 
Schreibweise C? = C_,. Ist C ein Kettenkomplex (©, ©’ addi- 
tive Kategorien, T additiv), so setzen wir 


ato = T(2°), 
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Ist X ein s.s. Objekt über C(C, ©’ und T wieder beliebig), s 
wird TX ein neuartiges Gebilde, nämlich ein negatives 8.8. 
Objekt (ko-s.s. Objekt) über ©’. Wir definieren 


TX) Loreen wep 3 (6 te FON 0 
(TX): = T(Xa) :(TX)_»—>(TX)_,, «:[p]>[g] monoton. 


9.3. Allgemein sprechen wir von einen negativen s.s. Objekt 
Y über einer Kategorie ©, wenn eine Folge Yo, Ÿ_1, Y_2,... von 
eyes aus & gegeben ist und zu jeder monotonen Abbildung 

a:[p]—>[q] (p, 9>0) ein Morphismus Y, : Y_,—> Y_,, so daB 


(1) Vict mit t = Identität, 
(ii). Vas = Yao Yg mit 8: [r]  [p] monoton. 


M.a.W.: Y ist ein kovarianter Funktor aus der Kategorie der 
monotonen Abbildungen in @. 
Wir setzen 


a D à PY Ss a + 1—0,...,qg+1 
= Vivi Y= Wants 1=0,...,.¢—1 


und bezeichnen diese Morphismen als Seiten-bzw. Ausartungs- 
operatoren (vgl. 1. 2). Ist © eine additive Kategorie, so kén- 
nen wir den Randoperator 


p+i 
= = (— 1); : Mh > Wap_x 


bilden und Y als (negativen) Kettenkomplex auffassen. (Zum 
Beweis von à = 0 genügt es zu bemerken, daB DY ein gewühn- 
liches (positives) s.s. Objekt über C* ist). 


9.4. Sei nun T: Y—Y’ ein kontravarianter Funktor 
zwischen abelschen Kategorien mit T(0) = 0. Dann ist dT: 
a> gy" ein kovarianter Funktor mit dT(0)=0, auf den 
wir die Definitionen und Ergebnisse der vorhergehenden Pura 
graphen anwenden kônnen. Für ein s.s. Objekt X über A 
haben wir z.B. den Einhängungsmorphimus 


¢ = ox(0T): HTX ae H,+,0TSX. 
Ist C irgendein Kettenkomplex, so gilt 
(9. 5) HC = dHC dh7H,0C = dH-,C 


ban © — 
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({4] II, 4). Folglich liefert die Anwendung von d auf ox(dT) 


den Einhängungsmorphismus 
o = ox(T) : H1,_,TSX > H_,TX 
fir einen kontravarianten Funktor T. 


9.6. Die Bar-Konstruktion &*X für den Funktor T* = dT 
ist durch 


PO HET Rss X) 


—1 


= D (ur (E"X),,4 > (EX) 


gegeben (6.3). Wendet man d auf das Diagramm 


ex A H,,,T"SX 
à M ie à ow IR 
LH, T'X 


von 6, 4 an, so erhält man 


mit EX = dF*X. EX ist ein negativer Doppelkomplex, und 
pi EX > (CX)_,,, = TX ist die natürliche Projektion. Sie 
ist ein Kettenmorphismus des totalen Komplexes (2X vom 
Grade 4. Alle Korollare von 6.4 haben eine offensichtliche 


Ubertragung auf kontravariante Funktoren. 


9.7. Wir lassen nun die Voraussetzung T(0) — 0 weg, 
nehmen aber zusätzlich an, daB jedes Objekt von Ÿ Quotient 
eines projektiven ist. Die Rechtsderivierten des kontravarianten 


Funktors T: A — A’ werden durch 

RIT(A, n) = R_,T(A, n) = dL,(dT) (A, n), AeY 
definiert (vgl. [4], III, 6). Alle Sätze über die Linksderivierten 
von kovarianten Funktoren (§ 8) lassen sich durch « Duali- 


sieren » auf R’T übertragen. | 
- Ist X eine projektive s.s. Auflüsung von (A, n), so gilt 


R‘T(A, n) = DHDTX = H_,TX, 
wobei TX ein negatives s.s. Objekt ist. 


286 ALBRECHT DOLD ET DIETER PUPPE 


9.8. Bois als — Sei Y=’ die Kategorie der abelschenl 
Gruppen, G eine feste abelsche Gruppe und 


TB = Hom (ZB, G) 
T'B = Hom(SA(B), G), t 


wobei ZB den Gruppenring und SA(B) die symmetrische Alge- 
bra der abelschen Gruppe B bezeichnet (vgl. 4. 15). { 


9. 9. Sarz. — Die Derivierten RT(B, n), n=0, und R!T’(B, n), 
n >0, sinds als Funktoren von B mit den Eilenberg-Mac- 
Laneschen Kohomologiegruppen H%(B, n; G) äquivalent. 

Der Beweis verläuft würtlich wie der von 4. 16 mit folgen- 
den Unterschieden : 1) TX ist jetzt der Kokettenkomplex von X 
mit Koeffizienten in G. 2) ZSP*Y @ G in der letzten Zeile ist 
durch Hom (ZSP*Y, G) zu ersetzen. 


9.10. Wir kehren nun wieder zu den Voraussetzungen von. 
9. 7 zuriick In Anlehnung an 4. 8 definieren wir RT als Funk- 
tor von graduierten Objekten über A zu graduierten Objekten 
über Y’ durch 


RT = d°L(DT). 


9. 11. Beispiele. — Sei jetzt A =A’ die Kategorie der Moduln 
über einem kommutativen nullteilerfreien Hauptidealring As 
= sei eine Untergruppe der symmetrischen Gruppe @(m), die 
auf @"B, Be, durch Vertauschung der Faktoren operiert. 
Wir setzen 

VB = (Q"B)/x (vgl. 4. 10) 
V'B = (@"B)* (vgl. 4. 13) 
UB = Hom (B, A). 


Fiir einen Kettenkomplex C bezeichne H*C = HUC die Koho- 
mologie. Wie in 4.10 und 4. 13 ergibt sich für einen freien | 
s.s. A-Modul X 
H"(@"X/nz) = R(UV)HX 
(9. 12) H*((@"X)*) = R(UV’)HX 
H*((@"X)&™) = R(UT,)HX 
(letzteres weil l, auf freien Moduln mit V’ für x= ©@(m) _ 


übereinstimmt). Für endlich erzeugte freie Moduln stimmt UV 
mit V'U überein. Ist H,X für jedes n endlich erzeugt, so kann 
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man freie. s.s. Auflésungen von (H,X, n) finden, die in jeder 
Dimension endlich erzeugt sind. Aus der ersten Zeile von 


(9. 12) folgt in diesen Fall 

(9:13) H"(@"X/z) = R(V'U)HX 

| H*(@"X/G(m)) = R(T,U)HX. 

Man beachte, daB die Isomorphismen (9. 12), (9.13) ebenso 


wie die analogen in der Homologie (4. 10-4. 13) keine Aqui- 
valenzen von Funktoren sind. 


9.14. Wir behalten die Festsetzungen von 9.11 bei und 
spezialisieren A = Z. Dann ist nach 9. 9 für n >0 und irgend- 
eine abelsche Gruppe B 


H!(B, n; Z) = RU SA) (B, n). 
Die symmetrische Algebra ist durch 
SA(B) = Oz_,SP"B = ZeBe@;-(@"B/S(m)) 


definiert. Es folgt U + SA = [[ U ° SP” und daher 


RU» SA)(B, n) = T] RU SP*)(B, n). 


Das Produkt rechts hat aber fiir jedes feste q nur endlich 
viele nicht-triviale Faktoren. Das folgt z.B. aus 12. 1. Wenn 
man B als endlich erzeugt voraussetzt, was wir jetzt ohnehin 
tun wollen, kann man es auch aus der bekannten Tatsache 
entnehmen, daB H,(B, n; Z) endlich erzeugt. ist Wir kénnen 
also weiterschlieBen 


Re(UeSA)(B, n) = Pz-oR"(UeSP")(B, n) = Ba=eR"(C ne UB, 2), 


letzteres wegen UoSP"=[,,°U für freie endlich erzeugte 
abelsche Gruppen (vgl. 9. 11). In der Kategorie der endlich 


erzeugten abelschen Gruppen gilt demnach die Aquivalenz 
2 (9./15) H(B, n; Z) = Ro U)(B, n) 
mit [ = @z_.l, (loB = Z, l,B = B für jedes B). 


9.16. Beispiel. — Ist weiterhin A = A’ die Kategorie der 
abelschen Gruppen und bezeichnet TB jetzt die Tensoralgebra 


| 
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von Be, so gilt H*(QSP) = R(UT)H(P) für jedes zusam® 
menhängende Polyeder P (vgl. 4. 17). | 


9.17. RECHTSDERIVIERTE VON KOVARIANTEN UND LINKS- 
DERIVIERTE VON KONTRAVARIANTEN FUNKTOREN. — Sel T4 
9% —> Y’ irgendein Funktor zwischen abelschen Kategorien, 
Dann definieren wir für alle n < 0 | 


RYT(A, n) = R*(Td)(dA, — n), T kovariant 
L,T(A, n}=#4,(10)(0A, —7#} T kontravariant 


A eY (vel. [4], III, 6). Um sicher zu sein, daB diese Bildungen 
existieren, müssen wir annehmen, daB jedes Objekt in Y* 
Quotient eines projektiven ist. Das bedeutet: Jedes Objekt 
von À läBt sich in ein injektives einbetten. | 

Als negative s.s. Auflésung von (A, n), A e A,n<0, bezeichnen 
wir ein negatives s.s Objekt Y über 2{ zusammen mit einen | 
bestimmten Isomorphismus H,Y = A, so daB Y,—0 fir 
t>n und H,Y = 0 für : << n. Y heift injektiv, wenn jedes 
Y; injektiv ist. j 

Sei nun Y eine injektive negative s.s. Auflésung von (A, n) 
in À. Dann ist DY eine projektive (positive) s.s. Auflésung 
von (DA, —n) in *. Wendet man darauf Td, an so erhält 
man T)dY = TY, und es folgt 


RITCAS yy" TY, T kovariant 
LTA; ny =H TY, T kontravariant 


: 
: 


(nach 9. 7 bzw. 4. 6). Im ersten Fall ist TY ein negatives, im’ 
zweiten ein positives, d.h. gewühnliches, s.s. Objekt. | 


9.18. Als Funktoren von graduierten Objekten definieren 
wir 

RT = R(T»d) od, T kovariant 

LT = L(Tb) od, T kontravariant 7 


(vgl. 9. 10, 4. 8). 


9.19. Beispiele. — Sei A ein Kürper und Y = YA’ die Kate- 
gorie der endlich erzeugten Vektorräume über A. U: 9 > 
bezeichne wie in 9. 11 den Funktor UA = Hom (A, A), AeQM. . 
Dann ist Uo U mit der Identität von Y aquivalent, und man 
kann die duale Kategorie * so mit 9% identifizieren, da 
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D:Y — A" und U : À — A einander entsprechen. Damit gehen 
die Definitionen von 9.18 in 


HI = RŒUX D, T kovariant 
LT LV) »U; T kontravariant 
über (4). 
Mit den Bezeichnungen von 9. 11 gilt UV=V’U und 
DV’ = VU in ganz YA. Ferner ist H*C = HUC = UHC für 
jeden Kettenkomplex C über %. Aus (9. 12) folgt daher 


oo" X/n) = R(UV)HX = RW'U)HX 
| = R(V’)UHX = R(V’)H*X 
und analog 

H*((@"X)*) = R(V)H*X. 


Diese Beispiele beruhen also auf den ganz speziellen Eigen- 
schaften der Kategorie und sind etwas kiinstlich. Beispiele 
wesentlich anderer Art fiir die Definitionen 9.17, 9.18 bei 
nicht-additiven Funktoren sind uns nicht bekannt. Im addi- 
tiven Fall hat man natiirlich die Funktoren Ext? als wichtigstes 
Beispiel von Rechtsderivierten eines kovarianten Funktors. 


9.20. Dre Kosar-Konstruxtion. — Sei T:% >’ ein 
kovarianter Funktor zwischen abelschen Kategorien mit 
T(0) = 0 und X ein s.s. Objekt über A. Wir gehen davon aus, 
daB die Bar-Konstruktion TX mit dem Doppelkomplex 
N’T(S@ X) isomorph ist (6. 23). Dabei ist S die durch (5. 29) 
definierte s.s. abelsche Gruppe, und N° bezeichnet das Normali- 
sieren bezüglich der ersten s.s. Struktur des s.s. Doppel- 
objekts T(S & X) (6. 17). Eine in gewisser Weise duale Bildung 


ist 


T#X = N’T(US 6 X). 


Dabei ist der kontravariante Funktor U durch UG= Hom (G, 2), 
G abelsche Gruppe, definiert. US ist eine negative s.s. 
abelsche Gruppe (9. 2). US®X und damit T(US ® X) sind 
bigraduierte Objekte, deren Bestandteile vom Bigrad (p, q) 
nur dann von 0 verschieden sind, wenn p< — 1 und q=0. 
Beziiglich der ersten Grauduierung sind es negative, beziig- 
lich der zweiten positive s.s. Objekte. N’ bezeichnet das 


(4) Diese etwas ungenaue SchluBweise kann leicht prazisiert werden. 
19 
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Normalisieren bezüglich der ersten (negativen) 8.8. Struktur, 
Allgemein definieren wir fiir ein negatives s.s. Objekte Y den 
ausgearteten bzw. normalen Kettenkomplex durch 


DY = »DdY = LJ Kobild s = Y/ () Kern s 
NY = dNdY = a Kokern à, = Y/ liad Bild 9,. 


i>o i>0 
9.21. « Dual » zum Beweis von 6. 23 kann man zeigen 
c oe 
(LAI 2d PK CAs os ty Dey | 
P . 
= D (— BR: (TX) 7,4, > (DPX) ps 


Dabei ist T, der p-te Mischeffekt von T (4. 18). 8;: T, > That | 
ist eine natürliche Transformation, die zu «; (6. 2) « dual » ist 
und folgendermaBen definiert wird: Seien 


À 
Labs Ay) 5 TA ® -::@A,) 


die natürlichen Morphismen wie in 6. 1. x,: A > @?A bezeichne 
die Injektion des j-ten Summanden und *r;:@?+'A > A die 
Projektion auf den j-ten Summanden. Wir definieren dann 


Bi: BPA > @P*'A, i= 1,...,p durch 
: L, Ep acy : oder k—1=;j>:i 
Tai = 0 sonst. 


Ist À eine Kategorie von abelschen Gruppen, so bedeutet das 


Bi(a,, eoeg ay) — (a, HO Ai, di, ai, Ait “rs a). 
SchlieBlich setzen wir 

Bi = peTBioA: T,(A,...,A) > Tp4,(A,..., A). | 
B,: TA — T,(A, A) stimmt offenbar mit der Diagonale B von 


5. 23 iiber ein. 


Die Konstruktion I#X steht zur cobar construction von 
Adams [1] in derselben Beziehung. wie &X zur bar construc- 
tion von Eilenberg-MacLane (6. 26). 


CE 


t 
9. 22. Die natürliche Projektion p: T#X + (T#X)_,, = TX 
ist für den totalen Komplex t€#X ein Kettenmorphismus vom 
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Grade 1. Es liegt nahe zu vermuten, daB es dual zu 6. 4 einen 
Isormorphismus HTX = HT*SX gibt, so daB das Diagramm 


H,TX DX (oy 
(9. 23) IR HuTSX 


kommutativ ist. Das würde eine neue Méglichkeit zur Unter- 
suchung des Einhaéngungsmorphismus’ c bieten. Es ist uns 
jedoch nicht gelungen, den Beweis von § 6 übertragen. Mit 
anderen Methoden haben wir die Vermutung fiir Funktoren 
endlichen Grades (d.h. T,, = 0 fiir genügend groBes k) bestätigt 
Sie folgt dann auch für direkte Summen von solchen, also 
z.B. fir T= @r-.SP” (symmetrische Algebra). Da wir keine 
Anwendungen davon machen wollen, gehen wir nicht näher 
darauf ein. Fragt man nach den Folgerungen aus (9. 23), die 
den Korollaren von 6.4 entsprechen, so ist zunächst nichts 
anderes zu erwarten als eine Wiederholung der Aussagen 6. 5, 
6.6, 6.411, 6.12. Nur an die Stelle von 6. 7 tritt eine neue 
spektrale Folge. 


ANWENDUNG AUF SYMMETRISCHE PRODUKTE 
UND EILENBERG-MACLANE-KOMPLEXE 


In den folgenden Paragraphen ist A = A’ die Kategorie 
der abelschen Gruppen. Ein s.s. Objekt X über MW heiBt auch 
FD-Komplez (s. [12], 2). 

Wir betrachten Sin )-Produkte im Sinne von Beispiel 4. 10 
und sprechen dann von (n-fachen) symmetrischen Produkten 
in Zeichen SP"X. Das analog definierte symmetrische Produk 
einer s.s. Menge (eines Raumes) E wird ebenfalls mit SP” 
bezeichnet. 

Die Ergebnisse der Paragraphen 10, 11 werden ohne Benut- 
zung der Bar-Konstruktion § 6 gewonnen. 


10. — ZERLEGBARE UND PRIMITIVE ELEMENTE 
IN SYMMETRISCHEN PRODUKTEN 


10.1. Sarz. — Ist n keine Primzahlpotenz, dann sind alle 
Elemente in H(SP"X) zerlegbar (s. 5. 24), und nur das Null- 
element ist primitiv (s. 5. 24). Ist n = p/, j >0, p eine Prim- 
zahl, dann sind alle Elemente in pH(SP"X) (d.h. alle p-fachen) 
zerlegbar, und jedes primitive Element #0 hat die Ordnung 
p. Dabei ist X ein beliebiger (nicht notwendig freier) FD-Kom- 
plex. 

Derselbe Satz gilt für Homologie mit beliebigen Koeffizienten. 


10.2. Korottar. — Ist n keine Primzahlpotenz, dann ist der 
Einhängungshomomorphismus o : H,(SP"X) — H;,,(SP"SX) der 
Nullhomomorphismus. Ist n= p/, j>0, p prim, dann ist 
ps =0. Dasselbe Ergebnis gilt für Homologie mit beliebigen 
Koeffizienten. 

Das Korollar folgt unmittelbar aus 10.1, z.B. weil © alle 
zerlegbaren Elemente annulliert (s. 5. 25). 


- Beweis für 10.1. — Es sei zunächst daran erinnert, daB 
die Mischeffekte (s. 4. 18) von SP" die folgende Gestalt haben 
(s. [9], 8. 4) 


(10/3) SPX, Ÿ) = Di PIX wsPr-y, 
allgemeiner 
(10. 4) SPH Xa, ++ X,) = Dido, Bian PAX, ® --. @SP*X,. 


(N.B. @ bezeichnet das kartesische Produkt X von FD- 
Komplexen im Sinne von [12], 5. Vel. 1. 23). | 


| 
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Die Abbildungen «:SP:(X, X) > SP"X (« Kodiagonale »; ss, 
5. 23) bezw. 8: SP"X > SPUX, X) (« Diagonale »; s. 5. 23) 
zerfallen nach 10.3 in Kompononten | 


(10. 5) "2:7 SPIX @ SP SP°X 
bezw. 

(10. 6) B21: SP'X > SP'X @ SP"—'X. 

Wir betrachten @(1) X ©(n—z) als Untergruppe von S(n), 
indem wir @(i) auf den Zahlen 1, 2, ..., : und O(n — i 


auf i+ 1, 1 + 2, ..., n operieren ja Danii ist 
Sd" Xe) X O(n — it) = SP'X @ SP'—\X, | 
d.i. das Gi) X G(n — i)-Produkt von X, und es gilt : 
1 
10. 7. Hitrssatz. — Die Abbildung «, ; bezw. B;,,_« stimmt mit | 


der natürlichen Projektion 7 : @"X/@(1) x S(n—1) + @"X/S(n) | 


bezw. mit dem Transferhomomorphismus | 
r: @" X/G(n) > @" X/G(i) X S(n — i) | 
überein. 


Der Transferhomomorphismus 7 (s. [30], 11) entsteht aus 
der Abbildung 


~ (10.8) @'X—@X, a->Dya, aeQ@'X 


4 


4 
durch Übergang zu den Quotienten. Dabei ertreckt sich dié 
Summe 2y über ein (beliebiges) Repräsentantensystem {y} für 
die Rechtsrestklassen von @(i) X @(n — t) ¢ S(n). $ 

Aus der Definition 10.8 und aus 10. 7 folgt (s. [30], 14. 3). 


10. 9. Kororrar. — Die zusammengesetzte Abbildung | 
SPrX fut SPiX @ SPr-IX Se! SprX 


multipliziert jedes Element mit dem Binomialkoeffizienten (7). 

Für jedes ue H(SP"X) ist also (ru zerlegbar, und für 
jedes primitive u ist (u=0 1=1,2,.. n—4. Der Satz 
10.1 ist daher eine Folge von nie inl 


a 
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10. 10. Hirrssarz. — Der grôfte gemeinsame Teiler der 

Binomialkoeffizienten (à 1—1,2,...,n—1, ist p falls n= p’, 
1 > 0, p prim, und ist 1 sonst. 


Bewets für 10. 7. — Die direkte Summendarstellung 

(10.44). SP"(X,@ X2) = Ph oSP'X, @ SP IX: 
aus der 10.3 hervorgeht, wird folgendermaBen gewonnen 
(s. [9], 8.4). Seien jy: Xy—> (X, @ X2) bezw. py: (X, © Xz) > X, 
y=1, 2, die natürliche Injektion bezw. Projektion. Dann 
-entsteht die zu 10. 11 gehôrige Injektion 

uni OP'X, © SP*—*X, —> SPX, @ XQ) 

aus der Abbildung 


- i; n—i; 
Q'X, © px, SPS" Bix, o X,)@@ “(Ko X) 
Lx. = &"(Xi © X2) 
durch Ubergang zu den Quotienten. 
Ist X, = X, = X und a’: X@X—X die Addition, dann 


ist aj, = «(= Identität), also wird die Zusammensetzung 
SP*X @ SPr-iX =. Spr(X @ X) El Sprx 

durch die identische Abbildung von @"X induziert; diese 

Zusammensetzung ist aber gerade «, ,_;. 

Nun zu 8@;,,-- Ist y,®--- @y, € "@(Xi ® Xz) Ud 4/1 Ys, 435 Ya 
sein Bild in SP"(X,@X,), dann erhält man die zu 10. 14 
gehorige Projektion 

Pin-t: SPX, ® Xe) > SP'X3 ® SP" 'X, 
indem man, auf alle méglichen Weisen, auf : Komponenten y, 
- von y die Abbildung p,, auf die anderen pz anwendet und 
* summiert (s. [9], 8), d.h. p;,-; ist die Zusammensetzung 


(10. 12) SP{X:e X;) > SPi(X, ® X,) ® SP"—'(X; © X2) 
PT PP RE Mpix, 
- wobei + der oben erklärte Tranfer ist. Die Abbildung 8; ,-; 


| erhält man also, indem man vor 10. 12 (mit X, = a (2k) 
. noch die Abbildung 


> Spr(p'): SP"*X > SP'(X@X) (B:X->X6E X die Diagonale) 
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schaltet. Betrachten wir nun das Diagramm | 


SP"(X@X) + SP{XEX) ® SP" (XEX) °° SPr ESP 7, 
{spre {SP'p’@SPr—'6" SPIX @ SP"-!'X 
SP"X—>.,,, SPX @SPX""'X 


Das linke Quadrat ist kommutativ wegen der Natürlichkeits 
von 7, das rechte Dreieck wegen p,$’ = 1, also 


By ad = (SP! py @ SP*=!p,)07 o SPB’ =, qed. 
Bewets für 10.10. — Sei p eine Primzahl und p’ die hüchste! 
Potenz von p, diein n aufgeht, also n = p'm, m==0 mod P. 


Wir haben zu zeigen: Ist m > 1, dann y(n) )=£0 mod p; ist" 
m= 1, dann y(n)=0 mod p, y(n)=—0 mod p?, bah 


10) = 8er (7 jim 4, à cn Soe 


Dazu betrachten wir das Polynom (x + y)" in Ubbésiivamtaa 
x, y. Ist m > 1, dann gilt modulo p 


Sr _ ( 222% = (t+y) = (ær° + y?)™ 
= 2" + may + + y= a" + y", 
also y(n) =£0. 


Ist m = 1, dann rechnen wir modulo p? und erhalten 


Wn 


to 4 jew Satya (ety P= ty +pRy | 


= (à 4 yo") a x" + par y os oe A “4 y"=E 2" + ye 
wie behauptet. 


aay ing a a 


11. — ZERLEGBARE UND PRIMITIVE ELEMENTE 
IN EILENBERG-MACLANE-KOMPLEXEN 


Es sei K ein FD-Komplex mit Ergänzung n : K > Q und 
Grundpunkt €: Q — K. Dabei ist Q der FD-Komplex eines 
Punktes (d. h. Q;=2Z für alle 7, Q, = 1für alle monotonen Abbil- 
dungen a), n und € sind FD-Abbildungen und ne — 1. Es folgt 


(tial) wok = 0e mit K° = Kern (n). 


Das Tensorprodukt zweier FD-Komplexe (s. 1. 23) mit 
Ergänzung und Grundpunkt besitzt eine natürliche Ergänzung 
und einen Grundpunkt, nämlich 


KeKk'-2" Q@0=Q 
und 
Q=QeQ 2% KeK!. 
Eine Multiplikation in K ist eine FD-Abbildung 
(11. 2) u:K@K—K, 


die mit Ergänzung und Grundpunkt verträglich ist. Die Zahl 
4=1,4Z= Q, ist dann Einselement für 4,: K, ® K, > K,, 
und 7 ist eine multiplikative Abbildung. à induziert eine 
(gewohnliche) FD-Abbildung p°: K°@ K°— K° und ist umge- 
_kehrt durch pu? vollständig bestimmt. 

. Die Bildelemente beim induzierten Homomorphismus der 


Homologie, 
H(u°) : H(K° @ K°) > H(K°) € H(K), 
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allgemeiner 
rie”; G}: H(K° @ K°; G) > H(K°; G)c H(K; G), 


heiBen zerlegbar (bezüglich x) (*). CR 
Eine Komultiplikation (auch « Diagonale ») in K ist eine 
FD-Abbildung 


(11. 3) v: K>K@K, 


7 


die mit Ergänzung und Grundpunkt verträglich ist. v indu-, 
ziert eine FD-Abbildung v°: K®°-—> K° @ K® und ist umge- 
kehrt durch v° vollstandig bestimmt. Die Elemente im Kern des 
induzierten Homomorphismus 


H(v°; G): H(K®; G) > H(K® @ K®; G) 
heiBen primitie (beziiglich v) (15). 


Assoziativität und Kommutatisität der Abbildung p bezw. 
y sind wie üblich definiert. 


11. 4. Beispiele. — (i) Sei X ein beliebiger FD-Komplex und 
(11.5) SA(X) = Q @ SPX @ SP?X @ ... = PLSP'X 


seine symmetrische Algebra (s. [9], 10). Projektion auf den 
Summanden Q bezw. Injektion von Q in SA(X) definieren 
Ergänzung und Grundpunkt in SA(X). Wendet man auf die 


Abbildung «’: X@X — X bezw. 8’: X > X@X den Funk- — 


tor SA an und beachtet, daB SA(X @ X) = SA(X) @SA(X) 
ist (s. [9], 10. 9), dann erhält man eine (kommutative und asso- 


ziative) Multiplikation und Komultiplikation in SA. Die zer- » 


legbaren bezw. primitiven Elemente bezüglich SA(a’) bezw. 
SA(8’) stimmen offenbar gerade mit den früher definierten 
(s. 5. 24) zerlegbaren bezw. primitiven Elementen des Funk- 
tors SA(X)° überein (wobei derIndex © wie oben den Kern 
der Ergänzung bezeichnet). Da SA(X) direkte Summe der 
SP'X ist, gilt dasselbe für die zerlegbaren bezw. primitiven 
Elemente. Wir kénnen also 10. 1 anwenden und erhalten 


(5) Diese Definition ist etwas allgemeiner als die übliche, in welcher nur die 
Bilder bei der zusammengesetzten Abbildung 
H(K°) @ H(K°) —> H(K° @ K°) —> H(K°) 


zerlegbar heiBen. Eine ähnliche Bemerkung gilt für primitive Elemente. 


ne 
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11.6. Sarz. — Die Elemente der Gruppe 
H,(SA(X); G)/[H,(SP1X; G) + zerlegbare Elemente], 1>0 
bezw. 
[primitive Elemente von H,(SA(X); G)]/H,(SP!X;G), i1>0 


haben endliche quadratfreie Ordnung, m.a.W. diese Gruppen sind 
_ direkte Summen von zyklischen Gruppen von Primzahlordnung. 

(11) Sei M eine s.s. Menge mit Grundpunkt by e My. Dann ist 
der FD-Komplex ZM von M ein FD-Komplex mit Ergänzung, 
Grundpunkt (induziert durch M — b bezw. b> M, wo b;= si(bo)) 
und Komultiplikation (induziert durch die geometrische Diago- 
nale MM x M, «—(c, c)). Ist M aufBerdem mit einer 
Multiplikation M X MM versehen, bezüglich der die b; 
Eihselemente sind, dann spricht man von einem (evtl. nicht- 
assoziativen) s.s. Monoid. Auf ZM wird dann eine Multipli- 
kation induziert. Via ZM kénnen wir dann von zerlegbaren 
oder primitiven Elementen in H(M) sprechen. 


41.7. Satz. — Es sei M ein zusammenhängendes (d.h. 
%o(M) = 0) kommutatives assoziatives s.s. Monoid. 


®,: 7,(M) > H,(M) 


bezeichne den Hurewiczhomomorphismus und D(H,(M)) bez». 
P(H,(M)) die zerlegbaren bezw. primitiven Elemente. Dann ist 


H,(M)/[D(H,(M) + Bild (@))], i> 0 


eine direkte Summe von zyklischen Gruppen von Primzahlord- 
nung. 
Ist r(M) =0, dann gilt dasselbe für die Gruppe 


P(H,(M))/Bild (D), > 0. 


_ Bewers. — Ist E eine (zusammenhangende) s.s. Menge, mit 
Grundpunkt, dann ist das unendliche symmetrische Produkt 
SPE ein zusammenhängendes kommutatives, assoziatives 
s.s. Monoid (s. [24], 2. 10). Nach [32], Beweis zu 7. 4, gibt es 
zu jedem M ein E und einen Homomorphismus SPE — M, 
der Isomorphismen aller Homotopiegruppen und Homologie- 

uppen induziert; auBerdem kann man annehmen, dai 


®, : m(E) > H,(E) epimorph ist (E kann als « wedge » von 
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« Moore-Komplexen » gewählt werden). Wir brauchen die 
Behauptung also nur für solche Monoide SPE zu beweisen. 

Nun gibt es einen natiirlichen multiplikativen Isomorphis- 
mus 


(11. 8) 2SPE = SA(ZE®) (s. [9], 10. 10), 


| 


wobei ZE wie oben den FD-Komplex von E und ZE° den. 


Kern der Ergänzung bezeichnet. Dabei wird ZE — ZSPIE 
isomorph auf Q@SP(ZE°) abgebildet. Daher folgt die erste 
Behauptung von 11.7 aus der ersten Behauptung von 11. 6. 

Die zweite Behauptung kénnen wir zunächst nicht genau so 
beweisen, weil der Isomorphismus 11. 8 nicht mit der Komul- 
tiplikation verträglich ist. Wenn aber 7,(M) = 0 ist, dann 
kénnen wir annehmen, daB E Einhängung einer anderen 
s.s. Menge ist (nach Konstruktion in [32], 7). Dann folgt die 2. 
Behauptung analog zur ersten aus 11. 6 und dem 


11.9. Hitrssatz. — Ist E eine Einhängung, E = SE’, dann 
ist der Isomorphismus 11.8 bis auf Homotopie mit der Komul- 
tiplikation verträglich. 


Beweis. — Wir identifizieren die beiden Seiten von 11. 8 und 
haben dann zwei Komultiplikationen v', v? in X = SA(ZE”), 
von denen wir zeigen wollen, daB sie homotop sind. Dazu 
betrachten wir die Alexander-Whitney Abbildung 


f:XSX —>kX @ kX (s. [13], 2. 9) 


und zeigen, daB fv' = fv’ ist; daraus folgt die Behauptung, weil 
f eine Homotopieäquivalenz ist. 

Beide Komultiplikationen sind multiplikativ, wenn wir in 
X®X die Multiplikation des Tensorproduktes benutzen 
((a, @ 2)(y, © yx) = yxy, ® mx). Auch f ist multiplikativ für 
eine geeignete multiplikative Struktur in kX @kX:f bildet 
X,®@X, in Gi-.X;® X,_; ab, und die Komponente f,,_;: 


—— 


X,®@ X,—> X; ® X,_; ist gegeben durch f, ,_;(x ® y) = x @ diy, « 


wobei à jeweils den letzten Seitenoperator bezeichnet. Multi- 
pliziert man in X,;®X,_,; nun nach der Regel 


(2, @ a2)(y, ® ys) = LY, @ XYo, 


dann ist fi,r—: offenbar multiplikativ. 
Weil SA(ZE*) multiplikativ von ZE’=SP‘(ZE’) erzeugt 
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wird, brauchen wir die zu beweisende Gleichung f;,_iv = f;,r_iv 
also nur fiir die Elemente von ZE° bezw. eine Basis von ZE” 
zu zeigen. Die Gruppe (ZE’), besitzt als Basis die Elemente 
x = 5 — b, wobei b = b,eE, den Grundpunkt bezeichnet und 
c alle anderen r-Simplexe von E durchlauft. Ist v’ etwa die 
« geometrische » und v' die « algebraische » Komultiplikation, 
dann ist 


V(x) = (so — b) =c®a—bOb= (x + b) (a+ b)— bob 
= x@b+bOx+x@x—= v(x) + 27982. 


Zu zeigen ist also 
fee = r Chala: = 0: 


Dies ist eine Gleichung, die man leicht in jeder Einhängung 
 verifiziert (s. [21], 2). In anderen Worten besagt sie: Ist o 
ein r-Simplex und 3'~'c # b, dann ist do = b. 

Die wichtigsten Beispiele von kommutativen, assoziativens.s. 
Monoiden sind die Eilenberg-MacLane-Komplexe M — K(A, n). 
Für diesen Fall geben wir 11. 7 noch eine etwas andere und 

allgemeinere Formulierung, namlich 


41.10. Sarz (vgl. [5], Exp. 11, Thm. 2). — Die Gruppen 
H,(A, n; G)/D(H,(A, n; G)), n>0, i>n+1 


und 

P(H,(A, n; G)), n>1, i>n+1 
sind direkte Summen von zyklischen Gruppen von Primzahlord- 
nung. Dabei bezeichnet D wie in 11.7 die zerlegbaren und P 


- die primitiven Elemente. G ist eine beliebige Koeffizientengruppe. 
Insbesondere hat das Bild beim Einhängungshomomorphismus 


o: H,_,(A, n —1; G) > H(A, n; Gen RME 4, 
als Untergruppe von P(H,(A, n; G)) diese Eigenschaft. 


D Brewers. — Für G =Z ist 11. 10 eine Folge von 11. 7, weil 
 «,K(A, n) = 0 ist fir 1 > + 4 (ferner ist H,,,(A, n; 2) =9, 
> H,(À, n; Z) = =, K(A, n)). 

Fiir den allgemeinen Fall benutzen wir den Satz (s. [25], 
3.7), daB man K(A, n) als unendliches symmetrisches Pro- 
— dukt SPE schreiben kann (bis auf Homotopieäquivalenz), 
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wobei E ein Moore-Komplex mit HE) — 0 für 1-0, n, 


LL. 


H,(E) =A ist. Wegen 11.8 folgt die Behauptung über : 


H,A, n; G)/D(H,(A, n; G)) dann aus der ersten Behauptung 


N 


von 11. 6, und die Aussage über P(H,(A, n; G)) wegen 11.9 © 


aus der zweiten Behauptung -von 11. 6. Man hat nur zu 
beachten, daB H,(SP1(ZE°); G) = 0 ist fir i An, n+ 1. 


11. 11. BERMERKUNG. — Entsprechende Sätze wie wir sie 
in §§ 10-12 für Homologiegruppen ableiten, gelten natiirlich 
auch fiir die Kohomologie. Wir beschranken uns darauf, das 
Gegenstück zur ersten Behauptung von 11. 10 zu formulieren, 
nämlich 


11.12. Sarz. — Die Gruppe 
A(A, n; G, g) ¢ H(A, n; G) 


der additiven Kohomologieoperationen mit n>0, g>n+1 
(beliebige Keoffizienten) ist eine direkte Summe von zyklischen 
Gruppen von Primzahlordnung. 

Mit anderen Worten: Aufer evtl. den Koeffizientenhomo- 
morphismen (d.h. g =n) und den Bocksteinoperatoren (d.h. 
q=n-+ 1) gibt es keine additive Kohomologieoperation der 
Ordnung p*, p prim. 


fies < - 


12. — HOMOLOGIE 
UND HOMOTOPIE SYMMETRISCHER PRODUKTE 


Unter Benutzung des Bar-Konstruktion Gf" beweisen wir 
die folgenden Sätze (**). 


12. 1. Satz. — Es sei X ein freier FD-Komplex und H,(X) =0 
für j<k, k >0. Dann ist 


(12. 2) H,(SP*X) = 0 fiir In. 
Istk > 1, dann gilt allgemeiner 
(1219) “HISP'X)= 0 für t<k+ 2n—2. 


Fiir symmetrische Produkte besteht die exakte Folge 6. 11 
in einem gréBeren Dimensionsbereich : 


12. 4. Satz. — Es sei X ein freier FD-Komplex und H{X) = 0 
für j<k, k> 1. Dann existiert eine exakte Folge 
(12.5) H,(SP3(X, X)) # H(SP'X) + H,+,(SP"SX) 
£ H,_,(SP3(X, X)) “+ H,_,(SP*X) 
für i< 3k + 2n —5. Der Homomorphismus B stimmt wie in 
7. 14 bis auf einen Isomorphismus 
IH,_,(SP3(X, X)) = Hi+.(SP3(SX, SX)) 
mit 8,: H,4,(SP"SX) > H,+,(SPx(SX, SX)) überein. 


(6) Diese Sätze folgen zum Teil auch aus den Ergebnissen von J. C. Moore über 
die Gruppen H(SP"X) (unveréffentlicht). Ein Spezialfall von 12.1 findet sich in 
[23], App. i | 

Zusatz bei der Korrektur : Die wichtigsten Resultate dieses Paragraphen wurden 
_ auf einem anderen Wege auch von Clare Friedmann gefunden. 
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Für n = 2 besteht die Folge 12. 5 natürlich für alle 1, weils 
SP? ein quadratischer Funktor ist (s. 6. 6). Für n = 3 stimmt 
die Schranke 3k + 2n —5 mit 3k + 1 (vgl. 6. 11) überein, | 
für n > 3 liegt sie héher. 

Einsetzen von 12.4 in die in 12.5 auftretenden Misch-— 


effekte SP? (vgl. 10. 3) gibt | 
12.6. Korottar. — Sind X, k wie in 12. 4, dann ist der 
Einhängungshomomorphismus | 
o: H,(SP"X) > H,4,(SP"SX) 
ein Isomorphismus für i << 2k + 2n — 4 und ein Epimorphis- 


mus für i = 2k + 2n — 4. 
Wegen 10. 1 folgt hieraus 


12. 7. Korottar. — Seien X, k wie in 12.4 aber k > 2. 
Ist n keine Primzahlpotenz, dann ist 
(12. 8) 
H(SP*X)=0 für i<2k+2n—4=(k+ 2n—2) + (k—2). 
Ist n = p’, r>0, p prim, dann ist 
(12. 9) pH,(SP"X) = 0 fiir t< 2k + 2n — 4. 
SchlieBlich beweisen wir noch 


12.10. Sarz. — Sind X, k wie in 12.7 und ist n= p’, 
r > 0, p prim, dann gilt 


Hy+2.-2(SP"X)  H,(X) @Z 


Man kann zeigen, daB dieser Isomorphismus im wesentlichen — 


durch das Wort o*~*y;o° im Sinne von [5], Exp. 9 gegeben ist; 
wir gehen hierauf jedoch nicht näher ein. 

Unter Benutzung der Ergebnisse von [32] erhalten wir aus 
12.3 und 12.10 durch « geometrische Realisierung » 


12. 11. Sarz. — Es sei E ein zusammenhängender CW-Kom- 
plex und HE) = 0 für 0<i<k, k> 1. Dann gilt 


(12.12) (SP"E) HE) für i<k+2n—1, n>1. 


entame 


Ist k> 2 und n +1 keine Primzahlpotenz, dann gilt auch | 


noch 


(12. 43) aan 1(SP'E) & Hi i(E). 


bars 2 5 = 
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Ist dagegen n + 1 = p', r > 0, p prim (und k > 2), dann gibt 
-es eine exakte Folge 


- (12. 14). Hysan(E) > H,(E) @ Z, 
—> Trtan—a(SP"E) > H,,25_1(E) > 0. 


Im Falle H,(E) $ 0 ist es uns nicht gelungen, einen entspre- 
chenden Satz zu beweisen. Die Schwierigkeit tritt beim (rela- 
tiven) Satz von Hurewicz auf, weil nun SP'E, n > 1, nicht 
mehr einfach zusammenhängend ist. Modulo dieser Liicke 
wiirde sich ergeben 7,(SP"E) H,(E), i<cn, E — zusammen- 
hangender CW-Komplex. Für i = 1. ist dies der Inahlt von 


12. 15. Sarz (P. A. Smith [27]). — Sei E ein zusammenhän- 
gender CW-Komplex. Dann ist der durch die Inklusion 
1: E—SP'E induzierte Homomorphismus i, : m(E) m(SP'E), 
n> 1, epimorph und besitzt als Kern die Kommutatorgruppe 
von T(E), also 


m(SP'E)Z H,(E) für n>1 


” Allgemeiner gilt dieselbe Beziehung für das p-Produkt x"E/o 
von E (s. [9], 6. 2) wenn p eine beliebige transitive Untergruppe 
von O(n), n > 1, ist. 

Da Smith nur den Fall p = ©(2) formuliert, geben wir einen 
Beweis von 12. 15 am Ende dieses Paragraphen. 


Beweis für 12.1. — Wir zeigen zunächst, daB dieser Satz 
richtig ist für eine direkte Summe 
:..(12.46) : Kenny My 
falls er für jeden Summanden gilt. Nach [9], 8. 4 ist 
» (42. 47) SP*X = En. @SPrX". | 


Die Homologie von SP*X” (i, > 0) ist null unterhalb der 
Dimension i, (im Falle k = 1) bezw. k + 21, —2 (im Fall 
k> 1). Auf Grund der Künnethformeln liefert der Summand 
@,SP#X von SP'X also nur dann einen Beitrag zur 1-ten 
Homologiegruppe, wenn i> Xi, =n ist (im Falle k= 1) 
bezw. (im Falle k > 1) für | 
(12.48) t>(k + 2ù — 2) + --- + (k + 21, — 2) 

= rk + Wn'—2r = k++ 2n— 2+ (r—1)(k—2) > k + 2n —2, 

20 


306 ... ALBRECHT DOLD ET DIETER PUPPE . 


wenn wir etwa annehmen, daB gerade die ersten r.Exponen:, 
ten ly grüber als null sind. 
Damit ist 12. 1 für X nachgewiesen. Für k > 2 kann shall 


gens in 12.18 nur dann das Gleichheitszeichen stehen, wenn — 


r = 1 ist, also 
(12:19) °° Heys onua(SP*X) = Qy Hey sn—2(SP"X’). 


Für spätere Zwecke notieren wir das Ergebnis der Rechnung 


42. 48 noch in 


42.20. Hitrssatz. — Es seien X” freie FD-Kompleze, à, > 0 | 
ganze Zahlen, vy = 1, 2,..., r, n= Xi, und es gelte | 


H,(SP*X’) = 0 für j<k +2, — 2. 
Dann ist 


H{(SP4X2 @ . © SPrX") =O für je r(k—2) + In | 


~ Zum Beweis von 12.1 kénnen wir X als endlich erzeugt — 


voraussetzen (d.h. X; endlich erzeugt für alle i), weil sowohl 
die Bildung symnietrischer Produkte als auch die von Homolo- 
giegruppen mit dem direkten Limes vertauschbar sind. Ist X; 
endlich erzeugt, dann auch (SP*X); und H,(SP"X). Wegen der 
universellen Koeffizientenformel geniigt es dann zum Beweis 
von 12.1 zu zeigen, daB in den betrachteten Dimensionen 1 
die Homologiegruppen von SP"X mit Koeffizienten in jedem 
Primkérper x null sind. Diese Gruppen 


H,(SP"X @ x) = H,(SP"(X ® x)), 
hängen aber nur von den Gruppen HX @ x) ab (s. [9], 


5.11). Ist nun Q der FD-Komplex eines Punktes, S”"Q seine 
m-fache Einhängung, dann kénnen wir offenbar eine direkte 


Summe von Komplexen 5"Q bilden, die dieselbe Homologie 


mit Koeffizienten in x hat wie X. Wie oben bemerkt, brauchen 
wir dann die Behauptung nur fiir die Komplexe S'Q zu bewei-' 
sen, Dies geschieht durch Induktion nach k. 

Unter Benutzung der geometrischen Deutung von SP” (vgl. 


Beweis zu 12. 11) ergibt ai sich [32], 6.4.6 und 3. 2 
(12.21)  H,(SP"SQ) = fir 1>0 und n>1. 


(12. 22) cp pu a 


Ein von [32] unabhängiger Beweis folgt weiter unten. 
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Nun der Schritt von k nach k+-1 (k>>2) : In der Bar-Konstruk- 
_ tion SP'S"Q (6. 3) treten die Mischeffekte SP#S'Q @ »-- @SP*S*Q 
auf, deren Homologie nach 12.20 null ist unterhalb der 
Dimension r(k —2) + 2n>k+ 2n—2; für den Total- 
grad ist noch r > 1 hinzuzufügen. Also ist die i-te Homolo- 
giegruppe von @P"S*Q bezüglich des zweiten Randoperators 
null unterhalb der Dimension k+1+2n—2, also auch 
0 = H{SP"S"Q) = H,(SP*S*+Q) (6. 4) firi<k+4+4 2n—2, 
wie behauptet. 


12.23. Bewers für 12. 21. — Man sieht sofort, daB alle 
t-Produkte (s. 4. 10) von Q mit Q übereinstimmen; insbeson- 
dere ist, OP'O. = 0. und, SPO'@SR'Q — SPIHQ —:Q, 

Wir zeigen nun, daB die Bar-Konstruktion S#$"Q azyklisch 


ist ‘fiir n > 1. Dazu konstruieren wir eine Nullhomotopie 
SNE (Os 0) arent ssh 0e be tm 


- bezüglich des ersten Randoperators d von ©@8"Q wie folgt : 
s bildet den Summanden SPQ @...@ SP#Q von SP2(Q, ..., Q) 
identisch auf den Summanden SP'Q@SP#-'Q@---@SP*Q 
- von SP2,,(Q, ..., Q) ab, falls à > 1 ist, und s ist null auf 
den Summanden mit  — 1. Wir übergehen den leichten 
- Nachweis, daB d's + sd’ —1 ist. Die Homologie von GQ 
 bezüglich d’ ist also null, also auch H(SP"SQ) = H(O¥"Q) = 0, 
wie behauptet. 


12.24 Bewers für 12.22. — In der Bar-Konstruktion 
GP"SQ haben nach 12. 21 alle Terme SP"SQ @---@ SPSQ 
verschwindende Homologie, es sei denn 1, = 1, =---=1,= 1, 


also r= n. In diesem Falle ist die n-te Gruppe (Totalgrad = 2n) 
- frei zyklisch, alle anderen sind null (Künneth-Formel). Die 
erste Spektralfolge von @P"SQ (vgl. 6. 7) entartet also und 
liefert die Gleichung 12. 22. 


Bewets für 12. 4. — In der Bar-Konstruktion S$"X haben 

nach 12. 20 alle Terme SP*X®---@SP*X mit r>3 ver- 
_ schwindende Homologie unterhalb der Dimension 3k + 2n —6, 
 d.h. unterhalb des Totalgrades 3k + 2n —3. Der Unter- 
Doppelkomplex (vgl. 6. 3) 


(12. 25) U =}Sp*X =—* SP1(X, X){ 
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von @¥"X hat also bis zum Totalgrad 3k + 2n —5 einschlieB- | 


lich dieselbe Homologie wie ©S$'X (der Quotient nach U hat 
verschwindende Homologie beziiglich des 2. Randoperators, 
also auch bezüglich des totalen), d.h. 


H,(U) & H,(GB"X) = H(SP"SX), i<3k + 2n —5. 


re 


Die gesuchte Folge 12. 5 ist nun einfach ein Teil der exakten» 


Homologiefolge von 
0 > SP*X — U — SP3i(X, X) > 0 (s. 12. 25) 
Die zusätzliche Aussage über B beweist man wie 7. 14. 
Beweis fiir 12.6 und 12.7. — Die Homologie von 
SP:(X, X) = HiziSP'X @ SPX (10. 3) 


ist nach 12. 20 null unterhalb der Dimension 2k + 2n — 4. Die. 


Behauptung 12. 6 folgt daher aus der Exaktheit von 12. 5, 

Für 12. 7 kénnen wir X als Einhängung annehmen, X = SX’. 
In den angegebenen Dimensionen isto : H;_,(SP"X’) +> H,(SP”X) 
epimorph nach 12.6. Daraus folgt die Behauptung wegen 
10. 2. 


Beweis fiir 12. 10. — Wir wissen bereits (s. 12. 3 und 12. 9), 
daB Hy, on—s(SP"X) = 0, pHy...2(SP"X) = 0 ist. Nach der 


universellen Koeffizientenformel folgt 
His, :(SP°X@2,) = Hy, 2, (SP"X) @ Z, = Hy.,:,,(SP"X). 


Die linke Seite hängt nur von H(X®Z,) ab; wir kénnen 

also (wie beim Beweis zu 12.1) den Komplex X durch eine 

direkte Summe von Komplexen S"Q ersetzen. Wegen 12. 19 

kôünnen wir uns dann auf den Fall X = S“Q beschränken. 
Nach 12. 6 ist 


gi Ayyen—2(SP"S‘Q) = Ag+ 1+2n—2(SP"S**'Q), k>3; 


wir brauchen also nur den Fall k = 3 zu betrachten. Hier 


haben wir eine exakte Folge (s. 12. 5) 
(12. 26) 
H,(SP3(S*Q, S*Q)) + Han(SP"S?Q) + H,,4,(SP'SQ) > 0. 


aS 
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“Nach 12. 22 ist H,(SP'SQ) = Z, ebenso 
H,,(SP'S?Q @ SP*-'S2Q) = Z, 
und die Abbildung 
a,: H,,(SP'S?Q ® SP"-'S2Q) —> H,,(SP"S2Q) 


ist die Multiplikation mit dem Binomialkoeffizienten (7): 


letzteres sieht man am besten aus der geometrischen Inter- 
pretation von SP” (die Abbildung SP'S? x SP"-'S2 — SP82, 
5? = 2-Sphäre, hat den Abbildungsgrad (")); man kann aber 


auch rein algebraisch beweisen, daB der Transfer H,,(t) aus 
10. 7 hier ein Isomorphismus ist. Die Behauptung 


A, 44(SP"5*Q) == Zp 
folgt daher aus 10.10. 


Brewers für 12. 11. — Es genügt den Satz fiir s.s. Mengen 
(= c.s.s. Komplexe) zu beweisen, weil jeder CW-Komplex vom 
gleichen Homotopietyp wie die geometrische Relasierung einer 
s.s. Menge ist (vgl. [9], 7 fiir diese Argumentation). 
- Wir wählen einen Grundpunkt be EK). X =(ZE) sei der 
FD-Komplex mit Ergänzung null von E (s, 11. 4 (ii)). Dann ist 
~SP"+'X der FD-Komplex von SP"t'E modulo SP'E (s. [9], 9), 
also 
(12. 27) H(SPAtiX) ae (SP ES SRK). 


Wegen H,(E) =0 ist SP'E, n> 41, einfach zusammen- 

-hängend (s. 12. 15). Wir kénnen also den Satz von Hurewicz 

auf das Paar (SP"*+'E, SP'E), n > 1, anwenden und erhalten 
wegen 12. 3 


(42.28) 7(SP*+*E, SP'E)=0 für b= eat, > ky 
und für k > 2 
(12. 29) 


Pasrsppepeye (nez, fals-n+f=p p pr 


7 (0 sonst. 
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Setzen wir diese Werte in die exakte Homotopiefolge 
—> 7, ,,(SP"*'E, SP"E) > 7,(SP"E) > 7,(SP"**E) 
—>7,(SP"*'E, SP'E) >) 
von (SP"*'E, SP*E) ein, so erhalten wir (induktiv) 
(42. 30) 2,(SP"E) =7,(SP"**E) = 7,(SP***E) = - -- x(SP°E) 
i<k+ 2n —1, n > 1, 
und falls n + 1 keine Primzahlpotenz ist, auch noch 
(12. 31) Min (OPE) Sty ai 1(SP°ER 
Im Falle n + 1 = p', p prim, ergibt sich eine exakte Folge 
(12. 32) my, 2(SP°E) — H,(E) ®Z, — ty}, 2n_1(SP"E) | 
—> Th. on—s(9P”E) > 0, 
Wegen r{(SP*E) = H,(E) (s. [32], 6. 10) ist damit der Satz _ 


bewiesen. 


L 
; 


7 


Bewets für 12.15. — Wie beim Beweis zu 12. 11 kénnen 
wir E als s.s. Menge voraussetzen. 

Wir betrachten zunächst die Projektion p: X"E— X”E/p. 
Wie man leicht sieht, besitzt jeder Kantenweg w in X"E/o 
ein Urbild # bezüglich p. Ist w ein geschlossener Kantenweg 
in X"E/o mit dem Anfangspunkt in der Diagonale A von 
x"E/p (= p-Bild der Diagonale von X'E), dann ist jedes. 
Urbild # von w ebenfalls geschlossen, denn über A ist p 
umkehrbar eindeutig. Da man sich bei der Bildung von 7, 
auf Kantenwege beschränken kann, ist demnach 


P,: ™ (XE) > r:(X"E/p) 
ein Epimorphismus. 

Die n natürlichen Injektionen i”: E— X"E (nach Auswahl. 
eine Grundpunktes in E) induzieren einen Isomorphismus | 
™("E) = m(E) 6m (E)@ --: (s. [29], 17. 8), und 9 permu- 
tiert diese Summanden transitiv. Daher ist schon i, = pi} :. 
M(E) — m(X'"E/p) ein Epimorphismus. 

Seien nun %, 2, ¢%,(X"E/o) und etwa 


x = (y) = p,(i(y)), v= 1, 2. 


Dann ist 13(y;) (2) = 1}(ÿ2).14(71), also nach Anwenden von p, 
T2 = L_.%,. Also ist r,(X'"E/p) eine abelsche Gruppe. 


— 
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Betrachten wir nun das kommutative Diagramm 
ME) +1, X*E/p) 
(12. 33) | |e 
H, (EB) gr H(C'E/e) 


(® der Hurewiczhomomorphismus). H,(z) ist monomorph 


(s. [9], 9), also ist der Kern von H,(i) °® die Kommutator- 


_ gruppe von 7,(E). Der Kern von i, kann also nicht gréBer sein, 


i Me 


aber auch nicht kleiner, weil ,("”E/o) abelsch ist, qed. 
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ANNEAU DES ENDOMORPHISMES D'UN MODULE 
DE TYPE FINI SUR UN ANNEAU LOCAL 


par Jean-Pierre LAFON (Clermont-Ferrand). 


INTRODUCTION 


Ce travail est consacré à l’étude de l’anneau %(E) des A-endo- 
morphismes d’un module de type fini E sur un anneau local A 
d’idéal maximal m et de corps des restes k. Toutefois, certains 

- des résultats obtenus sont valables dans le cas plus général où 
A est un anneau commutatif à élément unité et, d’autre part, 
quand seule intervient la structure de A-module de Q(E), il 
n’est souvent pas plus difficile d’étudier le A-module Hom, (E,F) 
où E et F sont deux A-modules de type fini. 

Nous rappelons dans un chapitre préliminaire quelques 
définitions et résultats classiques. 

Le chapitre 1 traite de propriétés générales de l’anneau 
Q(E): représentation matricielle, comparaison de topologies 
naturelles: Nous montrons, que le radical de Jacobson r de 

* l’ânneau. Q(E) contient l'idéal bilatére Hom, (E, mE). Enfin, 

l'utilisation d’un théorème d’Azumaya nous donne une condi- 
tion nécessaire pour que.r soit égal à mÊ(E) dans le cas où 

- A est hensélien. 

.; Nous exposons dans le chapitre 2 une technique utilisée 

très souvent dans tout ce travail. A tout, sous-module carac- 
 téristique Cest. associée une suite exacte : 


‘OS Hom\ (E, C) + Q(E) ++ Q(EJC) 


; rater de QE) dans QE/C), c’est-à-dire L(E)/Hom (E, C), 
est une approximation de Ÿ(E) par un sous-anneau de Q(E/C). 


11Le cas où C = mE est intéressant par sa simplicité et conduit 
déjà à (des résultats; l'anneau Q(E)/Homa (E, mE) est. alors 
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une sous-algébre de l’algèbre {(E/mE) sur k et nous obtenonss 


même ainsi une représentation fidèle de cette algèbre. Las 


réciproque est, évidemment, intéressante pour la construction 
d'exemples et de contre-exemples : toute représentation fidèle 


d’une algèbre à élément unité de dimension finie sur un corps. 


k peut être obtenue par le procédé ci-dessus à partir d’un 


anneau local A de corps des restes k et d’un A-module de type: 


fini E convenablement choisis. La technique utilisée conduit 
naturellement à la conjecture suivante : tout anneau qui est un 
module de type fini sur son centre est le quotient d’un anneau 
Q(E) où E est un module de type fini sur un anneau convenable. 
Nous vérifions la validité de cette conjecture dans quelques cas 
particuliers. 

Si E et F sont deux A-modules de type fini, l’étude de la 
surjectivité de l’application naturelle de Hom, (E, F) dans 
Hom, (E/mE, F/mF) conduit à des critères simples de liberté 
pour E. 

Nous caractérisons les algébres 4 élément unité de dimension 
finie sur un corps k qui peuvent étre obtenues par le procédé 
précédent 4 partir d’un module somme directe de modules 
monogènes. 

Nous montrons, enfin, que l’homomorphisme naturel de 
Q(E) dans Q(E/m'E) n’est pas en général surjectif pour i 
grand mais qu’il en est ainsi si À est un anneau de valuation 
discrète. 

Le chapitre 3 contient une ébauche de théorie des idéaux 
de l’anneau {(E). En fait, notre étude se limite à l’étude des 
idéaux maximaux bilatères, à droite et à gauche. Par exemple, 
les idéaux bilatères maximaux sont de deux types: si I est un 
tel idéal, il peut effectivement se produire que Dueru(E) soit 
E tout entier. S’il n’en est pas ainsi, I est de la forme Hom (E, C) 
où C est un sous module caractéristique qui peut être choisi 
maximal. Réciproquement, si C est un sous-module caracté- 
ristique maximal, l’idéal Hom, (E, C) est bilatére maximal. 
Pour un idéal 4 droite maximal, on a une situation analogue: 
il suffit de remplacer sous module caractéristique par sous- 
module. Il n’est pas vrai, toutefois, que si R est un sous module 
maximal, Hom, (E, R) est un idéal à droite maximal. 

Le chapitre 4 contient une étude du dual E* = Hom, (E, A) 
du A-module E. Une partie est destinée à expliciter des lemmes 


— 
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utiles pour le chapitre suivant. Nous cherchons ensuite des 

conditions pour que l’anneau @(E*) soit anti-isomorphe à 

l’anneau L(E). Nous étudions enfin la forme bilinéaire induite 

sur (E*/mE*) x (E/mE) par la forme bilinéaire canonique sur 
1x, Er 

Nous cherchons dans le chapitre 5 à caractériser les modules 
de type fini E sur un anneau commutatif A tels que l’anneau 
Q(E) soit commutatif. Il en est ainsi si E est isomorphe à un 
idéal a de A contenant au moins un élément régulier. Par 
passage au contre-module, nous nous ramenons à la recherche 
des A-modules E tels que {(E) = A. Si l’anneau A est intègre 
ou plus généralement somme directe d’un nombre fini d’an- 
neaux intégres, cette condition implique que le module E est 
isomorphe à un idéal de A. Des contre-exemples montrent qu’il 
n’en est plus ainsi dans le cas général. Ce probléme conduit 
assez naturellement 4 la recherche de structures de A-algébres 
sur un A-module de type fini E: un élément du dual conduit a 
une telle structure et l’algèbre obtenue est associative. 

Le chapitre 6 est réservé à l’étude d’un endomorphisme 
particulier sous les hypothèses successives A local hensélien, 
puis A local factoriel hensélien. Nous généralisons des propo- 
sitions bien connues pour les endomorphismes d’espaces 

vectoriels de dimension finie, notamment en ce qui concerne 
la diagonalisation éventuelle de tels endomorphismes. 

Je suis heureux de pouvoir témoigner ma reconnaissance a 
_M. Samuez, M. Dusrett, M. le Doyen PÉRÈs et M. Coevattey 
- pour Vintérét qu’ils ont bien voulu porter à ce travail. 


me 


PRÉLIMINAIRES 


1. — Anneaux. 


Un anneau local A est un anneau commutatif à élément 
unité tel que l’ensemble des éléments non inversibles de A 
soit un groupe additif qui est alors le plus grand idéal de A; 


idéal que nous noterons m. Nous désignerons parfois par k — 


le corps des restes A/m. Nous ne supposerons pas nécessaire: 
ment qu’un anneau local est noethérien mais il en sera ainsi le 
plus souvent. En ce cas, À sera le complété de A. 

L’analogue non commutatif sera appelé complètement 
primaire : c’est un anneau C tel que l’ensemble des éléments 
non inversibles à droite soit un idéal à droite. Nous renvoyons 
à (8) où de tels anneaux sont appelés locaux pour la démonstra- 
tion du fait que cet idéal I, bilatère puisqu'il est le radical 
de Jacobson de C est aussi l’ensemble des éléments non inver- 
sibles à gauche. L’anneau quotient C/I est un corps non néces- 
sairement commutatif. 

Un anneau local A sera dit hensélien si: pour tout polynôme 


unitaire f(X) de A[X] et toute décomposition f(X) = g(X)h(X) 


du polynome f(X) obtenu en réduisant modulo m les coefficients * 


de f(X) en produit de deux polynômes unitaires étrangers g eth 
de k[X], il existe deux représentants g(X) et h(X) de g(X) et 
R(X) respectivement tels que f(X) = g(X)h(X). Nous utiliserons 
pour l’étude d’un endomorphisme particulier les caractérisations 


données par Azumaya [1] et plus particulièrement le théorème 
suivant : 


THÉORÈME A. — Soient A un anneau local hensélien, R une 
A-algébre A-module de type fini et I un idéal bilatère de R. 


—————s 
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Pour tout système py, ..., Py idempotents deux à deux orthogo- 

-naux de R/I, il existe dans R un système py, ..., p, d’idempotents 
deux à deux orthogonaux tels que p, soit un représentant de Pp; 
pour t= 1 yn. 

Nous ne redonnerons pas ici la démonstration de ce théo- 
rème. Rappelons qu’un anneau local complet est hensélien 
(Cohen). Dans ce cas important, le lemme bilinéaire de Samuel 
18] permet de simplifier sensiblement la démonstration du 
théorème A, théorème qui généralise des résultats classiques 
pour les algèbres de dimension finie sur un corps k. 


2. — Modules. 


Les modules seront toujours supposés unitaires. Un A- 
module E est dit de type finis’il existe un système fini 4, ..., e, 
de générateurs de E sur A. 

Si A est local d’idéal maximal m, le A-module E/mE est, 
en fait, muni d’une structure de k-espace vectoriel et c’est 
cette structure que nous considérerons. Si E est de type fim 
“il résulte du lemme de Nakayama qu’une condition nécessaire 
et suffisante pour que ¢,..., e, engendrent E sur A est que les 
classes &, ..., €, modulo mE engendrent le k-espace vectoriel 

“E/mE. Si &, .-., @, constituent une base de E/mE sur k, nous 
dirons que le système e,...,e, est un système minimal de géné- 
“rateurs de E sur A. Il en résulte immédiatement que deux 
“systèmes minimaux de générateurs ont le même nombre 
d'éléments et que, si &,…,e, est un système minimal, aucun 
€, ne peut s'exprimer comme combinaison linéaire des e; avec 
ji 
” Nous utiliserons souvent le A-module libre L engendré par 
un système minimal donné. Nous appellerons parfois premier 
terme d’une résolution minimale pour E la suite exacte 


“4 O+>R>L-E-O 


ow R est le sous-module des relations. 
~ Ce sous module est contenu dans mL et le k-espace vectoriel 
L/mL est isomorphe au k-espace vectoriel E/mE. 
Nous noterons @(E) l’anneau des A-endomorphismes du 
A-module E. Un sous-module C de E est dit complètement 


F 

i 
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caractéristique si u(C)¢C pour tout endomorphisme w de Ey 
Pour simplifier nous dirons qu’un tel sous-module est carac- 
téristique; ce terme est en général réservé pour désigner un 
sous module C tel que u(C) € C pour tout automorphisme u de 
E mais comme cette notion ne sera pas utilisée dans ce travail, 
notre convention ne saurait créer de confusions. r ; 
Si A est un anneau local noethérien de complétion A et si 
E est un A-module de type fini, rappelons que le complété 
E de E dans la topologie m-adique s’identifie canoniquement 
a Â@E : il a une structure de A-module de type fini. Il résulte 


des propriétés décrites dans le paragraphe suivant que si F. 
est un sous module E/F = E/F et, en particulier, Ê/rnÊs 
s’identifie à E/mE. Un système minimal de générateurs de E 
sur À est aussi un système minimal de générateurs de E sur À. 


3. — Propriétés de platitude. 


Rappelons que, si À est un anneau et si B est un A-module, 
B est dit A-plat si le foncteur T(M) = B2M est exact. 


Le théorème qui suit sera pour nous d’un grand intérêt : 


THÉORÊME 19. — Soit À un anneau noethérien et soit B un 
anneau A-plat. Si M et N sont deux A-modules, N étant de type 
fini, on a un isomorphisme canonique : 


B@Hom, (M, N) = Homs (MB, N@B). 


Deux exemples importants sont fournis par la complétion 
et la localisation. Si A est local noethérien de complétion À. 


et si E et F sont deux A-modules de type fini, Hom, (E, F) 
s’identifie canoniquement à Hom; (Ë, À ). Il en résulte que, | 
dans un certain nombre de questions, on peut se ramener au 
cas où l’anneau A est complet mais cette simplification appa-* 
rente est souvent illusoire. | 
Si est une partie multiplicative de A, c’est-à-dire une partie 
de A telle que S. ScS, 1eS et O¢S, on peut former l’anneau 
généralisé des quotients par rapport à S. Rappelons que si 
n est l’ensemble des a de A tels qu'il existe s de S avec sa = 0, 
n est un idéal de A distinct de A. Si e est l’homomorphisme. 
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canonique de A sur A/n, dans l’anneau total des fractions de 


_A/n, les éléments e(a)e(s)-1 avec ae A et s e S forment un sous- 


anneau As. Nous noterons comme dans (7) a/s l'élément 
e(a)e(s) !. On vérifie sur ces éléments les règles habituelles du 
calcul des fractions. De plus, a/s — 0 signifie qu'il existe 


_s’ dans S tel que s’a = 0. 


Si M est un A-module, désignons par Ms le As-module 
As @M et posons m/s = ¢(s) 1@msisesS et meM. On vérifie 
les formules usuelles et que tout élément de M, est de la forme 


m/s (7). Nous utiliserons, enfin, le lemme suivant dont la 
démonstration se trouve dans (7) : 


Lemme. — Soient M un A-module et S une partie multiplica- 
tive de A. Pour que m/s = 0 avec meM et seS, il faut et il 
suffit qu’il existe s’ eS tel que s'm = 0. 

La démonstration de la platitude de As se trouve dans (7) 


par exemple. 


CHAPITRE PREMIER aah 


GENERALITES SUR %(E) 


I. Représentation matricielle de Q(E). 


Si, en principe, nous essayons d’obtenir des démonstrations 
intrinsèques, la représentation matricielle de Q(E) nous sera 
utile dans certaines questions et au moins pour les exemples. 

On connait bien l’anneau d’endomorphismes d’un module 
libre L de type fini sur un anneau commutatif A : c’est, en effet, 
un anneau total de matrices M,(A) sur l’anneau A. L’étude 
d’un anneau ®(E) pour un A-module E non libre est bien plus 
compliquée car, pour qu’une matrice agisse sur un système 


de générateurs comme un endomorphisme il faut qu’elle . 


respecte les relations. De façon plus précise. 


Proposition 1. — Soient À un anneau commutatif et E un « 


A-module. Si E = L/R où L est un A-module libre, Q(E) est 
le quotient M(L, R)/Hom,(L, R) où M(L, R) est l’anneau des 
endomorphismes u* de L tels que u*(R) c R. 


Cette démonstration est très classique et le résultat ne serait — 


pas changé si on supposait seulement L projectif mais cette 
distinction est pour nous sans intérêt. Considérons le dia- 
gramme : 


\u 


up est un homomorphisme de L dans E; la projectivité de L 
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implique, alors, l’existence d’un u*: LL tel que le rec- 
_tangle 


Web pp 


u'| lu 


| ee eS) 


soit commutatif. Désignons par ¢ la restriction de u* à R; 
le fait que pu” = up nous donne py(R) = up(R) = 0; donc, 
- p(R) est contenu dans le noyau de p qui est R et u* satisfait 
bien à u*(R) c R. 
_ Réciproquement, si u*: LL est tel que u*(R)cR, uw” 
induit un homomorphisme u: L/R = E — E. 
Nous avons, donc, une application surjective de M(L, R) 
sur ¢(E) et le noyau en est, évidemment, Hom, (L, R). 


CororLaitre. — Soient À un anneau noethérien, E un 
A-module engendré par n éléments. Les matrices que nous allons 
à considérer seront toutes à coefficients dans A. Il existe une matrice 
P à n lignes et p colonnes telle que si M est l'anneau des matrices 
carrées M d’ordre n satisfaisant à l'équation matricielle MP = PM’ 
et si O est l’idéal de M formé des matrices de la forme PB’ avec B’ 
matrice à p lignes et colonnes, l'anneau Ê(E) soit isomorphe à 
» l'anneau quotient M/O. 

Ceci est la simple traduction matricielle de la proposition 1. 
Les hypothéses faites sur A et E permettent de prendre L et 
R de type fini. Faisons choix d’une base 2%, ..., 7, pour L et 
d’un système (fini) de générateurs (y,, ..., yp) pour le sous-module 
* des relations R. Alors, M est isomorphe à M(L, R) : on traduit 
la commutativité du diagramme 


For On pe 


io (fe 


Poicks 


où i est l’injection de R dans L; la matrice P est la matrice 


(a) si ys = Dia (7 =1,-.+ p). Quant à O, il est isomorphe 

- à Hom, (L, R), la traduction matricielle résultant du fait que 

si u*: L—>L est tel que u*(L) c R, il peut, en fait, s’écrire tu" 

_ et réciproquement. 

Si we Q(E) et si &,..., e, est un système de générateurs de 
21 


fc a 
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E supposé de type fini sur A, nous appellerons matrice de repré- 

sentation de u par rapport au systéme de générateurs ci-dessus 

une matrice carrée d’ordre n à coefficients dans A, (a;) telle 

que u (e;) = Yar aye; | 
Il résulte immédiatement de ce qui précède : 


CoroLLaIRE. — Si A est noethérien, Q(E) est de type fini. | 


Remarque très importante. — Si A est local d’idéal maximal. 
m, on peut choisir pour E un système minimal de générateurs 
€,.-., e, et prendre pour L le A-module libre de base a, :.:, &? 
Dans ces conditions i(R) € mL car, sinon, on aurait une rela- 
tion me, + --- + ae, — 0 avec, au moins, un coefficient, soit 
& par exemple, non dans m, c’est-à-dire inversible; on pourrait, 
alors, obtenir e, comme combinaison linéaire de e,, ...,e,, contrai= 
rement à l’hypothèse de minimalité faite sur les ¢;. | 

Bien entendu, nous aurions pu énoncer des résultats ana- 
logues à la proposition 1 pour Hom, (E, F). Nous n’aurons 
pas ici à utiliser de tels résultats. | 


2. Une filtration sur Q(E). 


Les sous-modules Hom, (E, m'E) (i = 1,...) définissent une 
filtration décroissante de %(E). Montrons, d’abord, que 
Hom, (E, mE) est contenu dans le radical de Jacobson r de 
L(E). Nous nous appuierons sur le: 


Lemme. — Soient A un anneau, noethérien, L un A-module 
de type fini, R un sous-module et u un automorphisme de L tel que 
u(R)cR. Alors, u1 (R)cR et, par suite, u induit un auto- 
morphisme sur R et L/R. 

Nous supposons, en effet, u(R) € R, soit R=u-tu(R) € u-1(R). 
Nous obtenons une chaîne croissante Rc u-1(R) c--- cu-?(R) c--- 
qui doit être stationnaire. Il existe donc un entier p, tel que” 
u*(R) = u-? (R) et on en déduit R = u(R); la restriction 
de u à R est, donc, surjective; elle est injective comme w et. 
c’est donc un automorphisme de R. Si % est induit par u sur 
L/R, w est, évidemment surjective. Elle est injective cart 
u(@) = 0 implique u(x) eR, donc, ce R et 7= 0: | 

Voici une démonstration différente où A n’est plus supposé 


+ nn ns dé 
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noethérien mais où L est supposé libre. Elle est moins agréable 
mais assez utile. 


Lemme bis. — Soit A un anneau commutatif et soit R un 

sous-module du A-module libre de type fini L. Si u est un auto- 
morphisme de L tel que u(R)c R, alors u4(R) cR et u induit 
un automorphisme sur R et L/R. 
_ Soit, en effet, 21, ..., æ, une base de L sur A et soit (a;) la 
matrice de w par rapport à cette base. Désignons par 
YuAiX) = X"+ aX" 1+.--+ a, le polynôme caractéristique 
de (a;). Il résulte du théorème d’ Hamilton Cayley que y,(u) = 0 
et, d’autre part, puisque w est un automorphisme de L, 
“a, = det (a) est inversible dans A. On écrira, alors, 
u-i = —(a,) (u" 1 + au"? + ----+ a, 1), formule qui montre 
que. uw? est un polynôme en u à coefficients dans A. Il est, 
donc, tel que u-t(R) c R. D’où le résultat. 

Revenons au cas où A est local et soit E = L/R ot L est 
le A-module libre engendré par un système minimal de généra- 
teurs de E. Le lemme nous montre que si u: E > E est induit 
par un automorphisme u* de L, c’est un automorphisme de E. 
Réciproquement, si w est un automorphisme de E, il existe 

u 1: E —E tel que uu-1 = 1. Si u-1 est induit par #* de 
Q(L), u*w* (x) =, +z où zeR et donc est dans mL, 
(x;) désignant une base de E. Alors, u*#* est inversible dans 
&(L) car le déterminant de sa matrice par rapport a la base 
considérée est congru à 1 modulo m; u* est, donc, un auto- 
-morphisme de L. 


Proposition 2. — Soit A local et soit O—R—L—E—0 

le premier terme d'une résolution minimale de E. Tout auto- 
morphisme de E est induit par un automorphisme de L et, réci- 

“proquement, tout automorphisme u* de L tel que u(R)cR 
induit un automorphisme de E. 

- On en déduit. 


Corottarre. — Soient A’ un anneau local et E un A-module 
de type fini. Une condition nécessaire et suffisante pour que 
-l’élément u de &(E) soit un automorphisme de E est que, par 
‘rapport à un système minimal de générateurs, u possède une 
matrice de représentation inversible. Il en est, alors, de même de 
toute matrice de représentation par rapport à ce système. 


oot hie 


4 
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Il est immédiat que mQ(E) c Hom, (E, m'E) car, une condis 
tion nécessaire et suffisante pour que ue Hom, (E, m'E) est 
que u admette une matrice de représentation (au moins une) 
à coefficients dans mi et ceci est, évidemment, le cas si 
ue m(E). D’autre part, le corollaire ci-dessus nous montre 
que si ue 1 + Hom, (E, mE), u est inversible. Une caractérisa- 
tion classique du radical de Jacobson r comme plus grand idéal 
à gauche (ou à droite) tel que tout élément de 1 + r soit 
inversible montre : ’ 


CorozLarre. — On a les inclusions mi@(E) ¢ Hom, (E, m'E) c? 
pour? =A #10 | 

On n’a pas forcément Hom,(E, m') = mÊ(E) comme le 
montre l’exemple suivant: A = k[[X,, X:]] et E = Ae, + Ae, 
avec les relations X,e, — 0 et Xie, — 0. On vérifie, sans 
difficulté, que &(E)/mQ(E) est isomorphe à l’algèbre des ma= 

a 00 | 

0 b O}, tandis que 
c 0b 
Q(E)/Hom, (E, mE) est isomorphe à la sous-algèbre obtenue 
pour c = 0. 

Nous verrons de nombreux exemples montrant que, en 
général, Hom, (E, mE) est différent de r. 


trices à coefficients dans k de la forme 


3. Comparaisons de trois topologies. 


On peut considérer sur Ê(E) trois topologies naturelles: 
a) la topologie m-adique; b) la topologie définie par les puis- 
sances du radical de Jacobson r; c) la topologie définie par les 
Hom,(E, m'E). 4 

Si A est noethérien, ces trois topologies sont séparées : 
c’est clair pour la m-adique et pour celle définie par les 
Hom,(E, m'E). Dans le cas général, le radical de Jacobson 
de {(E)/m(E) est r/mL(E). Comme &(E)/m&(E) a une strue- 
ture de k-algèbre de dimension finie, donc d’anneau artinien, 
ce radical est nilpotent et il existe un entier p tel que 
[r? + mÊ(E)]/mû(E) =0 d’où rrem£(E)cr. La topologie 

Ca 


r-adique coincide, donc, avec la m-adique. 


ar RE 
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Proposition 3. — Si A est noethérien, il existe un entier P 


tel que pour n> p, m"Homa,(E, mF) = Hom,(E, mr) sik 


et F sont deux A-modules de type fini. 

On écrit E= L/R où Lest libre de type fini; alors, Hom, (E, F) 
est contenu dans Hom, (L, F) et Hom, (E, m"F) est contenu 
dans Hom, (L, m"F). De plus, Hom, (L, m"F) = m" Hom, (L, F) 
et Hom, (E, m"F) = Hom, (E, F) n Hom, (L, m"F). On applique 
alors, le lemme d’Artin-Rees au module Hom, (L, F) et au 
sous-module Hom, (E, F). D’où le résultat. Ceci montre, évi- 
demment, que la topologie définie sur Hom, (E, F) par les 


-Hom,(E, m'F) coïncide avec la topologie m-adique car, 
Hom, (E, m°F) est contenu dans Hom, (E, F) et on en déduit 


que m’Hom,(E, F) contient Hom, (E, m"F) pour n’ grand. 


4. Rappels et interprétation de résultats d’Azumaya. 


Dans tout ce paragraphe, nous supposerons l’anneau A 
local hensélien. Ce sera le cas d’un anneau local noethérien 
complet mais, aussi, par exemple, de l’anneau C{{X;,..., X,}} 
des séries convergentes en X,, ..., X,, à coefficients complexes. 


“Le mot « algèbre » aura le sens que lui donne Azumaya: en 
“tant que module, c’est un module de type fini. 


PropPosrrion 4 (Azumaya). — Si A est hensélien et st R est 


“une algèbre sur A, alors R=M,(C,)e---0M,,(C,)eN où 
“chacun des C; est complètement primaire et où N est un sous- 


groupe du radical de Jacobson r. 
Nous ne démontrerons pas, en détail, cette proposition (1) : 


‘la technique est de relever les idempotents, puis les bases 


canoniques de sous-algèbres de matrices de R/r en idempotents 


et bases canoniques d’algèbres de matrices de R. Le relèvement 
ne peut se faire en idempotents centraux en général, ce qui 
introduit le sous-groupe N de r, sur lequel nous n’avons, 
“d’ailleurs, que peu de contrôle. Nous voyons qu’il y a équiva- 
lence entre: ? 


: 


7 


pet: 


1) On peut relever les idempotents correspondant aux parties 
simples de R/r en des idempotents centraux de E. 


2) R est une somme directe d’algèbres complètes de matrices 
sur des anneaux complétement primaires. 


es 
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En effet, si R = Ra @--- @e,Re, où les e;sont des idempo- 
tents correspondant aux parties simplés de R/r, l'élément # 
de R s’écrit x = exe, + --- + exe, etil en résulte que ze; = ew 
Si, réciproquement, les e; sont centraux, on peut écrire 

z=eaxt+...+ety puis t= exe + ::: + Cpe, 


7 


Les conditions ci-dessus seront réalisées dans les deux cas 
suivants : 

3) R est commutative. 

4) r= mR (non ramification). Y 

On peut, en effet, écrire alors R = (e,Re, + --- + e,Re,)emR 
et il suffit d’appliquer le lemme de Nakayama. 

Interprétons dans notre cas particulier la condition 1: 

E est un A-module de type fini et nous prenons R = &(E), 
ce qui est licite si A est noethérien. Notons, alors, p; un idem- 
potent pour éviter une ore Pris Quel que soit 
ue Q(E), up; = pu implique u(E,; = p{u(E )) cE, siE,= p,(E). 
Ce sous-module E, est, donc, ee. et E est somme 
directe des E;. On à. de plus, Q(E;) = M,,(C;) où C, est comple- 
tement primaire, car (E) = Hom, (E;, E) @--- & Hom, (E,, E) 
et, puisque E; est caractéristique, Hom, (E;, E) = (E,;). Or, 
Hom, (E,, E) = p,t(E) = M,{(C;). | 

Réciproquement, soit E —@E, où les E; sont caractéris- 
tiques et tels que &(E;) = M,{C;). Si p; est le projecteur 
associé à E;, E, caractéristique implique : up,(E) ¢ p,(E) pour 
tout u de L(E), soit (1— p;)upi(E) = 0 et up; = pup. 
Mais, on a de même u(X;zip;) = E;z(pjup;), soit piu(Z,:p;) = 90, 
Il en résulte que p;u = up,. Nous avons, donc, montré : 


COROLLAIRE. — Soit À un anneau local noethérien hensélien 
et soit E un A-module de type fini. Une condition nécessaire 
pour que r = mŸ(E) est que E soit somme directe de sous-modules, 
caractéristiques E; tels que &(E,) soit égal à M,(C;) où C; est 
complètement primaire. Une condition suffisante est que les C; 
soient non ramifiés, c’est-à-dire d’idéal maximal m(C;. 

Voici un exemple simple: A = k[[X,, X,]] et E = k{[X,]] 
@k{[X2]] d'où WE) = A{[Xi]] @A[[X5]]. Si, en particulier, 
Q(E) =C,@---@C, où C; est complètement primaires, nous 
voyons que E=E,@---@E, où les E, sont caractéristiques 
indécomposables. On vérifie, és sans difficulté (Bourbaki [5] 


a 
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chap. 7, $ 4, ex. 16) qu’il y a unicité de la décomposition de E 
en somme directe de sous-modules indécomposables. 

Ceci constitue dans un cas très particulier une interprétation 
d’un théorème de Krull-Remak-Schmidt-Azumaya. 

Tout ce qui précède est très imprécis. Les problèmes suivants 
se posent naturellement : 

1) Quels anneaux complètement primaires apparaissent 
dans la décomposition des %(E); ce sont évidemment des 
A-modules de type fini si À est noethérien. 

2) Dans le cas A = Z/p" où Z est l’anneau des entiers et p 
un nombre premier, Shiffman, Baer et Kaplansky ont montré 
que si E et F sont des modules non nécessairement de type 


- fini, un isomorphisme de {(E) sur £(F) provient d’un isomor- 


phisme de E sur F. Quels résultats peut-on espérer pour À local 


quelconque E et F étant tous deux de type fini ? Nous verrons 
que le résultat ne peut être que bien plus faible, à propos des 


Q(E) commutatifs. 
Si A est intègre, de corps des fractions K, %(E) ~ &(F) 


implique {(E@K)~Y(F@K), soit E9K~F@K. Un 


invariant est, donc, le rang du quotient du module par son 


sous-module de torsion. 
3) Étant donnée une algèbre R à élément unité sur À, à 
quelle condition existe-t-il un A-module de type fini E tel que 


R= L(E). Si A est intègre, de corps des fractions K, on doit 


avoir R@K=&(E)@K et R@K doit être isomorphe à un 


MK 


Remarque. — K. Morita dans « Duality for Modules and 


its Applications to the Theory of Rings with minimum condi- 


tions ». Science Reports of the Tokyo Kyoiku Daigaku. Sec A, 


> vol 16, n° 150, 1958, donne des résultats sur les problémes 2) et. 
» 3) pour À anneau quasi-Frobeniusien. 


— re 


Le 


CHAPITRE II 


1. Suite exacte liée à un sous-module caractéristique. 


Proposition 1. — Soit À un anneau commutatif à élément 
unité et soit E un A-module. Si C est un sous-module caracté- 
ristique de E, Hom, (E, C) est un idéal bilatére de Q(E). 

En effet, C est un sous-module et il en résulte que Hom, (E, C) | 
est un idéal à droite car, si u, »¢ Hom,(E, C) et weQ(E), 
(u + »)(E)¢C et uw(E) cu(E)cC. Comme C est caractéris- 
tique, si ue Hom, (E, C) et we QE), wu(E) ce w(C) € C. Donc, 
Hom, (E, C) est aussi un idéal à gauche et, par suite, un idéal 
bilatére. Nous verrons ultérieurement que Hom, (E, F) peut 
étre un idéal bilatére sans que F soit caractéristique. 


Proposition 2. — Avec les mémes notations, la suite: 
(1) O-> Hom, (E, C) - Hom, (E, E) — Hom, (E, E/C) 


est exacte et l’image de Hom, (E, E) dans Hom, (E, E/C) est un 
sous-anneau de Homa, (E/C, E/C). 

Il est classique que la suite (1) est exacte. Soit u: E > E. 
Puisque C est caractéristique, u(C)¢ C et u induit un endo- 
morphisme u: E/C + E/C comme suit: si 2 = y modulo C, 
alors, u(x) = u(y) modulo C et si E est la classe de modulo C, 
nous poserons à(£) = classe de u(x) modulo C. L’application 
u—>ù ainsi définie est un homomorphisme de &(E) dans 
Q(E/C) dont le noyau est, évidemment, l’ensemble des uw tels 
que u(x) e C quel que soit we E, c’est-à-dire Hom, (E, C). 

Le plongement de Hom,(E/C, E/C) dans Hom, (E, E/C) 
résulte, d’ailleurs, du fait que la suite exacte O >C—->E-—-E/C 
fournit la suite exacte 


O — Hom, (E/C, E/C) + Hom, (E, E/C) > Hom, (C, E/C). 


ANNEAU DES ENDOMORPHISMES 329 


En définitive, nous pouvons associer à tout sous-module 
caractéristique C la suite exacte : 


O — Hom, (E, C) > QE) > &(E/C) 


qui nous sera trés utile dans tout ce travail. 

Un cas important de sous-module caractéristique est celui 
ou C = IE si I est un idéal de A; le fait que C soit caractéris- 
tique résulte de ce que x de C peut s’écrire au moins d’une 
manière © =—a,%,+-:--+ a,x, avec ael et aeE et 
u(x) = au(x) + --- + a,u(x,) est bien dans C. 

On a, plus généralement : 


Proposition 3. — Soit À un anneau commutatif et soient 
- Eet F deux A-modules. Si le sous-module caractéristique C de F 
est de la forme IF où I est un idéal de A, Hom, (E, F/C) s’iden- 


tifie canoniquement à Hom, (E/IE, F/IF) et on a la suite exacte : 


O — Hom, (E, IF) > Hom, (E, F) > Homa,(E/TE, F/IF) 
— Ext, (E, IF) =. 


Si, en effet, u ¢ Hom, (E, F/IF) et si x « IE, unraisonnement 
analogue à celui fait ci-dessus montre que u(x) e 1.F/IF = 0. 
Le noyau de uw contient, donc, IE et u induit un élément & 
de Homi(E/IE, F/IF), d’où une application i:u—ü de 
Hom, (E, F/IF) dans Hom, (E/IE, F/IF). 

Réciproquement, à & de Hom, (E/IE, F/IF) faisons corres- 
pondre j(u) = äg où & est l’homomorphisme canonique de E 
sur E/IE. Il est immédiat que ji (resp. 1) est Papplication 
identique de Homa (E, F/IF) (resp. Hom, (E/IE, F/IF). Donc, 
i est un isomorphisme de Homa, (E, F/IF) et j son isomorphisme 
réciproque. 

Un raisonnement analogue montre que Hom, (E/IE, F/IF) 
» S’identifie canoniquement à Homa, (E/IE, F/IF), d’où la suite 
exacte ci-dessus. 


Remarque. — On pourrait pour l’étude de Hom, (E, F) 
- considérer des « couples caractéristiques », c’est-à-dire des 
» couples (C, C’) formés du sous-module C de E et d’un sous- 
module C’ de F tels que u(C)e C’ pour tout ue Hom, (E, F). 


On a pour un tel couple, une suite exacte : 


O — Hom, (E, C’) > Hom, (E, F) > Hom, (E/C, F/C’). 
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Il n’est probablement pas vrai, en général, si C est un sous-, 
module caractéristique que Homx(E, E/C) soit isomorphe & 
Hom, (E/C, E/C). C’est vrai si C est projectif car u : E> E/C 
se factorise en ¢v où ¢ est l'application canonique E > E/C 
et »eQ(E) et on en déduit u(C) = 9[»(C)] € o(C) — 0 et le 
noyau de wu contient C. La démonstration s’achéve, alors, 
sans difficulté. | 

Nous voyons, d’après ce qui précède, que si À est un anneau 
local d’idéal maximal m, le quotient &(E)/Hom,(E, m'E) se 
plonge dans &(E/m'E). En particulier le premier terme 
Hom, (E, mE) de la filtration décroissante (Hom, (E, m'E)) 
fournit une première approximation de %(E) par une sous- 
algèbre de 2(E/mE) où E/mE est muni de sa structure d’espace 
vectoriel sur le corps A/m. Tout le reste de ce chapitre sera 
consacré à l’étude de cette approximation. 3 

Supposons que À soit local noethérien de complétion A. Alors, 
les propriétés de platitude montrent que {(E)/Hom, (E, m'E) 
s’identifie à L(Ë)/Homa (É, mE), ces deux quotients se plon- 
geant dans ®(E)/m'E. D’autre part, en vertu des théorèmes 
de Cohen, un anneau local complet est quotient d’un anneau 
local régulier complet B de méme corps des restes et nous 
voyons que si l’on munit Ë d’une structure naturelle de 
B-module Es, Ÿ(E»)/Homs (Es, mE,) s’identifie canoniquement 
à %(E)/Hom, (E, mE). Ceci nous donne une limitation des 
résultats que l’on pourrait espérer obtenir au moyen de l’appro- 
ximation que nous avons en vue. D’éventuels contre-exemples 
liés à une structure pathologique de l’anneau A ne sauraient 
être donnés par ce procédé. 


2. Surjectivité de Hom, (E, F) > Hom, (E/mE, F/mF), 


Nous avons déjà vu des exemples simples montrant que 
l’homomorphisme Q(E) — Q(E)/mE) n’est pas surjectif en 
général. Il le sera, évidemment, si E est libre ou monogène, et, 
plus généralement, si E est A/a-libre où a est l’annulateur de E. 

Considérons, plus généralement, la suite exacte : 


0— Hom, (E, mF) > Hom, (E, F) Hom,(E/mE, F/mF) 
—> Ext, (E, mF) —=:... 
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où E et F sont deux modules de type fini. Nous supposons F 


-fidèle et + surjectif. Désignons par %,(i = 1, ..., n) (resp. (7) 


(j = 1, ..., p)) une base de E/mE (resp. F/mF) sur k et par u; 
l'élément de Hom,(E/mE, F/mF) défini par: u;(x) = 7, et 
Uj(Z,) = 0 si k 1. La surjectivité de + assure l’existence de uj 
dans Hom,(E, F) tel que: 


Uy(2;) = y, modulo mF(i = 1, ...,n;7 = 1,...,p) 


Uj(L,) emF si k=1, où x, (resp. y;) est un représentant de %; 
(resp. y;) dans E (resp. F). 

Donnons nous une relation ax + --- + a,x, —0 à coeffi- 
cients a, dans A. On en déduit u;(am + --- + a,x,) = 0, soit 
ay;€(a, ..., a,)mF, puis a,F c (a, ..., a)mF et, finalement, 
(ay,*..., @,)F € ma, …, a) F. Le lemme de Nakayama appliqué 


au module (a, ..., @,)F montre, alors, que (a, ..., a,) F = 0 et, 


puisque F a été supposé fidèle, a; = 0 (i = 1,..., n). Il en résulte 


que (a, ..., Z) qui, à priori, est un système minimal de généra- 


teurs de E sur A est une base. Donc, E est libre. 
Remarquons que Ext, (E, mF) = 0 implique la surjectivité 


de ¢ et que la réciproque est évidente. D’ot 


TutorEME. — Soient A un anneau local didéal maximal 


» m et de corps des restes k, E un A-module de type fini, F un 


A-module de type fini fidèle. Alors, les assertions suivantes sont 


- équivalentes : 


1) E est A-libre. 

2) Exti(E, mF) = 0. 

3) L'application canonique de Hom, (E, F) dans Hom, (E/mE, 
F/mF) est surjective. 

Remarquons que nous n’avons pas eu besoin de supposer A 


- noethérien. 


Le corollaire qui suit nous sera utile ultérieurement. 


CorozLaire 1. — Sous les mêmes hypothèses pour A, il y a 


» équivalence pour un A-module de type fini E entre: 


7 


al 


1) E est A-libre. 
2) Ext\(E, m) = 0. 
3) L'application canonique du dual E* de E dans le dual 


(E/mE)* du k-espace vectoriel E/mE est surjective. 


É 
| 


4 
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Si F n’est plus supposé fidèle et admet a pour annulateur, 
Hom,(E, F) s’identifie canoniquement 4 Homy,,(E/aË, F/aF). 
et on obtient. 


CorozLaIRE 2. — Sous les mémes hypothèses pour l'anneau“ 
A et pour le module E, si F est un A-module de type fini d'annus 
lateur a il y a équivalence entre: j 

1) E/aE est A/a-libre. 

2) L’homomorphisme canonique de Hom,(E, F) dans 
Hom, (E/mE, F/mF) est surjectif. Ces deux assertions équivalentes 
sont impliquées par Ext,(E, mF) = 0. 

Il est, d’ailleurs, facile de montrer que Exti,(E/aE, mF /aF) 
se plonge dans Exti(E, mF). 

Nous obtenons comme cas particulier : 


CorozLairE 3. — Il y a équivalence pour un A-module de 
type fini E entre: 

1) E est A/a-libre. | 

2) L’homomorphisme canonique de 2(E) dans 2(E/mE) est 
surjectif. 

Il est, enfin, possible de donner une forme un peu plus géné- 
rale au théorème. Supposons que A soit un anneau semi-local 
noethérien d’idéaux maximaux m,,..., m, et de radical de 
Jacobson r. En localisant par rapport à m;, nous voyons que 
la surjectivité de Hom, (E, F) ~ Hom, (E/rE, F/rF) implique 
celle de Homan,(Ems Fr) > Homajm,(Em,/™iEms Fm UE m,)« 
Si F a été supposé fidèle, le A,,-module F,, est aussi fidèle. 

La surjectivité en question montre, donc, que E,, est 
A,,libre pour i = 4, ..., p. Il est classique que ceci implique 
que E est projectif. D’où 


Corottarre 4. — Soit A un anneau semi-local noethérien 
de radical de Jacobson r, soient E un A-module de type fini 


et F un A-module de type fini fidèle. Les propositions suivantes 
sont équivalentes : | 


1) E est un A-module projectif. 
2) Ext (E, rF) = 0. 
3) L’homomorphisme canonique 
Hom, (E, F) + Homa, (E/rE, F/rF) 


est surjectif. 


bass 7 
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Remarquons que nous avons du supposer A noethérien 
- pour pouvoir appliquer le théorème de platitude 


(Hom, (E, F)),, = Homs,, (Em Fm)- 


Rappelons, d’autre part, que si le spectre premier de A est 
connexe (1), il y a équivalence entre E est projectif et E est 
libre. 

Il n’est pas vrai si A n’est pas semi-local de radical de 
Jacobson r que rA,, = mA,, si m est un idéal maximal comme 
- le montre l’exemple A = Z, anneau des entiers. 

… On peut se demander ce qu’implique la nullité de certains 
des termes suivants de la suite des Ext : 


+ —> Exti(E, mF) > Exti (E, F) > Exti (E, E/mF). 

La nullité de Exti (E, F/mF) implique la liberté de F : en effet, 
“si O+>R+L>E->0 est le premier terme d’une résolution 
- minimale de E, Ext, (E, F/mF) est isomorphe à Hom, (E/mE, 
F/mF) d’après la suite exacte: 
O — Hom, (E/mE, F/mF) — Hom, (L/mL, F/mF) 
—> Hom, (R/mR, F/mF) — Exti (E, F/mF — O. 
Et Ext (E, F/mF) = 0 implique, donc, R = mR et R = 0, 
puisque L/mL est isomorphe à E/mE. 

Nous ne savons pratiquement rien sur la condition 


Ext) (E, F) = 0. Avec les mêmes notations que précédemment, 
elle implique l’exactitude de la suite: 


O — Hom, (E, F) > Hom, (L, E) > Hom, (R, F) > O. 

Si we Hom, (R, F), il existe ¢ € Hom, (L, F) tel que u= vi, 
ce qui donne u(R) = vi(L) < (mL) ¢ mF, Donc, 

; Hom, (R, F) = Hom, (R, mF). 

Si A est un anneau de valuation discrète ou plus générale- 
* ment si E est de dimension homologique < 1, R est projectif, 
donc, Hom, (R, mF)=mHom,(R, F) et on en déduit 
Hom, (R, F) = 0 et R= 0. Donc, dh(E) <1 et Exta (E, F}=10 
sont équivalents à E est libre. 


“ (1) Jean Pierre Serre. Modules projectifs et espaces fibrés à fibre vectorielle. 
Séminaire. P. Dubreil. M. M. Dubreil-Jacotin et C. Pisot. Année 1957-1958. 
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Remarque. — Le problème reste ouvert de savoir ce qu’im- 
plique la sujectivité de Homi (E, F) > Homuy (E/aE, F/aF) si a 
est un idéal quelconque de A. Si a est une intersection d’idéaux w 
premiers pli —=1,...,q) la méthode déjà employée montre # 
que si F est fidèle et A noethérien, E,, est A,-libre pour 
i=1,..., q. Un problème plus général est celui de la surjecti- 
vité de Q(E) —> 2(E/C) si C est un sous-module caractéristique 
de E et le problème analogue pour Hom, (E, F). Nous obtien- » 
drons, néanmoins, quelques précisions dans le cas où C est 
un sous-module caractéristique maximal. | 


3. Toute algèbre à élément unité de dimension finie 
sur un corps k peut être obtenue comme image d’un anneau Q(E). | 


x 


1. Ce paragraphe est essentiellement destiné a montrer 
qu’une représentation fidèle d’une algèbre à élément unité 
de dimension finie sur un corps k peut, au moins d’une manière 
être obtenue par réduction d’un anneau Ÿ(E) de A-endomor- 
phismes d’un module de type fini E convenable sur un anneau 
local A de corps des restes k. 

Nous allons nous placer pour les préliminaires dans une situa- 
tion plus générale. Nous désignerons par B un anneau commu- 
tatif à élément unité et par H une algèbre à élément unité 


~e 


liens sad neue 


sur B. Nous identifions B à un sous-anneau de H. L'application © 


x —> uz de H dans 2(H) définie par u,(y) = zy est un homomor- 


phisme de B-algèbres. Elle est injective car de u, = u, on 


déduit u,(1) = x = u,(1) = x’. C’est done un isomorphisme 


d’algébres de H dans £(H). L’image G(H) de H dans 2(H) est — 


donc isomorphe à H et nous l’appellerons la représentation 
régulière gauche de H. 
On définirait de manière analogue, à partir de l’anti-iso- 


morphisme de B-algèbres de H dans %(H) défini par x >, - 


où (y) = yx pour y dans H, la représentation régulière droite 
D(H) de H, qui est en fait une anti-représentation. La vérifica- 
tion du fait que le commutant de G(H) (resp. D(H)) dans 2(H) 
est D(H) (resp. G(H)) se fait comme dans le cas classique : si u 
de U(H) est tel que u,u = uu, pour tout x de H, u,u(y) =uu, (y) 


> a a 


PMS — 


ANNEAU DES ENDOMORPHISMES 335 


s'écrit æu(y) = u(xy) et en prenant y= 4, u(x) =au(1), soit 
.u— 9). Le bicommutant de G(H) (resp. D(H)) dans £(H) 
est donc G(H) (resp. D(H)). 

Voici une généralisation de ce résultat. C’est essentiellement 
sous une forme plus générale et plus naturelle l’exposé d’une 
technique matricielle de Brauer-Nesbitt [15]. Nous nous limi- 
terons au cas d’une représentation. 

Nous nous donnons donc une représentation fidèle de H dans 
L(V) où V est un B-module, c’est-à-dire un homomorphisme 
injectif 1 de B-algèbres de H dans £(V) tel que z (1) = 1 où 1 
désigne dans le membre de droite l’application identique de V. 

Soit W le B-module des applications B-linéaires : »: H > V 
telles que i(x)y = vu, pour tout x de H. Si appartient à W, 
nous avons 1(x)(y) = (xy) pour tout couple x, y d’éléments 
de H et, en prenant y = 1, p(x) = i(x) (v(1)). Réciproquement 
soit z dans V et posons »,(x) = 1(x)(z) pour x dans H. Il est 
clair que ¢, est B-linéaire; d’autre part, », appartient à W car 


u(a)v.(y) = t(a)(u(y)(z)) = 1e)i(y)(2) = i(ay)(z) et 
eUely) = (zy) = U(xy)(z) 


et, par comparaison, i(x)y, = su, pour tout x de H. 

L’application z — », de V dans W est un isomorphisme de 
B-modules de V sur W;; il suffit, en effet, de montrer qu’elle 
est injective et il en est bien ainsi, car de », = v,, on déduit 
Paps SYP ye 7° 

Réciproquement, donnons-nous u dans £(H) et wu’ dans 
Q(V) tels que uv, = v,u pour tout z de V. On en déduit 
u'y.(y) = v,u(y) pour tout y de H, c’est-à-dire : | 


w'i(y)(z) = t(u(y)(z)) 


ét, en prenant y = 1, u’(z) =i(u(1))(z), soit u’ = i(u(1)) et 
u’ est élément de i(H). Posons pour simplifier u(1) = x. Il 
vient i(z)i(y) (2) = i(uly)) (2), soit. i(zy) (2) = i(uly))(z) et 
i(xy) = i(u(y)) mais i a été supposé injectif et, par suite, 
u(x) = ry et U = Uy. 

- Placons-nous dans la situation suivante : H est un B-module 
libre et V un B-module libre également. Soient %, ..., Zn et 
ay, æ, des bases respectives de V et H sur B. Par rapport 
acces bases, l’application B-linéaire »; = ¢,, admet une matrice 
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P, de représentation. Posons A = B[[X;, .-., X,]] et 
PLS eee 


matrice dont les coefficients sont des formes linéaires en 
X,, …, Xm à coefficients dans B et d’autre part matrice à m 
lignes et n colonnes. Enfin, désignons par E le A-module défini 
comme quotient du A-module libre V @A par le sous-module : 
R=Ay,+---+Ay, où y,= UL Caz. Si a est l'idéal” 
(X,, ..., Xm) de A, il est clair que E/aE s’identifie à V en tant 
que B-module. 

Si M(U) est la matrice d’un endomorphisme U de E, il 
existe une matrice carrée M(U’) d’ordre n à coefficients dans 
A telle que M(U)P = PM(U’). La matrice M(u) obtenue en ne 
conservant que les parties constantes des coefficients de M(U) 
définit l’endomorphisme induit u sur V et on a les relations : 
M(u)P; = P;M(u’) (i=1,..., m), avec des notations évidentes, 
en raison de la forme même de P. La traduction matricielle des 
résultats précédents montre que w appartient à &(H). Nous 
voyons, donc, que Im(Q(E) — &(E/aE)) est contenu dans &(H). 

L’inclusion en sens inverse est immédiate : on considére, en 
effet, les endomorphismes de E dont une matrice de représen- 
tation est à coefficients dans B ; la matrice M(u’) correspondante 
est aussi à coefficients dans B. Un tel endomorphisme est 
puisque E/aE = V, un élément de i(H) et il définit bien un 
élément de Im(Q(E) > Q(E/aE)). Le cas qui nous intéresse 
le plus est celui où B est un corps k, ce qui assure toutes les 
conditions imposées et nous obtenons : 


à th ee 


THÉORÈME 2. — Soient H une algèbre à élément unité de 
dimension finie n sur un corps k et i(H) une représentation 
fidèle de H dans &(V) où V est un k-espace vectoriel de dimension - 
finie m. Il existe un anneau local A de corps des restes k et un 
A-module de type fini E tel que: | 

1) E@k s’identifie à V. | 

2) Après identification, i(H) = Im(Q(E) > Q(V)). | 

Explicitons un peu en vue des exemples la représentation 
matricielle. Avec les notations ci-dessus, (x) = i(z) (z) et 
(<r) = 1(2;)(z)). La matrice de », par rapport aux bases _ 
choisies est donc obtenue par juxtaposition des j-èmes colonnes 
des matrices de représentation de i(x,) par rapport à la base Zje 


none A 
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Exemple 1. — H est l'algèbre des matrices à coefficients dans 
‘le corps k de la forme s Ab 
000 
P, est alors 00 4|& P, est 04 of 
Dot :P.— 0. ke * et H est obtenue, a partir de 


A = k[[X;,, X,|] et du module E = Ae, + Ae, + Ae, tel que 


Xe, = Xe, = X1e, = 0. 


Exemple 2. — H est Valgébre des matrices à coefficients 
dans k de la forme : 


a b 0 

eusdéQ 

OH01e 

Rd I. em |) 
La matrice P est alors |0 0 X, X, O}-: 

D Sa | nt Xs 


On prend A = k[[X,, X,, X3]] et E = Ae, + Ae, + Ae, avec 


Xe = Xe, — Xe = Xoeee = X3e3 = 0. 


Exemple 3. — H est l’algèbre commutative des matrices à 
aru G 
coefficients dans k de la forme |0 a O!- 
UP ry Be 


La représentation donnée est la représentation réguliére 
et P est simplement la matrice générique de H. On prendra, 
“donc, A =k{[Xi, X2, Xs]] et E = Ae, + Ae, + Aes avec les 

relations X,e, = 0; Xe, + Xie. = 0; Xse, + Xie, = 0. 


Remaroves. — Nous aurions pu prendre des polynômes 
‘au lieu de séries formelles sans changer le résultat. 

Dans le cas général envisagé au début du paragraphe: 
B anneau, H algèbre sur B, V, B-module, la difficulté qui se 
présente pour démontrer un théorème analogue à celui que 
‘nous avons obtenu est de tenir compte des relations de V et H. 

Soit A un anneau principal et soit H une algèbre à élément 
unité sur A, de type fini en tant que A-module. Si H = L/R 
où L est un A-module libre de type fini, en utilisant la repré- 


‘sentation régulière de H, on voit que H est isomorphe au 
22 
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quotient d’un sous-anneau de &(L). Or, ce sous-anneau est, 
un A-module libre et on peut lui appliquer ce qui précède. IL 
existe donc un anneau B, un B-module de type fini E et ur 
idéal I de l’anneau Q(E) tel que H = &(E)/I. | 


4. Cas d’un module de type fini somme directe 
de modules monogènes. 


On suppose que E est somme directe de sous-modules! 
monogènes, E = Y}_,Ae,; notons a; l’annulateur de Ae;, de 
sorte que Ae, = A/a;. | 

Les formules p;(e;) = Ae, et vj(e;) = 0 si ku définiront, 
effectivement, un endomorphisme de E si et seulement si 
’j(ae;) = 0; cette condition se traduit par Aa; = 0, c’est-à- 
dire Aa; ¢ a; et, finalement, À e (a;: a;). 

Un endomorphisme u de E est combinaison linéaire à 
coefficients dans A de tels endomorphismes: en effet, si 
u(e;) = Xj=;axe, nous poserons ;(e;) = aye; et vjle,) =O 
si ki. Le fait que wu soit un endomorphisme implique 
La ajae, = 0, soit apa,ca(j = 1, ..., n) et nous déduisons 
que 9; est bien un endomorphisme de E. 

Il résulte de ce qui précède que v;(e;) appartient à (a;: a;)/a,.… 
Nous avons alors deux possibilités : | 

1) (a;: a;)/a; n’est pas A/a,, c’est-à-dire a, n’est pas contenu 
dans a;. Alors ¢,(e;) appartient forcément à mE. 

2) a; est contenu dans a, et on peut prendre pour 9;(e) 
n'importe quel élément de A/a;. | 


Proposition 4. — Soient E un A-module somme directe de 
modules monogènes, E = Y}_,Ae, et a; l’annulateur de Ace. 
Soit (e;) la base correspondante de E/mE. Par rapport à cette, 
base, les matrices des éléments de Im(&(E) — L(E/mE)) ne sont 
autres que les matrices (a) telles que ay = 0 toutes les fois que 
€ Ay. | | 

Soit I l’ensemble des indices (1; ..., n). Si on écrit i<j 
chaque fois que a,ca, on obtient une relation de préordre 
sur I et l’ensemble des couples (i, j) tels que a; 0 n’est'autre 
que le graphe de cette relation de préordre, ETS | 

Cas où A est un anneau de valuation discrète: la relation 


LL à SR 
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de préordre devient alors totale. On en déduit, en prenant 
les a; dans l’ordre croissant qu’une algèbre qui peut être 
obtenue à partir d’un module de type fini sur À admet une 
représentation de la forme ci-contre; 
où les blocs diagonaux contiennent des 
éléments arbitraires de k et représen- 
tent la partie semi-simple, les blocs 
inférieurs formés eux aussi d'éléments 
arbitraires forment le radical; les autres 
coefficients sont nuls. La réciproque est 
immédiate. 

Nous allons démontrer la réciproque 
du résultat plus général obtenu ci-dessus. 
Plus précisément, soit G le graphe d’une relation de préordre 
sur [ = (1,...,n). Nous allons montrer qu’il existe un anneau 
local A et un A-module E somme directe de n modules mono- 
gènes, tels que, par rapport à une base convenable, les 
matrices des éléments de Im(@(E) > &(E/mE)) ne soient autres 
que les matrices (a;;) telles que a; = 0 pour (1, J) ¢G. 

Pour cela notons I’ l’ensemble ordonné associé à l’ensemble 
préordonné I. Il nous suffira de montrer : 


© 
(==) 


Lo] 
e 
e 
Ca) 
Ds ste ne bush Bo de 0 


Lemme. — Soit À un anneau local (noethérien) de dimension 
supérieure ou égale à 2 et soit I’ un ensemble ordonné fini. Il 
existe une famille (a;);er didéaux de A deux à deux distincts 
telle que t — a; soit un tsomorphisme d’ensembles ordonnés. 

Montrons d’abord que si À est un anneau noethérien de 
dimension supérieure ou égale à 2, À admet une infinité d’idéaux 
premiers de hauteur 1, donc sans relation d’inclusion. Soit, 
en effet, g un idéal premier de hauteur 2 et supposons qu'il 
ne contienne qu'un nombre fini p,, ..., p, d'idéaux premiers 
de hauteur 1. Il en résulte que g = p, vu -::up,. 

En effet, s’il n’en était pas ainsi soit aeq—p,u:::Up,; 
nous savons que a n’est pas diviseur de 0 car il devrait appar- 
tenir à pu --- up, Le Hauptidealsatz nous montre, alors, 


qu’un idéal premier minimal de (a) est de hauteur 1: or, il 


est nécessairement contenu dans g et ce ne pourrait être qu’un 
des p;, d’où contradiction. Nous sommes donc certains que 
g=piu:-- Up, mais ceci implique que q est l’un des p, et 


_ ceci est impossible. En résumé, nous savons que si À est un 
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anneau local noethérien de dimension au moins 2, il existe 
une suite infinie (p,, ..., Pa...) d’idéaux premiers de hauteur 1. 


Th ra 


ï 
À 


| 


Désignons par S l’ensemble des suites s = (s{(i))ex d’entiers | 
naturels telles que s(i) = 0 sauf pour un nombre fini d’indices 4 . 


et munissons S$ de la relation d’ordre produit s<s’ si ets 


seulement si s(i) < s’(i) pour tout t. L’application de 5S dans 


l’ensemble J des idéaux de A intersections finies de puissances © 


symboliques des p, définie par s > a, =| | p&® est, évidem- 
i 


ment, une application décroissante. Montrons que c’est un 
anti-isomorphisme de structures ordonnées : 
En effet, si a,ca,, en localisant en p;, nous obtenons 


a,Ap,cayAp, c'est-à-dire pX%A,,c pi ®A,, donc s(t) > s’(t) et. 


fi [ods 

Nous voulons, en fait, montrer qu’étant donné un ensemble 
G fini à n éléments toute relation d’ordre sur cet ensemble 
peut être réalisée avec n idéaux de J muni de la relation d’inclu- 
sion. Il nous suffira, d’après ce qui précède, de montrer que la 
relation d’ordre opposée sur G peut être réalisée avec un sous- 


ensemble convenable de S. Ceci va résulter du fait que pour : 


tout ordre Y sur G, le graphe de Y est l’intersection des graphes 
des ordres totaux moins fins que Y et que le graphe de l’ordre 


produit s’identifie à l’intersection des graphes des ordres des. 
facteurs. (Nous renvoyons à Bourbaki, Livre I, Théorie des : 


ensembles, chap. III, § 2, ex. 1). 
On sait donc que G muni de la relation d’ordre opposée à la 


relation d’ordre de départ s’identifie à un sous-ensemble du : 


produit G" où chaque facteur G est muni d’une relation d’ordre * 


total moins fin que l’ordre considéré sur G. Il est alors immé- » 


diat que cet ordre pourra être réalisé au moyen d’un sous- 
ensemble de S. 


Voici des exemples d’algébres du type précédent en dimen- 
sion 3: 


anal nue OlalZobiMrcOl da... say :0luls 0 
Dantes OD), cbtanit Sete Dbe (Op nyt Ditedzy eSercndy bbe sea ae 
nm iite cte Bele Hix Salyer alec: ieeSebe) ieee tial 


i? 0 20% viv 
Zs 4 a) Rdv ait 
OD 258; on di 75 


ne 
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REMARQUE. — Une condition nécessaire et suffisante pour 
. que le procédé donne comme Im(L(E) + L(E/mE)) une algèbre 
semi-simple si E = A/a,@---@A/a, est qu'il n’y ait pas de 
relation d’inclusion entre les a. Il en est de même pour que 
cette algèbre soit commutative : 

En effet, s’il n’en est pas ainsi, si l’on prend les matrices : 


les coefficients non explicités étant 0, et M’ analogue avec des 
, > G r 

a’ de telle sorte que did 1 aja;; soit différent de ajay + aa, 

ce qui sera toujours possible, nous voyons que MM’ ~ MM, 

car les expressions ci-dessus sont les coefficients b; et b; 


de MM’ et M’M. 


5. Quelques résultats sur l’homomorphisme %(E) —  (E/m?E). 


Il résulte d’un théorème d’isomorphisme que E/mE/m.E/mE 
est isomorphe à E/mE et, par conséquent, que si ¢, ..., €, 
est un système minimal de générateurs de E sur À, les 
classes &, ..., &, module m’E fournissent un système minimal 
de générateurs de E/m’E sur A/p. 

D'autre part, la définition même de l’endomorphisme u 
de E/m?’E induit par l’endomorphisme u de E montre que si 
(a;) est, par rapport aux &, une matrice de représentation 
de u, la matrice (4) obtenue par réduction modulo m? des 
coefficients de (a;) est une matrice de représentation de à, 
par rapport aux €; 

Le premier terme O—R—>L—E—0O d’une résolution 
minimale pour E conduit à la suite exacte - 


O + (R + m’L)/m?L > L/m?L — E/m?E > O 


. qui est le premier terme d’une résolution minimale du A/m?- 
module E/m?E. 

Les classes modulo mL de générateurs fi(i = 1, ..., m) de R 
forment un système f, de générateurs de R + m?L/m?L; il 
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n’est pas exclus que f, appartienne à mL et, par suite, donne O 
par passage au quotient. De toute façon, si la matrice P a la 
signification de chapitre I, § 1 corollaire de la proposition 1, 
la matrice P obtenue par réduction modulo m? des coefficients 
de P aura un rôle analogue pour E/n?E. 


—_ Lu RE ee gt D ‘ 
= eee ees SORA 


Si E est A/a-libre où a désigne l’annulateur de E, il est clair — 
que l’application QE) > 2(E/m’E) est surjective pour tout » 


p supérieur ou égal a 1. 


On aurait pu espérer, dans le cas général, que cet homo- « 


morphisme deviendrait surjectif pour p grand. L’exemple 
ci-dessous va nous montrer qu'il n’en est pas ainsi. 
Prenons A = k{[X,, X,]] où A est un corps et 


E = A/(X,) @A/(X:)’. 


Désignons par e, et e, les classes de 1 modulo (X,) et (X,)* | 


respectivement. Elles engendrent E et satisfont aux relations ! 


Xe, = 0 et Xie. = 0. Enfin, désignons par 2, et x, les classes 
respectives de X, et X, modulo m? = (X,, X,)? et par ej ete: 
les classes de e, et e, modulo m?E. Elles engendrent E/m?E sur 
A/m? et satisfont aux relations æe; — O0 et ze, — 0. Les 
formules wu’(e,) = 2?—'e, et u'(e;) = x?-‘e; définissent effecti- 
vement un endomorphisme de E/m?E car u'(x,e;) = u'(xies) = 0. 
S’il existait un représentant u de wu’ dans &(E), il serait nécessai- 
rement de la forme : 


u(e,) = (X27* + g( Xy, X,) )e, € » g(X,, X,)e,, 
u(e;) x = h(X,, X;)e + (X27? rt k(X,, X,) es, 


ou f, g, h sont des séries formelles d’ordre au moins p et k 
une série formelle d’ordre au moins p—1. Or, il est clair que 


u(X,e,) ~ 0 par exemple et u n’est pas un A-endomorphisme … 


e E. 
Un calcul sans difficultés montre que Im(Q(E) — &(E/mE)) 
est l’ensemble des matrices de la forme F MF tandis que 
Im(2(E/m’E) + &(E/mE)) est isomorphe à k si p est supérieur 
ou égal a 2. 


ee. a 


Cas d’un anneau de valuation discrète. — Il est clair que la | 


validité du contre-exemple ci-dessus tient à des conditions 
de non divisibilité. Cette constatation est renforcée par: 
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Proposition 5. — Soit À un anneau de valuation discrète. 
. d’idéal maximal (t) et soit E un A-module de type fini. L’homo- 
morphisme Q(E) — Q(EJ#@E) est surjectif pour p grand. 

Si E= Le A/i™@--- eA/t” où L est A-libre et où mj, ..., n 
est une suite décroissante d’entiers positifs, prenons p supé- 
rieur ou égal à n,. Le A/é-module E/#E s’écrit alors 


L/tLeo A/t™@--- @ A/t”. 


Or, nous avons vu qu’un endomorphisme quelconque de E 
s’obtenait comme combinaison linéaire d’endomorphismes de 
la forme u(e;) = a,e,; u(e,) = 0 si ki où e,, ..., e, est le 
système minimal de générateurs choisi et où a;e A. Nous 
laissons dans ces conditions le soin de vérifier que tout endo- 
morphisme de E/t?E, nécessairement combinaison linéaire à 
coefficients dans A/t? d’endomorphismes du type analogue a 
celui décrit ci-dessus, se laisse relever en un endomorphisme 


de E. 


Remaroue. — On a les trois diagrammes commutatifs 
suivants : 
Q(E) Q(E/mE)  Q(E/m*'E) 2 > &(E/m’E) 


6. fo Op Fe 9p 
\ 


Q(E/mE) Q(E/mE 
Q(E/m?**E) —#® Q(E/nE) 


VA 


Q(E/m?—'E) 


Désignons par S l’image de 0, et S, l'image de 0,. Les inclu- 
sions suivantes sont immédiates : 


Bet Mer, + espe... eS, = %{(E/mE). 


La suite (S,) est évidemment stationnaire car les 5, sont des 
- sous-espaces du k-espace vectoriel S, qui est de dimension 
finie. Le problème se pose donc de savoir quelle est la limite 
des S, ou ce qui est équivalent leur intersection. Les remarques 
qui suivent n’apportent que peu de lumière sur cette question. 
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; LE 
Si w appartient à nS,, supposons que nous sachions relever» 


u en u, de Q(E/m?E) de telle sorte que soit satisfaite la condi-— 
tion : 


(C) Up = Yp(Up+1)- 

Montrons qu’il en résulte que S=fS,. En effet, il est 
possible de supposer A complet car un passage éventuel au« 
complété ne modifie ni S, ni S. Or, nous savons (8) que les 
Hom commutent aux limites projectives et que, d’autre part, 
le complété E de E s’identifie à 1m (E/m’E) Si (C) est satis- 
faite, élément (u,, ..., Up, u,41, ---) est donc un élément de 
dim (@(E/m?E)) = QË) = Q(E). Son image dans 2(E/mE) est 
bien u car élément (U, u, ..., u, ...) sSidentifie à w. | 

Réciproquement, une condition nécessaire pour que S =n$, 


est que (C) soit satisfaite. Nous n’avons pas résolu le problème « 


de savoir si on peut toujours satisfaire à (C). Bien entendu, 
si d, est surjectif pour p grand, (C) sera satisfaite de manière 
évidente mais l’exemple déjà donné dans ce paragraphe 
montrerait que l’on peut avoir S —MS, sans que 4, soit 
surjectif pour p grand. 


Se 


itis 


CHAPITRE III 


IDÉAUX DE L’ANNEAU %(E). 


1. Historique et formulaire : 


L'étude des idéaux de l’anneau Ÿ(E) a été faite dans le cas 
où A est un anneau local dont l’idéal maximal est engendré 
par un élément nilpotent, A n’étant pas nécessairement commu- 
tatif, par Shiffman [20] pour les idéaux bilatéres puis par 
Baer [2] pour les idéaux à droite et à gauche. On peut, dans ce 
cas simple, donner, explicitement la structure des sous-modules 
caractéristiques. Dans le cas A local quelconque et E A-module 
de type fini ou non, on a un formulaire partiel analogue mais 
certaines des formules de Shiffman-Baer ne sont plus vraies, 


» même si E est de type fini. 


Nous allons nous borner 4 rappeler le formulaire de Shiffman- 
Baer pour les idéaux bilatéres; le cas des idéaux a droite ou 


& gauche se traiterait de maniére analogue et il suffirait, en 


fait, de supprimer « caractéristique » pour les modules et de 
rajouter « à droite » ou « à gauche » pour les idéaux. On peut 
attacher à un sous-module caractéristique C deux idéaux 


» bilatères : d(C) = Hom, (E, C) et g(C) ensemble des ue &(E) 


dont le noyau contient C. Si C n’était pas caractéristique, 
d(C) serait un idéal à droite et g(C) un idéal à gauche. 

À un idéal bilatére i, on peut associer deux sous-modules 
caractéristiques : 


D(i) = 3 enu(E) 


et 


—— RSS = it x 


G(i) = (x e E/u(x) = 0 pour tout u de 1). 


Les applications g, G (resp. d, D) définissent une correspon- 


+ PO 
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dance de Galois (resp. une correspondance de Galois inversée), « 
ce qui entraine les formules : 


1a) G(g(C)) >C g(G(i)) >i 
1b) Did(C))cC d(D(t)) <i ; 
a) g(Cy) > 8(Ca) et d(C) d(C) i QeG 
2b) G(i) > GU) et D(jeDG) si def 
3a) g(G(g(C))) = g(C) G(g(G(z))) = G(2) 
3) d(D(a@))=aC)  D&D() = De) 
auxquelles viennent s’ajouter 
4) j.t = 0 est équivalent 4 D(i) ¢ G(7) 
5) g(C).d(C) = 0. 


Shiffman déduisait de la validité de ces formules et de la 
formule : 


6) d(D(C)) = CG  g(G(C)) = C 


que nous montrerons inexacte dans le cas M dibe qu’il 4 
avait identité entre idéaux de la forme d(C) (resp. g(C)) et 
idéaux caractéristiques à droite (resp. à So un idéal 
d est dit caractéristique à droite (resp. à gauche) s’il existe 
un idéal a tel que d soit l’annulateur à droite de a (resp. l’annu- 
lateur à gauche). 

Une partie du résultat de Shiffman se transpose littérale- 
ment et on peut montrer : 


Proposition 1. — Un idéal caractéristique à droite (resp. à 
gauche) est du type d(C) (resp. g(C)). 

J’ignore si la réciproque est exacte dans notre cas, c’est-à- 
dire si un idéal d(C) (resp. g(C)) est caractéristique à droite 
(resp. à gauche). Elle l’est dans le cas envisagé par Shiffman. 

On peut évidemment mettre sur l’ensemble des sous-modules « 
caractéristiques deux relations d'équivalence par d(C) = d(C’) 
et g(C) = g(C’) et leur étude se révélerait peut être fructueuse. 


2. Quelques remarqueés 
sur les sous-modules caractéristiques. 


Si C et C’ sont caractéristiques, il en est de même de C + C’ | 
car, Si ue L(E), u(C + C’) = u(C) + u(C’) e C + C’. En parti- 


culier, si C est caractéristique, il en est de méme de C + mE 
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et il résulte du lemme de Nakayama que tout sous-module 


caractéristique maximal parmi les sous-modules caractéris- 


tiques distincts de E contient mE. 


PROPOSITION 2. — Letom, (8, mp) UE) = mE. 

En effet, si (u;) (7 = 1, ..., p) est une base minimale de m sur 
A, un systéme de générateurs de mE sur A est constitué par 
les pe, (j = 1, …, p; v= 4, ..., n). Il suffit, donc, de montrer 
que ue; peut être obtenu dans le premier membre et c’est 
évident si on prend l’application w&,.1 où 1 est l’application 
identique de E. Il est, d’ailleurs, clair que l’on a un résultat 
analogue si l’on remplace m par un idéal a quelconque de A. 

Si C est un sous-module caractéristique maximal, il peut se 
faire que l'application canonique de Ÿ(E) dans @(E/C) soit 
surjective sans que E soit A/Ann(E)-libre. 


Exemple. — À = k[[X;, X2]] et E=Q(E) = A[[X,]] © k[[Xe]]- 
Un sous-module caractéristique maximal est, par exemple, 
C= XANXIeAlXI et  4(E/C) =k; 


or, 


Hom, (E, C) = X,k[[X,]] © [| Xe] 


et donc, 


@(E)/Hom, (E, C) = k. 


Il n’en est pas toujours ainsi: on prend, par exemple, 
A = R[[Xi, X,]] où R est le corps des réels et E quotient du 
A-module libre Az,@Aa, par le sous-module engendré par 


ÿ = Xiti + Xo% et ya = Xoty + Xz. 


Alors, &(E)/Hom,(E, mE) est isomorphe au corps C des 


complexes. Le seul sous-module caractéristique maximal est 


mE mais &(E/mE) n’est pas isomorphe à C. 


En fait, on a deux possibilités pour un sous-module maximal : 


il est fidèle ou il ne l’est pas. Dans ce cas, soient F ce 


module et a son annulateur; il est clair que F = Ann(a), 
ensemble des xe E tels que az = 0 si E est lui-même fidèle. 


“Tl en résulte que F est caractéristique et que E/F est simple, 


ao pe D + 


donc isomorphe au corps des restes k. D’autre part, 


Hom, (E, F) n Ac Hom, (E, mE) n A = m 
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DL 


et, donc, Homa(E, F)n A=m et on en déduit que A/m se. 
plonge dans {(E)/Hom, (E, F), et que ce quotient est Afm=k, 


d’où la surjectivité. 


3. Idéaux bilatéres maximaux de Ÿ(E). 


Lemme. — Soit R un anneau, non nécessairement commutatif, 
à élément unité et soit I un idéal bilatére maximal de R, alors I 


contient le radical de Jacobson r de R. 

En effet, si I ne contenait pas r, puisque I est maximal et r 
bilatère, 1 + r = R: il existerait, donc, a er et bel tel que 
b = 1 — a mais 1 — a est inversible et ceci impliquerait I = R. 

Soit, alors, I un idéal bilatère maximal de %(E) où E est 
un module de type fini sur A local. L'idéal I contient le radical 
de Jacobson r, donc, à fortiori, Hom,(E, mE). Le A-module 
Q(E) est un A-module noethérien comme quotient d’un sous- 
anneau de M,(A) si nous faisons ’hypothése A noethérien. Le 
A-module I est, donc, engendré par des éléments Ww, ..., Up 
en nombre fini et si wel, il s’écrit aju, + --- + a,u, avec 
a,eA (t= 1, ..., p) et, par suite, u(E) est contenu dans 
u,(E) + --- + u,(E) en sorte que D(I) = u,(E)+ --- + u,(E). 
Nous poserons pour simplifier D(I) = C. 

Soit + application canonique de Q(E) dans 


S = Q(E)/Hom,(E, mE) 


et soit ¢(1) =I: c’est un k-espace vectoriel engendré par les 


classes U,, ..., Up de wW, ..., Up, respectivement modulo 
Hom, (E, mE). Posons, enfin, C= C/mE = (E)+ --- +7,(E) 
où E est E/mE. Si » e Hom, (E, C) et si 5 = ¢(¢), alors 5(E) est 
contenu dans C. 

Considérons l’idéal à droite I’ de QE) engendré par I: 
il est, en tant qu’idéal engendré par %, ..., u,. Si donc wel’, 
u peut s’écrire U7, + --- + u,w, où #, e QE) pour i — 1, ..., p. 
On en déduit que u(E) € C. Un résultat classique sur les idéaux 
à droite de QE) montre que I’ est l’ensemble des ÿ de Q(E) 


tels que #(E)cC. Donc #(E)cC implique que sel’. En | 


définitive, »(E) € C implique ¢ eI’ nS. 


I'nS est un idéal à droite de S mais c’est également un. 


mme - 
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idéal à gauche car, si e l’, # s'écrit um, + --- + u,w, avec les 
notations ci-dessus. Si WES, #P = W,HU,,--- + HUW, mais, 
comme #4; € l'(1 = 1, ..., p), on voit que #9 e I’ donc # EI’ nS. 
Tout ce qui précéde est évidemment valable si I est un idéal 
bilatère contenant Hom, (E, mE). Nous voyons, done, 


Proposition 3. — Une condition nécessaire et suffisante 
pour qu un idéal bilatère 1 contenant Hom, (E, mE) soit de la 
forme Hom, (E, C) est que I’nS =I si I= I/Hom,(E, mE) et 
P= IE). 

En effet, s’il en est ainsi (E) ¢ C implique #(E) e C et ceci 
implique # dans I, soit, puisque I contient Hom,(E, mE), » 
dans I. Il en résulte l'inclusion Hom, (E, C) € I mais l'inclusion 
en sens inverse est immédiate. La condition est, donc, suffi- 
sante et elle est évidemment nécessaire. 


Corotiarre. — Si S est commutatif, tout idéal bilatère I 
contenant Hom, (E, mE) est de la forme Hom, (E, C) où C est 
caractéristique. 

Nous reportons la démonstration de ce corollaire au para- 
graphe 8. 


Revenons au cas où I est un idéal bilatère maximal: 
Q(E)/I = S/I est alors une algèbre simple et on a les seules 
possibilités : 

4) l'a S = T, soit I= Hom, (E, C). Si C’ est un sous-module 
caractéristique maximal contenant C et distinct de E, 
Hom,(E, C) est contenu dans Homa, (E, C’) et donc 
I= Hom, (E, C’).: 2 oi: 

2) I’nS=S. Ceci implique I’ = &(E), soit C— E et, par 


suite, C = E. Nous verrons ultérieurement que ceci est possible. 


4. Réciproque. 


Nous nous proposons de montrer, réciproquement, que si C 
est un sous-module caractéristique maximal, Hom, (E, C) est 
- un idéal bilatére maximal. 

Soit u & Hom, (E, C). Considérons l’idéal bilatére engendré 
par u dans Ê(E), c’est-à-dire l’ensemble des sommes finies 
guy, +--+ + TuYp OÙ 4%, ye(E). Il est évident que 
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(a,uy, + --- + x uy;) (E) est ie dans 2,u(E) + --: + sue. 

Ganaid Gravis le sous-module &,,eue) aju(E) : il est caractéris- 
tique et non contenu dans C car u(E) n’est pas contenu dans C. 

Il s’ensuit que. 


C + &,, eam xu(E) = E. 


Nous passons au quotient par C pour les modules et par 
Hom, (E, C) pour les idéaux : dans ces deux cas y désignera la 


classe de y. Il vient si S est l’image de &(E) dans &(E/C) 
es 20(E)— E 

1) $ est semi-simple. — Désignons par rad ($) le radical de 
Jacobson de $. L’anneau § est artinien. Soit donc p l’entier 
tel que rad (S)? = 0 et rad (S)?-' 4 0. Si 5 est un élément non 
nul de rad (S)?—' et si à appartient à rad (S), il résulte de ce que 
äü appartient à rad(S) que 6%, appartient à rad (S)? = 
Mais, alors, #(É) est contenu dans #(2;,e5 &ü(Ë)) et, a fortiori, 
dans 2-5 #&ü(Ë) qui est 0. Ceci contredit l’hypothèse faite 
sur 9 et il s’ensuit que p— 0 et rad ($) = 0. Puisque $ est 
artinien, il est semi-simple. 


2) S est simple. — Soit, en effet, à un idempotent non nul 
dans le centre de $. Alsird; 


(4 — à) (E) = Y;,es¢(1—aw(k)=0 et a=1. 

En vertu de (6) (corollaire 1 de la proposition 12 du n® 5, 
§ 5), le centre de $ est un corps et S est simple. Puisque 
Q(E)/Hom, (E, C) =S est simple, Hom, (E, C) est un idéal 


bilatère maximal et nous pouvons énoncer : 


THÉORÈME 1. — Si I est un idéal bilatère maximal de QE), 
ou bien I est de la forme Hom, (E, C) où C est un sous-modulet 
qui peut étre choisi caractéristique maximal ou bien le sous- 
module D(I) = dy ex u(E) est E tout entier. 

Réciproquement, si C est un sous-module oaractéristiqual 
maximal, Hom, (E, C) est un idéal bilatére maximal. 

On pourra remarquer l’analogie avec la structure des idéaux 
maximaux (à droite) d’un espace vectoriel de dimension infinie. 
Cette analogie est assez naturelle dans le cas où l’anneau local A 
contient un corps isomorphe à A/m. 


ner : <- 
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5. Idéaux a droite maximaux. 


Nous reviendrons ultérieurement sur les idéaux bilatéres 
maximaux. En ce qui concerne les idéaux à droite maximaux, 
le § 3 se transpose littéralement, c’est-a-dire : 


THÉORÈME 2. — Si I est un idéal à droite maximal, I est ou 
bien de la forme Hom, (E, F) ow F peut être choisi maximal ou 
bien tel que X,exu(E) = E. 

La réciproque n’est plus vraie; si F est un sous-module 

maximal Hom,(E, F) n’est pas forcément un idéal à droite 
maximal. La raison en est facile 4 comprendre; admettons 
l’analogue du corollaire de la proposition 3: 
Stu:S est commutatif, tout idéal à droite maximal est de la forme 
Hom, (E, F) ow F peut être choisi maximal, forme qui résulte 
du fait qu’un idéal a droite contenant Hom,(E, mE) est 
nécessairement bilatére. 

Si la réciproque était vraie, on aurait si r désigne le radical 
de Jacobson de QE), r = N Hom, (E, F) ot F parcourt l’en- 


semble des sous-modules maximaux, soit 
r = Hom, (E,M F) = Hom, (E, mE) 
puisque F est le radical de E, c’est-à-dire mE ((6) § 6 ex. 29). 


Or, S commutatif n’implique pas S semi-simple : 

Exemple : A = k[[X:, Xs, X3]] où k est un corps et où Xj, Xe, 
X, sont des variables. On prend E = Ae, + Ae, + Ae, avec les 
relations Xe, = 0; Xse + Xie, = U, Xses "0. 

S = ImQ((E) > Q(E)) est l’ensemble des matrices de la 


forme : 


75 Mr pa ec 
ab. WU 
ek 1 


à coefficients dans k. 


Considérons le sous-module F = me, + Ae, + Aes où m est 
Vidéal (X,, X2, Xz). Il est clair que F est maximal et on voit, 
sans difficulté, que F = Ae, + Ae. Il n’est pas caractéris- 
» tique car si F est F/mE, F = kz, + ka, avec des notations 
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évidentes et si weS, u(Z,) = dm + am et U(Ts) = CT, + at, et 
F n’est pas invariant par S. 

Hom, (E, mE) = Hom, (E, F). — En effet, u ¢ Hom, (E, F) 


est équivalent à we Hom,(E, F)as. Or, Hom, (E, F) est 
l’ensemble des matrices de la forme: 


Vea 0 
Qy ds a, 
bi D: bs 


et on en déduit que Hom,(E, F) n S=(0), c’est-à-dire Hom, (E, F) 

contenu dans Hom,(E, mE) et puisque l'inclusion en sens 

inverse résulte de ce que mE c F, Hom, (E, F) = Hom, (E, mE). 
Nous voyons donc: 


1) Un sous-module non caractéristique peut donner lieu à un 
idéal bilatère. 
2) Un sous-module maximal ne donne pas forcément un idéal 
à droite maximal. 
Si on considère maintenant les deux sous-modules maxi- 
maux : 
C = Ae, + Ae, + mes 
C, = Ae, + me, + Ae 


on vérifie comme ci-dessus qu'ils sont caractéristiques et 
donnent par suite deux idéaux bilatères maximaux Hom, (E, C;}" 
et Hom, (E, C,). Comme S est local, on doit avoir 
Hom, (E, C,) = Hom, (E, C) = Homa, (E, C, n C,) 
ou 
C, n CG = Ae, + me, + mes. 
D'où 


3) Deux sous-modules caractéristiques distinots peuvent donner | 
le même idéal bilatère. 


6. Idéaux à gauche maximaux. 
Tout ce qui sera dit dans ce paragraphe sur les idéaux à 


gauche maximaux se transpose facilement aux idéaux bila- 
tères maximaux. 


ANNEAU DES ENDOMORPHISMES 353 


. Soit I un idéal à gauche maximal de QE). Désignons par 


_F = F(1) l’ensemble des x de E tels que u(x) e mE pour tout 


u de I. Si A est noethérien, le A-module I est engendré par 
Uy, ---, Up et F =f) F; si F; est l’ensemble des x de E tels que 
u;(x) = mE : 

En effet, size fF; et ue I, on peut écrire u= au, + +--+ au, 
avec a; dans A et on en déduit 


u(x) = au(x) + --- + a,u,(xz) emE et zeF. 


- Soient I = I/Hom, (E, mE) et F = F/mE et désignons par 'I 
_Pidéal à gauche engendré par I dans QE); il est immédiat que 


—\) os.” ‘ 


‘I est l’ensemble des 9 e Q(E) tels que 9(F) = 0. 

L'idéal ‘In S est un idéal à gauche de S et nous avons les 
deux possibilités : 

Tela S'S: “deci implique I’ ='¢(E) puis F —=0 et; 
finalement, F = mE. 

2) 'InS =I: lappartenance de wu aI est équivalente à la 


- conjonction des deux conditions: wu est dans S et u(F) = 0. 


On en déduit que u est dans I est équivalent a u(F) c mE. 


THÉORÈME 2. — Soit I un idéal à gauche maximal de &(E). 
Soit F l’ensemble des x de E tels que u(x) appartienne à mE pour 
tout u de I. Si F est distinct de mE, I est l’ensemble des u de 
Q(E) tels que u(F) soit contenu dans mE. Dans ce cas, I est aussi 
l’ensemble des u de Q(E) tels que u(F’) soit contenu dans mE où 


» F’ est un sous-module qui peut être pris minimal parmi les sous- 


modules contenant mE. 


7. Quelques exemples montrant l’existence éventuelle 


- d’idéaux bilatères présentant les anomalies rencontrées ci-dessus. 


Prenons A = k{[X]] et E = kek[[X]]/(X2) @A{[X]]/(X®). 


_L’algébre S est alors l’ensemble des matrices triangulaires : 


as, 0,00) 
PAT PERL 
“a RE 


4 coefficients dans k. 


Désignons par R l’anneau Q(E) et prenons I tel que son 
23 
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image I dans S soit l'idéal de S formé des matrices pour les- 


quelles a, = 0. Le quotient S/I est isomorphe a k et, par suite, 
I est maximal. 
Considérons d’abord I comme idéal à droite et montrons que 
Rhea 
BU AU IR eg UE a,b, a,b, a,b, 
(1) b, 0: OL la, “ay aa a,b, yO, 
b, 00| late a,b, ~a,b}) ab, 


Il suffit de choisir b,, ..., 5; de telle sorte que 


Tee ae? 
det tp,” bi "+! 
Uy le. 


soit différent de 0 pour qu’au moyen d’une somme de trois 
termes convenables du type (1) avec dans le premier les b,, 
dans le second les b; et dans le troisième les bj, on puisse 
obtenir n’importe quel élément de R par résolution d’un 
système de Cramer. 

Ceci montre que Y,eru(E) = E. 

Si nous considérons maintenant I comme un idéal a gauche, 
un procédé analogue (qui revient a faire la symétrie par rapport 
à la diagonale secondaire) montre que RI = R et, par suite, 
que le sous-module F considéré dans le § 6 est mE. 


ele edie 


En compliquant très légèrement cet exemple et plus préci- — 


sément en prenant des matrices triangulaires d’ordre 4, on 
verrait que deux idéaux maximaux distincts peuvent donner 
lieu a cette circonstance. 


8. Il est, toutefois, deux cas simples dans lesquels cette » 


circonstance est impossible : 

a) On suppose que Q(E) est complètement primaire. 

Il y a alors dans E au moins un sous-module caractéristique 
maximal et il fournit l’idéal bilatère maximal. Comme il n’y 
en a pas d'autre, le résultat annoncé est évident. Ce résultat 
pourrait être déduit directement du lemme de Nakayama. 

b) On suppose que S= &(E)/Hom, (E, mE) est commutatif. 

Ceci constitue la démonstration du corollaire de la proposi- 
tion 8. Soit I un idéal bilatère contenant Hom, (E, mE) et tel que 
I = I/Hom, (E, mE) soit premier et montrons que ]RnS=I. 


~ 
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Le S-module R est, en effet, de type fini. Soit (1, Z,,...,Z,) 


un système de générateurs de R sur S. On peut écrire si ae IR 


a1 = ty + Uo/o + --- + UipLy 
A. Ly = ip + tpelag +--+ + tppLy 

La méthode du déterminant de Krull, valable parce que S 
est commutatif, donne alors pour a une équation de dépendance 
intégrale a? + q?2+ --- + q,=0 où gel. Donc æel et 
si I est premier ou plus généralement intersection d’idéaux 
premiers ae I. Ceci constitue la démonstration annoncée. 

En particulier, un idéal bilatère maximal I est tel que I 
soit premier et I est, donc, de la forme Hom, (E, C) avec C 
caractéristique maximal. 

Remarquons que la démonstration faite ci-dessus reste 
valable si l’on suppose I intégralement clos. 


9. Un contre-exemple à la formule D(d(C)) = C. 


Reprenons l’exemple de $ 5. Le sous-module C, est caracté- 
ristique. Posons I = Homi(E, C,) = d(C,): il est clair que I 
contient Hom, (E, mE) et, par suite, que D(I) contient mE. 
Le lemme de Nakayama montre que D(I) Æ G équivaut a 
D(I)/mE + C,/mE; @ appartient aI si et seulement si il appar- 
tient à S n Hom, (E, C,) car S est commutatif. Mais il est immé- 


“diat que Hom, (E, C,) est l’idéal à droite de Q(E) formé des 


matrices de la forme : 


a, A, Ag 
Duy Os. 0s 
ee 


par rapport a la base considérée dans § 5. 


Donc, Hom, (E, C) est l’ensemble I des matrices de la forme : 


CVS ¢ 
0 0 0 
0 0 0 


+ est, d’ailleurs, le radical de S. Il est, alors, immédiat que 
D(I)/mE est kz, et est contenu strictement dans C, qui est 
kd, + ka, car D(I)/mE est Zresu(E). 


— rs)". 


EE 
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CHAPITRE IV 


Nous nous proposons de rassembler dans ce chapitre un 


certain nombre de résultats sur le dual E* de E. | 


1. Une généralisation du sous-module de torsion. 


Proposition À ET DÉFINITION. — Soient À un anneau commu- 
tatif, K son anneau total des fractions, E un A-module et T un 
sous-module. Il y a équivalence entre: 

L 


1) T est le noyau de l’homorphisme E> E@ K. | 


2) T est l’ensemble des x de E dont l’annulateur contient un: 
élément régulier de A. | 
T sera dit le sous-module de torsion généralisée de E. 
L’équivalence de 1) et 2) résulte, immédiatement, du lemme 3° 
des Préliminaires. Le fait pour x de E qd appertensr à T est! 
donc, équivalent à l’existence de a régulier de A, tel que 
ax = 0. Cette définition a les conséquences suivantes : 
T,) Si Panneau A est intègre, le sous-module de torsion! 
généralisée coïncide avec le sous-module de torsion. : 
T;) T est caractéristique: en effet, si xeT, il existe a 
régulier de A tel que ax = 0 et pour tout we (E), au(x) = 0 
et u(x) eT. | 
Ts) Le quotient E/T du module E par son sous-module de 
torsion généralisée n’a pas de torsion généralisée: si 3 e E/T 
est tel qu’il existe a régulier de A avec az = 0, are T si a est 
un représentant de %; il existe, donc, b rébulièr dans A tel 
que bax = 0 et, par suite, xe T et % = 0. | 


: 
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T,) Si E est fidèle et T de type fini, par exemple si E est 
. noethérien fidèle, E/T est fidèle. Il existe, en effet, a régulier 
dans A tel que aT = 0. Si b de A est tel que b.E/T — 0, 
alors bEc T et abE = 0. La fidélité de E montre alors que 
ab=0 et b= 0. 
_ Toutes ses propriétés sont vraies pour le sous-module de 
torsion dans le cas où A est intègre. 
T;) Contrairement à ce qui se passe dans ce dernier cas, il 
_n’y a pas de raison pour que le sous-module de torsion généra- 
lisée soit pur: on a, en effet, bE a T = bT si b est régulier 
dans A mais on ne peut rien affirmer si b est diviseur de 0. 
T,) Si E est un A-module, le dual (E/T)* de E/T est égal au 
dual E* de E: en effet, si u: E> A et eT, on a au(x) = 0 
avec a régulier, d'où, u(x) = 0 et _-u(T) = 0. Donc, 
Hom, (T, A) = T* = 0. La suite exacte : 


O — Hom, (E/T, A) > Hom, (E, A) + Hom, (T, A) 


donne, alors, le résultat. Le dual d’un module ne peut, donc, 
déterminer celui-ci qu’au sous-module de torsion généralisée 
près. Si À est principal, il le détermine effectivement modulo 
ce sous-module. 
T,) Si le A-module E n’a pas de torsion généralisée, l’appli- 
cation canonique de E dans E@ K où K est l’anneau total des 
quotients de À est injective. 
| . , ° 
2. Ce paragraphe contient essentiellement une présentation 
légèrement différente de résultats de Rees [16] un peu généra- 
_lisés. 
Proposition 2. — Soit A noethérien intègre, de corps des 
fractions K, et soit E un A-module de type fini, les assertions 
_suivantes sont équivalentes : 
1) E est fidèle. 
_ 2) E@K est différent de 0. 
_ 3) Hom, (E, A) est différent de 0. 
4) Homk (£ @ K, K) est différent de 0. 
- L’équivalence de 2) et 4) est immédiate car E@ K est un 
espace vectoriel sur K. Non 2) implique Non 1) car aE = 0 


| 
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implique a(E ® K) si l’on remarque que (aE) @ K se plonge dans 
E@K, en raison de la platitude de K, et que (aE) @9K=a(E@ K) 
comme on le voit en calculant dans E @ K. 


Non 2) implique que E est un module de torsion et, puisque! 
E est de type fini, que E n’est pas fidèle, soit Non 1). 
Enfin 3) et 4) sont équivalents car 


Homx (E ® K, K) = Hom, (E, A)@K et Hom,(E, A) 


se plonge dans Hom,(E, A) @K car, Hom, (E, A) est sans; 
torsion. 


TutorEMeE 1. — Soit A un anneau noethérien et soit E un: 
A-module de type fini fidèle. Il y a équivalence pour un A-module : 
F entre: 

1) Fins 0, 

2) Hom, (E, F) = 0. 


La démonstration de ce lemme s’appuie sur le lemme: 


Lemme. — Si l’idéal p de A est premier (ou plus généralement ! 
intégralement clos), et si E est un A-module de type fini fidèle, , 
E/pE est fidéle en tant que A/p-module. 

Soit, en effet, a e A/p tel que a. E/pE = 0. Sia est un repré: : 
sentant de & dans A, ceci équivaut à aE c pE, c’est-à-dire, sii 
€, «+. €, sont des générateurs de E a: ae, = 2}-;bye, où! 
b;e pli = 1, ..., n). La méthode du déterminant de Krull! 
donne, alors, det (bj, — o,a)e; = 0 pour i = 1, ..., n. Puisque: 
E est fidèle, det (b; — dja) = 0. En développant ce déter-: 
minant, on obtient pour a une équation de dépendance inté- - 
grale: a"— ba"-'—--.-—b,=0 où b;epi. La définition! 
d’un idéal intégralement clos montre, alors, que ae p, soit : 
a = 0. Plus simplement, si p est premier, a"e p, donc, ae p. | 

Démonstration du théorème: il est clair que l’on peut: 
supposer F de type fini. Si F est différent de 0, il existe un! 
idéal premier p, en fait associé à F, et différent de A tel que A/p 
se plonge dans F. Il nous suffit de montrer que Hom, (E, A/p) | 
est différent de 0. Or, Hom, (E, A/p) s’identifie canoniquement 
à Hom,,(E/pE, A/p) et E fidèle implique E/pE fidèle en! 
tant que A/p-module, donc Hom,,,(E/pE, A/p) est différent 
de 0. Le théorème est, donc, démontré. 


CR ee 
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3. Anneau des endomorphismes d’un dual et d’un bidual. 


Rappelons la proposition suivante (4): 


Soient A un anneau commutatif et E, F, G des A-modules, 
l'application qui à g: E@ F — G fait correspondre 


g': E + Hom, (F, G) 


par (g'(x)) (y) = g(x@y) pour xeE et ye F est un isomorphisme 
de Hom, (E @F, G) sur Hom,(E, Hom, (F, G)). 

Soit alors + l’application canonique de E dans son bidual 
E*: elle est définie par 9¢(%)=2" où w"(a*)=a2*(x) si 
ze, x «E*. Si ueQ(E), il lui correspond w’:E — E™ où 
u’ = gu. Considérons alors la suite d’isomorphismes : 


Hom, (E, Hom, (E*, A)) > Hom, (E @ E”, A) 
— Hom, (E*, Hom, (E, A)) = L(E*). 


Elle fait correspondre à u’ : E> E™ défini ci-dessus u” : E* > E* 
par la formule: w’(x)(y*) = u”(y*)(x) si ae E et y" e E*. Nous 
obtenons, done, u"(y*\(x) = e(z)(y") = 9(u(2)) (y") = y*(u(a)) 
et ceci montre que u” =‘u où ‘u désigne la transposée de u. 

Nous voyons, donc, que &(E*) est canoniquement isomorphe 


à Hom, (E, E™*) et de plus: 


Proposition 3. — Une condition nécessaire et suffisante pour 
que la transposition soit un isomorphisme du A-module $(E) 
sur le A-module Q(E*) est que l’application canonique 9 de E 
dans son bidual E** soit un isomorphisme. La transposition 
est alors un anti-isomorphisme d’anneaux. 

Une condition nécessaire pour qu’il en soit ainsi est, puis- 
qu’un dual et a fortiori un bidual n’a pas de torsion généralisée, 
que E n’ait pas de torsion généralisée. Plaçons nous, alors, dans 
la situation suivante: A est un anneau noethérien intègre de 
corps des fractions K et E est un A-module de type fini sans 
torsion. Si N est le noyau de l’application canonique + de E 
dans E** on a, par platitude, la suite exacte : 


0—_>N@ K—-E9 K "2 E"@K 
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mais, E*@ K s’identifie canoniquement à (E® kK)", toujours 
pour des raisons de platitude. Le K-espace vectoriel (E ® K) 
est de dimension finie égale au rang de E. L'application cano- 


nique de E@K dans (E@ kK)" est un isomorphisme de » 


A-modules et c’est visiblement 9@1; par conséquent, N@K=0 © 


et N—0 car N est sans torsion et se plonge dans N @ K. Le | 


conoyau S de 0 est tel que S@ K=0 et S est donc un module 
de torsion. 


Tutorime 2. — Si E est un module de type fini sans torsion 
sur l’anneau noethérien intègre À, l’application canonique 9 


de E dans son bidual E™ est injective et le conoyau de h est un « 


module de torsion. Alors, la transposition est un isomorphisme 
(resp. anti-isomorphisme) de A-modules (resp. d'anneaux) de 
Q(E) dans {(E™). 

Nous renvoyons 4: Rees Polar Modules, Proc. Cambridge 
phil. Soc., t.52, 1956, pp. 605-610 pour la démonstration du fait 
que les homomorphismes canoniques font de E* un facteur 
direct de E** et plus généralement de E™ un facteur direct 
de E“+® si n >1 où _E®t” désigne le dual de E® avec 
E® = E. Donc, 


Proposition. — Soient A un anneau commutatif et E un 


A-module. La transposition applique Q(E*) isomorphiquement — 
en tant que A-module sur un facteur direct de Q(E*) et anti- « 


isomorphiquement en tant qu’anneau. 


Remarques. — Il peut se faire qu’il existe un isomorphisme * 


de A-modules de Ê(E) sur {(E*) qui ne soit pas la transposi- 
tion. Identifions alors {(E*) à Hom, (E, E*) au moyen des 
isomorphismes canoniques et désignons par À l’homologue dans 


Hom, (E, E™) de l’application identique de E. Supposons E 
fidèle. 


1) h est injectif : si N, est en effet, le noyau de h, la suite exacte 
O->N-+E + E* donne la suite exacte : 
O — Hom, (E, N) > Hom, (E, E) + Hom, (E, E*). 


Nous en déduisons Hom, (E, N) = 0 et N=0 puisque E est 
fidéle. 


Oty, wand 


TON ETES 
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Remarquons que, si A est intègre Q(E) = &(E*) implique 


la fidélité de E. 


2) Le problème d’une éventuelle surjectivité est plus délicat : 
on a la suite exacte 

O —> &(E) — Hom, (E, E*) > Hom, (E, S) > Exti (E, E)... 
si S est le conoyau de h. Si Exti(E, E) —0, on en déduit 
Hom, (E, S) = 0, soit S = 0. Done, 


Proposition. — Si le A-module E est fidèle et s’il existe un 
isomorphisme (éventuellement distinct de la transposition) du 
A-module Q(E) sur le A-module &(E*), la condition Ext (E, E) =0 
implique que cet isomorphisme est induit par un isomorphisme 


de E sur E**. 
Il est inutile de faire l’hypothèse E fidèle si A est intègre. 


4. Nous nous proposons de résoudre le problème suivant : 
caractériser les modules de type fini E sur l’anneau local A 
d’idéal maximal m tels que: 


Hom, (E, m) = m Hom, (E, A). 


Plus généralement, si F est un A-module de type fini, suppo- 
sons que Hom, (E, mF) = m Hom, (E, F). Cette condition est 
satisfaite si E est libre. Si E = L/R où L est libre, on peut 
écrire la suite exacte : 

O — Homa, (E, F) + Hom, (L, F) 
—> Homa, (R, F) > Exti(E, F) > 0. 


Nous poserons S = Hom, (L, F)/Hom,(E, F). 
Il est clair que 


Hom, (E, mF) = Hom, (E, F) n Hom, (L, mF) 
= Hom, (E, F) n m Hom, (L, F) 


et ceci nous montre que les assertions suivantes sont équiva- 
lentes : 

a) Hom, (E, mF) = m Hom, (E, F). 

b) Hom, (E, F)/m Hom, (E, F) s’injecte naturellement dans 
Hom, (L, F)/m Hom, (L, F). 


c) L’application canonique de 


Hom,(E, F)@k dans Hom, (L, F) @ k 


NE 


est injective. Écrivons, alors, la suite exacte : 


— Tors (Hom, (E, F), k) > Tor} (Homa, (L, F), k) + Tor} (S, k) 
—> Hom, (E, F) @k— Hom, (L, F) @k > S ® k—>0: 


| À 

} 
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Nous en déduisons que a) est équivalente à 
d) Im (Tor! (S, k) > Hom, (E, F) @ k) = 0. 


Cette condition se simplifie si Hom, (L, F) est libre, c’est- 
à-dire si F est libre puisque Hom, (L, F) est canoniquement 
isomorphe à F" si le rang de L est n. 

En effet, dans ces conditions Tors (Homa, (L, F), k) =0 et d) 
se réduit à Torf (S, k) —0, c’est-à-dire à S est libre (8). Il 
revient au même de dire que S est facteur direct de Hom, (L, F) 
et, également, que Hom, (E, F) est facteur direct de Hom, (L, F) 
Ceci est valable si F = A, d’où 


THÉORÈME 3. — Soient À un anneau local d’idéal maximal 
m et E un A-module de type fini. Si E est quotient du A-module 
libre L, une condition nécessaire et suffisante pour que Hom, (E, 
m) = m Homa, (E, A) est que le dual E* de E soit facteur direct 
du dual L* de L. 

On en déduit. 


CoRoLLAIRE 1. — Sous les hypothèses du théorème, E* est 
libre. 
CoRoLLAIRE 2. — Si A est un anneau de valuation discrète, 


Hom, (E, m) = m Hom, (E, A) pour tout A-module de type fini E. 

En effet, E = L’@T où L’ est libre et T de torsion; il suffit. 
de prendre T quotient du module libre L” et L = L’@L” car 
E* = L’*, La vérification directe de ce résultat est d’ailleurs 
facile. D’autre part, on a un résultat analogue pour un module 
de type fini E sur un anneau local A intègre si E est somme! 
directe d’un module libre et d’une module de torsion. | 


REMARQUE. — La méthode utilisée ci-dessus peut être 
employée pour la caractérisation des E tels que 
Hom, (E, aF) = a Hom, (E, F) 


où a est un idéal quelconque de A mais elle ne nous a pas 
semblé donner de résultats simples. Nous aurions aimé avoir 


Lo 
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une caractérisation des E tels que Homi(E, mE) = mû(E): 
si E possède un système minimal de générateurs e;, ..., e, sur 
A tel que Ann(e,) = 0, la condition Hom, (E, mE) = m&(E) 
implique Hom, (E, me,) =m Hom, (E, Ae;) car, il est clair que 
Hom, (E, me) = Hom, (E, mE)n Hom, (E, Ae) et que 
m Hom, (E, Ae,) = m Hom, (E, E) n Hom, (E, Ae,). Done, dans 
ce cas, nous voyons qu’une condition nécessaire est que si E 
est quotient du A-module libre L, E* soit facteur direct de L*. 
En particulier, nous obtenons une condition nécessaire dans 
le cas où A est intègre et E fidèle. 


5. Etude de la forme bilinéaire induite sur (E*/mE*) x (E/mE). 


* Soit À la forme bilinéaire canonique E*XE — A définie par 
h(x*, x) = (x) si zeE et 2*eE*. Elle induit une forme 
bilinéaire (E*/mE*)x(E/mE > A/m comme suit: si & = y 
modulo mE* et « = y modulo mE, 2*(x) = y*(y) modulo m 


et nous poserons A(z*, Z) = classe de 2*(x) modulo m si 7° 
(resp. Z) est la classe de 2* (resp. x) modulo mE* (resp. modulo 
mE). On définit ainsi un homomorphisme ¢ : 


qui se factorise comme suit : 
E*/mE* —*— (E/mE)* 
\7 
E*/Hom, (E, m) 


où i est Pinjection canonique de E*/Hom, (E, m) dans (E/mE)* 
tel qu’il résulte de la suite exacte : 


O — Hom, (E, m) > Hom, (E, A) > Hom, (E/mE, k) 


et où 7 est la surjection canonique | 
E*/mE* — (E*/mE*)/(Hom, (E, m)|mE*). 
L'injectivité de + équivaut, donc, à celle de j, c’est-à-dire à 


Hom, (E, m) = m Hom, (E, A), question résolue plus haut. 
La surjectivité de 9 équivaut à celle de i c’est-à-dire à celle 
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de l’application naturelle E* — (E/mE)*. Cette condition est 
équivalente a E est A-libre (chap. 2 § 2, corollaire 1). 
La non dégénérescence de la forme bilinéaire induite signifie 


que, siz e E/mE et 40, il existe Z* e E*/mE* tel quez*(z) 40. 


i 


Î 
| 
: 


’ 


Donc, si xe E — mE, il doit exister 2* e E* tel que a*(x) €m. — 


En choisissant y convenable proportionnel à x, 2*(y) = 14, 


soit 2*(E) = 2*(Ay) = A. Il en résulte que 2* est une surjec- © 


tion de E sur A et A est facteur direct de E. Posons E = A@F 
et recommençons avec x e F — mF; nous obtenons F = A@G 


et de proche en proche E = A”. La réciproque est immédiate . 


et nous avons démontré : 


THÉORÈME 4. — Il y a équivalence entre: 


1) La forme bilinéaire induite sur (E*/mE*) x (E/mE) par la | 


forme bilinéaire canonique E* x E — A est non dégénérée. 

2) E est A-libre. 

Des questions analogues se posent pour la forme bilinéaire 
induite : 


(E*/miE*) x (E/m'E) — A/mi' 


pour z quelconque. La solution en est, sans doute, bien plus 
compliquée. 


. alae, mension i samt fé. 


CHAPITRE V 


ETUDE DES Q(E) COMMUTATIFS 


1. Anneau des endomorphismes d’un idéal. 


Soient A un anneau commutatif à élément unité et K son 
anneau total des fractions, si I est un idéal de A, nous noterons 


(I: I) l’ensemble des a de K tels que alc I. 


Proposition 1. — Si I, considéré comme anneau, contient 
au moins un élément régulier, &(1) est commutatif. 
Soit, en effet, y un élément régulier de I. Si u, » eQ(T) et 
zel,ona: 
u(ay) = œu(y) = yu(x) et Pay) = ao(y) = yr(z) 
puis, 
pu(xy) = v(z)u(y) = #(y)u(x) = avuly) = yru(a) 
up(ay) = u(x)o(y) = u(y)e(x) = auv(y) = yur(x) 
et, par comparaison, y(ou(x) — uv(x)) = 0 et, puisque y est 
régulier ou(x) = uv(x), soit uy = pu. 
Ce résultat n’est plus vrai sans l'hypothèse de l’existence 
d’un élément régulier : on prend 
A=kix,y] avec ®@=ay=y=—0 et I= (x,y). 
Comme I est annulé par lui-même, les A-endomorphismes de I 


sont les mêmes que ses k-endomorphismes et forment donc un 
anneau non commutatif. 


Proposition 2. — Si l’idéal I contient un élément régulier 


de A, QI) = (I: D. 
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Dans le cas général, siae(l: I), al est contenu dans I et la 


multiplication par a définit, donc, un endomorphisme de I, © 


d’où une application h: (I: I) — 4(I) qui est évidemment, un 
homomorphisme pour les structures de modules et d’anneaux. 
Il est clair que le noyau de h est (0: I), ensemble des ade K 
tels que al = 0. 

Si æ est un élément régulier de I et si y appartient a I, 
xu(y) = yu(x) montre que u(y) = (u(x)/x)y où (u(x)/x) est dans 
K et méme dans (I: I). En ce cas, h est surjectif et puisque 
(0: I) = 0, h est un isomorphisme de A-modules et d’anneaux. 
Dans le cas général, nous voyons que (I: I)/(0: I) se plonge 
dans (I) mais n’est pas forcément isomorphe à (1): dans 
l'exemple donné ci-dessus, (I: I)/(0: I) est À et QT) = M,(A). 


CoRoLLAIRE. — Si A est intègre, il en est de même de (I). 
On peut remarquer que (I: I) est, en fait, le plus grand des 
sous-anneaux B de K contenant A et tels que I soit idéal de B. 


CoroLLaIRE 2. — Si A est noethérien et intégralement clos 
(dans K) et si I contient un élément régulier, &(1) = A. 

En effet, (1) = (1: I) est un sous-anneau de K entier sur A 
comme A-module de type fini. L'hypothèse faite sur A implique 
donc, 2(1) = A. 

Remarquons que l’on n’a pas forcément (I) = A dans le 
cas général. Si A’ est la cloture intégrale de A non intégrale- 
ment clos et si f est le conducteur de A’ dans A, (f: f) = A’ et 
Q(f) = A’ que f soit considéré comme A ou comme A’-module. 


2. Passage au contre-module. 


Soient A un anneau commutatif a élément unité et E un 
A-module. Nous désignerons par E’ le contre-module de E (6). 
C’est le L(E)-module à gauche défini comme suit: le groupe 
abélien sous-jacent est le groupe E, le produit u.x où ue Q(E) 
etæeE est donné par u.x = u(x). 


Proposition 3. — L’anneau Q(E') des {(E)-endomorphismes 
de E’ est le centre de QE). 


Il suffit de remarquer qu’un endomorphisme de E’ est un 


ge — 
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endomorphisme du groupe abélien E qui commute à tout u 


de Q(E); il commute, alors, à fortiori aux homothéties de E 


et appartient donc, à Q(E); puisqu'il commute à tout wu de 
Q(E), il appartient au centre de E. La réciproque est immédiate. 


CorozLaiRE. — Si Q(E) est commutatif, UE”) = QE). 

Pour Vétude des Ÿ(E) commutatifs, nous voyons donc, 
qu'il est naturel de chercher les E tels que (EK) = A. Bien 
entendu, le procédé de passage au contre-module nous oblige 


‘si l'anneau de départ était local à traiter le second problème 


avec À semi-local. Mais il ne semble pas qu’une telle restriction 
sur les anneaux présentent un intérêt quelconque et nous 
supposerons, donc, sauf mention du contraire, que À est un 
anneau commutatif à élément unité quelconque. 


3. Tutorime 1. — Soient A un anneau commutatif noethérien 
et E un A-module de type fini tel que QE) = A. Les assertions 
suivantes sont équivalentes : 

1) E est isomorphe à un idéal de A. 

2) Il existe une injection h de E dans A. 

- 3) Il existe un homomorphisme libre h de E dans A, c’est-à-dire 
tel que h(E) soit fidèle. 

4) Il existe une application bilinéaire libre h': E X E + E. 

L’équivalence de 1) et 2), indépendante de l'hypothèse 
Q(E) = A, est évidente; 3) implique 2): en effet, (E) = A 


implique E fidèle. Le théorème du chapitre 4 $ 2 montre alors 


qu’il existe h: E — A non nul et 3) nous permet de le supposer 
libre. Le noyau N de h est caractéristique comme tout sous- 
module de E, et on peut écrire la suite exacte : 


O -> Hom, (E, N) > &(E) > &(E/N). 


Les homothéties de E induisent les homothéties de E/N = h(E). 


Puisque Q(E) = A et puisque h(E) est fidèle, la flèche de droite 


correspond à une injection et Hom, (E, N) = 0, soit N= O 
d’après le théorème rappelé ci-dessus. Nous avons bien montré 


a 


que h est une injection de E dans A. 
2) Implique 3) car si h: E > A est injectif, h(E) est fidèle : 


en effet, ah(E) = 0 avec a dans A s’écrit h(aE) = 0 puis 


ak, = 0 d’après l’injectivité de h et a = 0 puisque E est fidèle. 
L’équivalence de 3) et 4) résulte du fait que si QE) = A, on 


| 
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peut écrire : Hom, (E, A) sous la forme Hom,(E, Homa, (E, E)) 
qui est canoniquement isomorphe à Hom, (EX E, E). La condi-w 
tion 4) met, partiellement, en évidence la recherche d’une 
structure d’anneau sur E. Nous y reviendrons à la fin de ces 
chapitre. | 


CoroLLAIRE. — Si A est un anneau noethérien intègre, il y an 
équivalence pour un A-module de type fini E entre: 
1) LE) = A. 


2) E est isomorphe à un idéal I de A tel que (I: I) = A. | 

En effet, tout h différent de O de E dans A est non lié cars 
ah(E) = 0 implique ah(x) = 0 si x est tel que h(a) 0 et, pars 
suite, a = 0. Or, LE) = A implique l’existence d’un tel À. | 

Nous verrons ultérieurement que, si À n’est pas intègre, il — 
se peut que Q(E) = A n'implique pas E isomorphe à un idéal! 
de A. Voici un contre-exemple plus faible mais plus simples 
à l'affirmation suivante: si E est fidèle, il existe h libre, homo- 
morphisme de E dans A: prenons A =k{x, y] où 22 = xy =y?=0 
et où k est un corps. Le A-module E est engendré par e, et e 
liés par la relation xe, ye,=0. La donnée de h: E—A est 
la donnée de deux éléments 2, et x, de A tels que zx, + ya: = 0. 
Puisque Az n Ay = (0), nous déduisons de 2%, = — ya, que 
æ et x appartiennent à (x, y); 2 et x, sont donc annulés par 
(x, y) et h n’est pas libre. Or, E est bien fidèle car si ae, = ae, 
où ae A, il existe r et s de A tels que a = rx = sy avec sz = ry 
et.ai= 0; 


4. Autre méthode. 


THÉORÈME 2. — Soient A un anneau noethérien et E un 
A-module de type fini tel que &(E) = A. Alors, E n’a pas de | 
torsion généralisée. | 

Ce sous-module de torsion généralisée est caractéristique 
dans tous les cas et on peut écrire la suite exacte : 


0 — Hom, (E, T) > Q(E) > &(E/T). 
Or, nous avons montré que E/T est fidéle en méme temps _ 


que E. Les homothéties de E induisent les homothéties de E/T | 
et, puisque Ê(E) = A, la flèche de droite correspond à une 
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injection de &(E) dans Q(E/T). On en déduit Hom, (E, T)—0 


pet. T = 0. 


Dans le cas où A est intègre de corps des fractions K, la plati- 
tude de K montre que YE ®K)=K et, done, que E@K=K. 
Comme E s’injecte dans E@ K, E est isomorphe à un idéal que 
l’on peut supposer entier de A. Nous retrouvons ainsi le 
corollaire du théorème. Si A n’est plus supposé intègre et si 
K est son anneau total des quotients, E s’injecte encore dans 


E ® K mais la condition L(E ® K) — K ne semble pas donner 


de renseignements supplémentaires en général. 


RemarqQuE.— Nous aurions pu définir plus généralement la 
S-torsion pour un A-module si S est une partie multiplicative 
de A. En particulier, considérons le noyau K de l’application 
caronique E—E@A,, c’est-à-dire la (A-p)-torsion si p est 
un idéal premier de A: le sous-module K est l’ensemble des 
éléments x de E tels qu’il existe s dans A-p satisfaisant à 
sz = (0. La fidélité de E n’implique pas celle de E/K car, si 
ae A est tel que aE c K, onobtient sa = 0 sis est un élément de 
A-p tel que sK = 0. Par suite, a e (0: J) si J = (A-p) n Ann(K). 
Il peut se faire que (O: J) soit différent de O. Si (O: J) =0, 
le raisonnement fait précédemment montre que K = 0 et ona 
dans tous les cas Q(E,) = A,. Il peut se faire que l’on ait des 
renseignements sur E,: par exemple, si A est noethérien 
intégralement clos et si p est un idéal premier de hauteur 1 


contenant au moins un élément régulier, A, est un anneau de 
- valuation discrète et QE) = A implique, alors E, = A, (?). 


5. L’hypothése E de type fini est essentielle pour permettre 
d’affirmer que &(E) = A implique que E est isomorphe à un 


_ idéal de A dans le cas où A est intègre. 


Le fait que A soit noethérien entraine, en effet, que tout 
idéal est de type fini mais, de plus, il existe, effectivement, 
au moins si A est un anneau local complet un A-module E 


non de type fini tel que ¢(E) = A: on prend pour E l’enveloppe 


injective du corps des restes A/m considéré comme A-module; 


_E n’est pas de type fini car E est divisible et on obtiendrait 
- une contradiction au lemme de Nakayama. Nous renvoyons a 


[14] pour la démonstration du fait que Q(E) = A. 


(2) Northeott, Ideal Theory. 4. 9 Divisons, p. 77. 
24 


1 
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On connaît des cas où, sans hypothèse de finitude pour 
E, QE) = A implique que E est isomorphe à A. En effet, 
Baer [2], Kaplansky [13] et Shiffman [20] ont établi que pour 
les anneaux locaux principaux avec condition de chaine 
descendante tout isomorphisme de Ê(E) sur {(F) où E et F 
sont des A-modules est induit par un isomorphisme de E sur F, 

Remarquons, d’autre part, que si A est intégre et E fidéle, 
A s’injecte dans E et par suite que le dual E* s’injecte dans 
Q(E). Si Q(E) = A, E* est donc isomorphe a un idéal de A. 

Enfin avant de donner un exemple montrant que si A 
n’est pas intègre, on peut avoir @(E) = A sans que E soit 
isomorphe à un idéal de A, montrons que le corollaire du 
théorème 1 est, néanmoins valable sous des hypothèses un peu 
plus générales que A intègre. 


THÉORÈME 3. — Soient A un anneau somme directe d’un 
nombre fini d’anneaux noethériens intègres et E un A-module 
de type fini. Il y a équivalence entre: 

1) LE) =A, 

2) E est tsomorphe à un idéal I de A tel que (I: I) =A. 

Soit, en effet, A = A,@---@A, où A; est noethérien intègre 
et soient p,, ..., p, les idempotents correspondant à cette 
décomposition en somme directe. Posons E, = p;(E) de telle 
sorte que E = E,@...@E,. Il en résulte que 


Q(E) = Hom, (E,, E) @--- © Hom, (E,, E); 


or, comme E; est caractéristique, Hom, (E;, E) = 2(E)). 
L’anneau A, est contenu dans &(E;) et, par suite, de QE) = A, 
résulte que Q(E;) = A; Le A-module E, est en fait un 
A;-module et est isomorphe à un idéal convenable de A,, d’ou 
le résultat. | 
| 
4 
| 
6. Un contre-exemple. 
L'exemple que nous avons en vue va nous montrer les trois 
points suivants : 
1) Si À est un anneau commutatif à élément unité et si E | 
est un A-module de type fini d’annulateur a, il n’existe pas forcé- — 
ment un A-module de type fini fidèle F tel que E = F/aF. 
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2) Su E est un module de type fini sur un anneau non intègre 
la fidélité de E n'implique pas que le dual E* de E ne soit pas 
formé uniquement d'éléments liés. 

3) St À est non intègre, LE) = A n'implique pas que le 
A-module de type fini E soit isomorphe à un idéal convenable de A. 

Prenons B = A[[X, Y]] où k est un corps et où X et Y sont 
des indéterminées. Le B-module E sera défini comme quotient 
du module libre L = Ba, @ Ba, par le sous-module 


R = By, + By + By 
avec Y = Xa, + Ya; Ua = (Yi: oe, © ae 
Nous avons les formules : 
X34, = Xy i.” Yys eZ, = Xys3 
Ve, == Nay Vire = Yyy — XY 
XX Vay =a Xie ==. Yay 

qui montrent que l’annulateur de E contient n? = a = (X, Y?). 
Cet annulateur est exactement n° car, 


aX, = "Yi + TeYe + T3Ys 
‘ AL, = MY + Mae + M3Ys 
conduisent a 
a= ri Xa + To Y = m,Y = ma X et r Vi + r3X = 0, 
mX + mY = 0. 


Si, f, g, h désignent des séries formelles arbitraires, on obtient 


es We aos 
m = gY Me = — gX 
ry —m, =hY; To — M = —hX 


et a= fX?— hXY + gY?, soit a élément arbitraire de n’. 

Soit, alors, X un sous-module de R tel que n?L + X:= Ry 
comme n2L est contenu dans nR, nR + X = R et le lemme 
de Nakayama montre, alors, que R = X. Si E = L’/R’ avec 
- L! libre mais non isomorphe à L, pour des raisons de minima- 
lité de L, L se plonge dans L’ et L/R=L’/R’ implique 
 L'= L+ R’avecR = R'n L. Sion avait R’ = mL" + X',on 
en déduirait, puisque n?L’ = n?L + n°R' est contenu dans 
nR’, R’ = nR' + X', d'où X’= R’. 

S'il existait un B-module fidèle F tel que E = F/n°F, en 
prenant F = L’/X’, E s’écrirait L'/n2L’ + X'= L'/R’ avec 
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L'/X' fidèle. Ce qui précède montre que c’est impossible. Ceci 


montre, aux notations près, 4). | 
Pour 3), on peut remarquer qu’il existe un homomorphisme 9 


de n dans E défini par ¢(X) = —e, et ¢(Y) = &, où e; est law 


classe de x, modulo R. Cet homomorphisme est évidemment » 
surjectif et son noyau est (X?, Y?) car les relations sur les e; 


se traduisent par X¢(X) = Yo(Y) = 0, soit o(X?) = ¢(Y?) = 0. 


Donc, E est isomorphe a (X, Y)/CX, Y?), forme sous laquelle 
on voit très facilement qu’il est annulé par n?. On peut égale- 
ment le considérer comme un k-espace vectoriel de base X’, 
Y’, X’Y’ si X’ et Y’ désignent respectivement les classes de X 
et Y modulo (X?, Y?). 
Un endomorphisme de E est donc, défini par: 
u(X’) = aX’ + bY’ + cX’Y’ 
u(Y’) = aX’ + BY’ + e'X’Y’ 
uOUY) = Xu X') = aX) avec Bots Ge dans k. 
Les relations X’u(X’) = 0 et Y’u(Y’) = 0 qui résultent de 
X'S == Y'* = Oi. donnent beat set «X’u( Y’) = Y'u(X9 
fournit a = b' et l’on peut écrire : 
u(X’) = (a + c'X" + cY’)X’ 
u(Y’) = (a+ c’X’ + cY')X’ 
u(X’Y’) = (a+ ¢X’ + cY’)X’Y’, 


formules qui montrent bien que tout endomorphisme de E> 


est une homothétie et, donc, puisque E est un A-module fidéle 
si A = B/n?, que 2(E) = A. 


REMARQUE. — Si nous avons tenu 4 expliciter ce contre- 
exemple c’est pour donner une indication de la méthode a 
employer pour traiter un cas concret. Nous aurions pu égale- 
ment expliciter Q(E) par la méthode matricielle exposée dans 
le chapitre I; c’est, d’ailleurs, par tâtonnements que nous avons 
obtenu cet exemple, en essayant de passer au cas d’un anneau 


. 


ét 


complet, puis d’un anneau local régulier complet. Il nous est — 


apparu ultérieurement que le module construit est l’enveloppe 


injective de k considéré comme B-module et notre résultat : 


est donc la conséquence directe d’un résultat de Matlis exposé 


dans (11). Nous verrons dans un appendice qu’il rentre dans un _ 


autre type découvert par Courter. 


ta! 
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7. Une structure d’algébre. 


L’anneau A est commutatif à élément unité et noethérien. 
Soit E un A-module de type fini fidèle. Une structure d’algébre 
(associative ou non) sur E est la donnée d’un élément de 
Hom, (E x E, E) ou ce qui est équivalent de 


Hom, (E, Hom, (E, E)) 


Puisque E est fidèle, A s’injecte dans 2(E) et nous obtien- 
drons des structures d’algèbre sur E à partir de Hom, (E, A) 
comme sult: 

Soit he Hom, (E, A). Si x, ye E, nous poserons ry = h(x)y 
calculé dans E. Cette multiplication est doublement distribu- 
tive par rapport à l’addition mais elle est également associative 
car 

(wy)z = h(xy)z = h(h(x)y)z = h(x)h(y)z 
et Zlyz) = h(x)ys = h(a)\h(y)z. 


Dans le cas où h = 0, on retrouve une structure parfois 
utilisée. 

Les hypothèses faites sur A et E assurent l’existence de h 
non nul de Hom, (E, A) et nous pouvons done munir E d’une 
structure d’algébre sur A non triviale. Cette algébre n’a pas 
d’élément unité si E ~ A car, l’existence d’un élément unité 
- à droite implique h(y)x = y pour tout y de E, soit E = Az = A. 

L’anneau E n’est pas, en général commutatif: dans le cas 
où À est tel qu'il existe x de E avec h(z) régulier, la commuta- 
tivité implique, en effet, h(x)y = h(y)x pour tout y de E, soit 

y «Ka = K si K est l’anneau total des quotients de A; le 
- A-module E se plonge donc dans K et est isomorphe à un idéal 
que l’on peut choisir entier de A. 

Remarquons que, si Q(E) = A on a ainsi mis en évidence 
toutes les structures d’algébre (associatives ou non a priori) 
possibles sur E. C’est ainsi que si E = Ae, + Ae, où A = A(z, y] 
avec x? = zy = y? = Det re, + ye, = 0, ye, = re, = 0 (exemple 
- du paragraphe précédent), les seules structures d’algèbres 
possibles sur E sont obtenues à partir des formules e = axe; 
à ee2 = biyes, 2e = dater, à = bsye, en prolongeant par linéarité, 
dy, Ag, bi, by désignant des éléments arbitraires du corps k. 
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l 
| 


Si, dans le cas général, u est un élément de Ê(E), on as 


u(ay) = u(h(x)y) = A(x) u(y) = zu(y). De plus, la structure « 


d’algèbre associée à À e Hom, (E, A) met, en évidence certains w 


endomorphismes de E: la multiplication à droite u, par un 
élément z de E. Un tel endomorphisme applique E dans le. 


A-module monogène Az. Il est amusant de remarquer que si 


l’on admet que Q(E) = A implique que E n’a pas de torsion « 


généralisée, la seule considération de ces endomorphismes 
particuliers permet de montrer que, s’il existe h libre dans 
Hom, (E, A), E est isomorphe à un idéal de A: en effet, on 
se ramène à l’étude de la commutativité traitée ci-dessus. 
L’exemple des espaces vectoriels montre qu’il ne faut pas 


trop attendre de ce qui précède car si Q(E) A on n'obtient « 


éventuellement que peu de structures d’algèbres par ce procédé. 
Un passage au contre-module fort peu gênant pour la question 
permet probablement d’obtenir quelques structures d’algèbres 
associatives supplémentaires. 

Remarquons, enfin, que nous avons une condition nécessaire 
pour que Ÿ(E) = A par A(z) h(z)z’ = h(x) h(z’)z quels que soient 
az, 2,2 dans E. Il suffit d’ailleurs que de telles relations soient 
vraies pour des générateurs. Dans l’exemple déjà traité ces 
relations s’évanouissent mais si À n’a pas d’éléments nilpo- 
tents, restent des relations du type h(e,)? e, = h(e,) h(e)e, si 


h(a) 7 0. 


Appendice. 
Il se trouve que notre exemple du § 6 rentre dans les hypo- 


thèses d’un théorème de Courter annoncé dans un preliminary * 
{ 


report sans démonstration. Voici ce théoréme et une démons- 
tration simple que nous avons obtenu et qui peut-étre n’est pas 
exactement celle de l’auteur. 


THÉORÈME (Courter). — Soient A un anneau local artinien 
d'idéal maximal m et E un A-module de type fini fidèle. On 
désigne par F le sous-module de E formé des x de E annulés 
par m, 1, e le plus grand A/m-espace vectoriel contenu dans E. 
On suppose que E possède un système minimal de générateurs 
Lis +++) L, tel que: 


1) Fe( VA. 


tt 


Pine ho 
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2) Ann(a) +(—)Ann(x) = m(i= 1, …, n). 
Alors, {(E) en 


Démonstration : remarquons, d’abord, que l’on ne peut avoir 

{ | Ann(z;) = 0 car, ceci impliquerait Av, = A/m d’après 2) 
Es ; | : peg : 
et Az, serait facteur direct de E, ce qui contredirait 1). Si 
ueQ(E), écrivons, u(a;) = aX, +++ + at; +. + nT Nous 
devons avoir, pour k Æ 1, u (| |Ann(2))x = 0, soit 


ik 
a,((_ VAnn(z)) x = 0 
et a, € Ann(x,) : (RE) = Ann(x) : m 


d’après 2). Finalement, a,x, € F et aty = Cut d’après 1). 

Nous pouvons donc prendre u défini par: 

u(a,) = at, ……, WL) = ay ..., WL) = Am 
en changeant de notations, avec a; dans A. 

La deuxième partie de la démonstration se fait par récur- 
rence sur n; le théorème est vrai si n = 1. Supposons que 
Ann(x,) :m = Ann(x,) après permutation éventuelle : ceci est 
légitime car si Ann(x):m— Ann(x) pour iibilinswd ht} 1 
en résulte ) Ann(z;) :m =f JAnn(x;), c’est-à-dire, puisque 


( Ann(x) =0, 0:m=0; or, 0: m contient m?—' si p est le 


u 
plus petit entier tel que m? = 0. 

Le sous-module engendré par 2, ..., 2,1 Satisfait à Vhypo- 
thèse du théorème et l’endomorphisme u de E est donc de la 


forme : 

UT) = AX, ee) UL,—1) = Ali et ur.) = UT, 
d’après l’hypothèse de récurrence. Prenons ce Ann(x,): m; 
l'élément cx, appartient à F et on peut écrire cx, = dx, avec d 
dans A; on en déduit cu(x,) = du(2,) et c(b— ax, = 0. Finale- 
ment, b— a appartient à Ann(x,) : (Ann(x,) : m) qui est contenu 
dans m. En écrivant b—a= b’ + c’ avec b’ dans Ann(a,) et c’ 
dans{ JAnn(xi), il vient u(x;) = (a + c'}x, pour t= i Se 


in / 
Le théoréme est donc démontre. 


CHAPITRE VI 


ETUDE D’UN ENDOMORPHISME PARTICULIER 


Comme nous l’avons indiqué dans l’introduction ce chapitre 
est totalement disjoint des précédents. 

L’anneau A sera supposé local mais non nécessairement 
noethérien. Le A-module E sera déterminé par un système 
minimal de générateurs (e,; ..., e,) choisi une fois pour toutes. 
Enfin, e, désignera la classe de e,; modulo mE. Nous nous inté- 
ressons essentiellement aux endomorphismes de E n’apparte- 
nant pas à Hom,(E, mE). Le cas général demanderait une 
étude beaucoup plus délicate. 


Proposition 1. — Les éléments f,, ..., f, de E formeront un 
systéme minimal de générateurs de E sur A si et seulement si la 
matrice (rx) à coefficients dans A définie par f, = Lfairje; est 
inversible (dans M,(A)). 

Il résulte, en effet, du lemme de Nakayama, qu’une condi- 
tion nécessaire et suffisante pour que fi, …, f, forment un 


système minimal de générateurs de E sur A est que les images 
fi, , f, modulo mE forment une base de E/mE. Cette condi- 


tion est équivalente à l’inversibilité de la matrice (r;) où Fj | 


est la classe de r,; modulo m et, par conséquent à celle de la 
matrice (r;) dans M,(A) comme on le voit en considérant les 
déterminants. | 


Dérinirion, — L’endomorphisme u de E sera dit diagonali- 
sable s’il existe un système minimal f,, ..., f, de aénéraiuge de E 
sur A tel que u(f,) = af, avec a, dans A. 

Si0—R—L—>E — O est le premier terme d’une AU 
tion minimale pour E, il est clair que pour que u soit diagona+ 


ee ne ot te et 


tg 
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lisable, il faut et il suffit que u soit induit par un endomorphisme 
- diagonalisable u* de L. Le cas le plus défavorable à la diagona- 
lisation est donc le cas où E est A-libre et nous ferons cette 
hypothése dans ce paragraphe et dans les deux suivants. 


Proposition 2. — Une condition nécessaire et suffisante pour 
que l’endomorphisme u de E soit diagonalisable est qu’il existe 
une matrice carrée Q d’ordre n à coefficients dans A et inversible 
et une matrice M de représentation de u telles que Q-'MQ soit 
diagonale. 

Cette proposition est la traduction matricielle de la définition. 


1. Valeurs propres et vecteurs propres 


de Vendomorphisme u. 


Dérinition. — Un élément x de E sera dit vecteur propre de u 
s’il n'appartient pas à mE et s’il existe a de A tel que u(x) = ax; 
P élément a sera alors appelé valeur propre de u. 

Soit a une valeur propre de u et soit x = £e, +---+ £e, un 
vecteur propre associé, si u(e;) = Lf=.a;e;, nous avons le sys- 
téme d’équations linéaires : 


(és CEE) En) (ay — a ji) = () 


dont le déterminant est D = y,(a) si y,(X) est le polynôme 
caractéristique de X, c’est-à-dire det (a; — X0,). Nous devons 
donc avoir DE, = 0 (1 = 1, ..., n) mais, comme un au moins 
des § est inversible car il n’est pas dans m, on doit 
avoir D = y,(a) = 0. Donc. 


Proposition 3. — Pour que a soit valeur propre de u il faut 
» que a soit racine du polynôme caractéristique y,(X) de u. Cette 
condition n’est pas, en général, suffisante. 

- Elle l’est, évidemment, si A est un corps. Plus généralement, 
» si A est un anneau de valuation discrète, la condition y,(a) = 0 
_implique l’existence de x dans E tel que u(x) = ax: il suffit, 
par exemple, de se placer dans le corps des fractions K de A. 
> et de multiplier par le dénominateur commun des &; obtenus. 
Six = Ee, +... + Ee, le vecteur x’ = tie, + -.: + Se, où 
test le quotient de & par le P.G.C.D. des § est un vecteur 
. propre. | 


378 JEAN-PIERRE LAFON 


2. Une condition suffisante pour que w soit diagonalisable. 


Soit we QE) — Hom, (E, mE) et soit w l’endomorphisme 
induit par u dans £(E/mE). Une condition nécessaire pour 
que u soit diagonalisable est, évidemment, que & le soit. Si 
une matrice de u est M(u), la matrice correspondante de x est 
M(a) obtenue en réduisant les coefficients de M{u) modulo m. 
L'hypothèse faite sur u revient à dire que M{u) 0. On a dans 
tous les cas y:(X) = 7A(X), polynôme obtenu en réduisant 
les coefficients de y,(X) modulo m. 

Supposons que y,(X) = (X — a,)...(X — a,) avec a non 
congru à a; modulo m sii ~j. On sait, alors, que 


Ya(X) = (X —G@,) ... (X — a,) 


avec à, différent de à, si iA] et, donc, que & est diagonali- 
sable. Choisissons le système minimal e,, ..., e, de telle sorte 
que u(é,) = de, : la matrice M(u) est de la forme: 


by 
a 


où 5; est congru à a; modulo m et où les coefficients non diago- 
naux sont dans m. 

Désignons par N(X) la transposée de (M(u) — X1), matrice 
à coefficients dans A[X]. Comme a, (i = 1, ..., n) est racine de 
X1(X), on sait que det(N(a,)) = 0 mais il existe un mineur 
d’ordre n — 1 de ce déterminant non dans m: par exemple, le 
mineur du terme b,—a, est congru modulo m à 
(b, — a)... (b, — a;), c’est-à-dire à (a,—a,) ... (a@,—a,) qui 
n’est pas dans m. Désignons par A,, le mineur correspondant à 
l'élément de la 7" ligne et de la première colonne et posons : 
mu = Aye, + --: + Aue,; il est clair que (u —a;1)(x,) = 0, soit. 
u(x,) = a,2,, et puisque A,, n’est pas dans m, x, n’est pas dans. 
mE. 

Nous avons ainsi pour chaque a; (i= 1, ..., n) un vecteur x, 
non dans mE tel que u(x;) = ax, Les classes 3, (CES seg n) 
sont des vecteurs linéairement indépendants de E/mE et 
forment donc une base de E/mE sur k. Les éléments Lisp 


A mg 
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forment, donc, un système minimal de générateurs de E sur A 
et u est diagonalisable. 


Proposition 4. — Si le polynôme caractéristique de l’endo- 
morphisme u est de la forme y,(X) = (X —a,)...(X—a,) où 
a; est un élément de A tel que a; ne soit pas congru à a; modulo 
m sit], u est diagonalisable. 

On en déduit immédiatement : 


CoroLLaiRE. — Si A est hensélien et si le polynôme caracté- 
ristique de u, endomorphisme induit par u dans E/mE, a toutes 
ses racines dans A/m et distinctes, alors u est diagonalisable. 

Une condition nécessaire pour que u soit diagonalisable est 
que y,(X) soit de la forme (X— a)... (X—a,)*. C'est 
évident. 

D’autre part, nous aurions pu démontrer une proposition 
analogue à la proposition 4 dans le cas où A est commutatif 
non forcément local en remplaçant la condition a; non congru 
à a; modulo m par a; — a; inversible. En fait, la partie la plus 
intéressante de ce chapitre est constituée par ce qui suit. Nous 
n’insisterons donc pas... 


3. Endomorphismes de modules de type fini 
sur un anneau local hensélien. 


Dans tout ce qui suit, À sera un anneau local hensélien, 
noethérien ou non. Le A-module de type fini E n’est pas supposé 
libre dans tout ce paragraphe. 

Supposons que E= E,@--- @E, soit une décomposition en 
somme directe de l’espace vectoriel E = E/mE et supposons 
que les projecteurs correspondant pi, «.., Pn appartiennent à 
ImQ(E) — WE). 

Le théorème A des préliminaires nous permet de relever 
ces projecteurs en des idempotents deux à deux orthogonaux de 
4(E) : en effet, soient W, ..., Un des représentants de py, .…, Pa 
- respectivement; A[w, ..., u,] est une A-algébre au sens d’Azu- 
maya dont k[p:, …, p,] est un quotient et le relèvement en 
idempotents deux à deux orthogonaux peut se faire dans 
Alu, ..., Ua]; si À est noethérien, ces précautions sont inutiles. 
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Soient p,, ..., Pp, ces idempotents relevés. Montrons que . 


Pi t+ --: + p, = 1: nous savons que 
pu cbonneerh PatdetoHoma (E, mE) 


et, par suite, que p; + --- + p,=s est inversible dans L(E). Si 
§ est son inverse, À = sp, + -:: + sp, et, par multipli- 
cation à droite par p;, s~‘p; = p;, d'où le résultat. 

Posons E; = p,(E); nous en déduisons: E= E, © -:- GE, et 
E,/mE, = E, + mE/mE = E, pour i = 1, ..., n. Nous avons 
donc relevé certaines décompositions en somme directe de E 
en décompositions en somme directe de E. 

Cette technique va nous permettre de retrouver le corollaire 
de la proposition 4: en reprenant les notations utilisées, 
ya(X) = (X—&)..(X—G,) avec a £a; si 1A] entraîne 
que E=E,@---@E, où E; est le sous-espace propre, de 
dimension 1, correspondant à la valeur propre @;. Les projec- 
teurs D, ..., p, associés sont dans [uw]. Or, 


k[u] = (A[u] + Hom, (E, mE))/Hom, (E, mE) 
= A[ul/(A{u] n Hom, (E, mE)) 


et nous pourrons faire le relèvement en des idempotents deux 
a deux orthogonaux py, ..., p, de A[u]. Il en résulte que le sous- 
module E; = p,E) est laissé invariant par u. Il est clair, 
d’autre part, que E,; est monogène, soit E; — Aa, et il est 
immédiat que u(x,) — ax;emEnE,= mE,;; il existe, done, r; 
dans m tel que u(x;) = (a; + r;)x; = b;x, et le corollaire est 
démontré. 

Rappelons avec nos notations la proposition 1 de (5) § 5: 

Soit E un espace vectoriel de dimension finie n sur le corps 
commutatif k et soit u un endomorphisme de E; pour tout poly- 
nôme unitaire p(X) divisant le polynôme minimal. q(X) de u, 
soit M; le sous-espace vectoriel formé des x de E tels qu’il existe 
un entier r avec p(u)'(x) = 0. Alors, M; est stable par u et il 
existe des polynômes s; tels que, pour tout 3 de E, le composant 
de x dans M; soit s; (u) (2). | 

Comme précédemment, les projecteurs correspondant à la. 
décomposition en somme directe considérée pour E peuvent 
être relevés en des projecteurs de E dans A[u] et nous obtenons: 
une décomposition en somme directe E = @ M, où les M, sont 


2 ee 
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stables par uw et tels que, si p(X) désigne un représentant de 
p(X) dans A[X], p(u)'(x) appartienne à mE n M, = mM, si 
x est dans M,. Il existe, de plus, des polynômes s,(X) de A[X] 
tels que le composant de x dans M, soit s,(u)(x). 

En particulier, si k est algébriquement clos, par exemple si 
À =C}}X,, ..., X,}}, ou encore si x est diagonalisable, nous 
voyons que Si &, ..., & sont les racines distinctes du polynôme 
caractéristique y;(X) de uw, il existe une décomposition en 
somme directe E = @M, où les M, sont stables par u et tels 
que si x appartient à M,, il existe un entier r tel que (u — a;)"(x) 
appartienne à mM, si a; est un représentant de @;. Si w est 
diagonalisable, on sait que les Mx_3, coincident avec les sous- 


espaces propres V;,. On en déduit une réduction partielle qui 
nous sera utile ultérieurement. 


Proposition 5. — Si A est hensélien et si u est diagonalisable, 


u admet une matrice de représentation tableau diagonal de matrices 
de la forme: 


(1) 


Gi, 
di 


où les coefficients non diagonaux sont dans m et où 


De et 


si le polynôme caractéristique de u est I(X —a@,), 

Supposons maintenant que le corps des restes soit algébrique- 
ment clos et ne faisons aucune hypothèse sur uw. Reprenons 
la décomposition en somme directe ci-dessus. Si x appartient 
à M,, (wu — a;)'(x) € mM,. Définissons » par la condition que la 
restriction de # à M, soit a,1. Si » = u — », il existe un entier 
N tel que w(x) emE pour tout x de E. De plus, il existe des 
polynémes s,(X) de A[X], tels que le composant de x dans 
M soit s,(w)(z). Il en résulte que » = asi(u) et que # et w sont 
des polynômes en u à coefficients dans A. 


Proposition 6. — Soient A un anneau local hensélien de 
corps des restes algébriquement clos et E un A-module de type 
fini. Tout endomorphisme u de E peut s’écrire u= 9 + w où 
_p et w sont des endomorphismes de E, » étant diagonalisable et 
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w tel qu’une de ses puissances appartienne à Hom, (E, mE), v etw 
étant des polynémes en u à coefficients dans A. 


Si A n’est pas un corps, l’unicité n’est pas assurée. Si A est 


artinien, on voit que # est nilpotent. 


4. Endomorphismes d’un module de type fini 
sur un anneau local factoriel hensélien. 


j 


| 


L 


: 


L'hypothèse supplémentaire A factoriel se justifie par le . 


fait que tout anneau local régulier est factoriel. En particulier, 


tout ce qui suit sera valable pour A = C{{X,, ..., X,}} où 


Ht Nay Per PTT 

Le théorème suivant est dû à Frobénius. Il est de démonstra- 
tion facile et nous renvoyons à : Jacobson (Nathan) Lectures 
in abstract Algebra, vol II, p. 102, Van Nostrand (1953). 


TutorEme F. — Soit A un anneau factoriel et soit M un 
élément de M,(A). Soit yu(X) = det (X1 — M) et désignons par 
0(X) le plus grand commun diviseur des mineurs d'ordre n — 1 

(X1 — M) et par m(X) le polynôme ym(X)/0(X). Alors, 
1) m(M) = 0. 
2) Si n(X) de A[X] est tel que n(M) = 0, n(X) est divisible 
par m(X). 

3) Tout facteur irréductible de yu(X) est facteur de m(X). 

3) résulte, en fait, de ce que m(X)" est divisible par yu(X). 

Nous supposons dans ce paragraphe que le A-module de type 
fini E est libre. Soit u un endomorphisme de E. Si x est 


l’endomorphisme induit sur E/mE, on n’a pas, en général, : 


MX) = MX) où m,(X) et m(X) désignent respectivement — 


les polynômes minimaux de u et w et où m,(X) est obtenu 
par réduction modulo m des coefficients de m,(X). En effet 
si A=A{[Y]] et si wu est : se 
m,(X) = (X— 1} tandis que m;(X) = X —1. 

™ Hest; toutefois, clair que m,(X) est divisible par m;(X). 
Un cas simple où l'égalité sera réalisé est celui où | 


m,(X) = (X—a)...(X —a,) 


? 


»il est immédiat que 


ont ee 


ee ee il — 
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avec a, non congru à a; modulo m si 14]. Ceci implique 
d’ailleurs : 

1) u est diagonalisable. 

2) ye(X) = (X — a) ee (X — ap). 


Nous nous proposons de montrer : 


THéoRÈME. — Soient A un anneau local factoriel hensélien 
d’idéal maximal m et E un A-module ayant une base finie. Si 
u est un endomorphisme de E de polynôme minimal de la forme 
(X —a,)...(X—a,) avec a non congru à a; modulo m si 
i+], alors, u est diagonalisable. 


Démonsrrarion. — Soit E = @ M, où les M; ont la signifi- 
cation de § 4. La restriction u,; de u à M, est de la forme 
di, 


où a;, est congru a a; modulo m. 
Go 
Il est immédiat que 


AUX) = Yo(X) Lx) = (X — a,)* IL (X — a). 


Puisque y;,= (X—@)* et a; non congru à a; modulo m si 
iJ, on en déduit que: 
XX) = (X — &)*. 


Le polynôme minimal m,(X) de uw divise le polynôme 
minimal m,(X) de u mais également y,(X). Donc, m,(X) = a. 

Si la matrice de représentation de u, est d'ordre 1, il n’y a 
rien à démontrer. Supposons la donc d’ordre supérieur ou 
égal à 2. S'il y avait un coefficient b,, non diagonal, le mineur 
de b,, dans det (X1 — u;) serait un polynôme de degré r(1) — 2 
en X et le plus grand commun diviseur des mineurs d’ordre 
r(i) —1 de det (X1—w;) serait de degré au plus r(i) — 2. 
Ceci est incompatible avec le fait que m,,(X) est de degré 1. 
Les seuls coefficients non nuls sont donc diagonaux et 1l est 
alors immédiat que a, = a; pour] = 4, .…., r(t). Le théorème est 
démontré. 

Dans le cas où A est un corps, nous retrouvons une condition 
nécessaire et suffisante, d’ailleurs utilisée dans la démonstration 
ci-dessus, pour qu’un endomorphisme soit diagonalisable. Cette 
condition suffisante dans le cas où A est local factoriel hensé- 
lien n’est évidemment pas nécessaire. 
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D'autre part, si on suppose que m,(X) = (X—a,) ... (X—ay) 
avec seulement a, a, si i~j, exemple A — A[[Y]] et 


Dig ; 1 y montre que wu n’est pas forcément diagona- 
lisable. | 
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THEORY OF BESSEL POTENTIALS. PART I. (‘°) 
by N. ARONSZAJN and K. T. SMITH 


INTRODUCTION 


The present paper is the second in a series, the purpose of 
which is to give a basis for a treatment of differential eigen- 
value and boundary value problems. 

In the first paper [1], a general theory of functional spaces 
and functional completion was developed. Now, this general 
theory is applied to special spaces which are most important 
for the study of differential problems, especially of elliptic 
type. 

> Mai results of this paper were announced several years 
ago and the paper was then referred to as « Theory of Poten- 
tials ». It was decided that the original title was misleading 

. since we treat only potentials corresponding to special types 
of kernels and not those corresponding to more or less arbi- 
trary kernels as has been done for instance in [7 a], [13 a], 

and [13 c]. | 

Originally, the authors used the Riesz potentials of order «, 
i.e. potentials corresponding to kernels 


r n—a 


2 
= a—n 0 
(1) R,(2) Doan? T'(a/2) |x| ; <A<N, 
» in n-dimensional Euclidean space R’. 
Despite the fact that many elegant and important results 


() Paper written under contract Nonr 58 304 with Office of Naval Research. 


(2) Part II to appear in the next volume of this journal. 
25 
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were obtained for these potentials by Riesz, Frostman, Cartan, 
and others, their application to differential problems was 
sometimes awkward. The reason for this was the limitation 
on the order, «<n, whereas for differential problems we 


| 


f 


ae a 


need potentials of arbitrarily high order. We were thus led « 


to consider potentials based on the kernels 


4 a—n 


(2) Ga(x) = FE on (4) K,_a({e)lel * 


where K,_, is the modified Bessel function of third kind. It” 


2 
therefore seems appropriate to call the corresponding potentials 


« Bessel potentials of order « ». 


The kernels (2) which are defined for all « > 0 have the same « 


basic properties as Riesz kernels, i.e. positiveness, compo- 
sition theorem, etc., and in addition they converge to zero 
exponentially at infinity. This makes for much greater ease 
in the development of the theory. For «<n, R, represents 
the principal part of G, at the origin with the result that the 


corresponding Riesz and Bessel potentials form the same 


classes of functions in every bounded portion of the space. 


The classes of potentials P* which form the main object of © 


research in this paper are exactly the Bessel potentials of 


order « of L? functions. The potentials of L? functions would : 


be of interest in themselves (in the case of Riesz potentials 


they were considered by B. Fuglede [11 a]), but they do not : 
enter into the framework of our applications to differential : 


problems which are based on Hilbert space or « quadratic » + 


methods (°). 

The first part of the paper (Chapters I and II presented 
here) gives the theory of potentials of order « in the whole 
space R". The second part will deal with these classes in 


aE lly bt man 


subdomains of R" and also on differentiable and Riemannian * 


manifolds. 
The contents and main results of Chapters I and II can be 
summarized as follows. | 


(5) This means they are based on the use of quadratic norms in functional spaces, 
or more generally, vector spaces; by some authors they are referred to as « L? 
methods », 
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In Chapter I we recall the main results of the theory of 
functional spaces and functional completion [1] and add a few 
results not given before. 

In the first section of Chapter II we consider functions 
ue Cÿ and define the Dirichlet integral of order «, d,(u) for 
arbitrary « > 0. This is done at first by using Fourier trans- 
forms (as in [8] and [1]), after which a direct form for d,(u) 
is given in terms of derivatives of w of orders <a. In [1] 


we showed that for a< ae C?, with norm \/d,(u), has a perfect 


functional completion which coincides with the Riesz poten- 
tials of order « of L? functions. We show now that for « =} 


Cf with this norm has no functional completion. We then 
consider the norm |u|, = |lulli: + d.(u), and the norm ||ul|, 
(equivalent to |u|,) which is first expressed by Fourier trans- 
forms and then directly in terms of derivatives of u. 

In Section 2 we show that Cf, with the norm |u|, has a 
functional completion for all « relative to the class Qf, of excep- 
tional sets of Lebesgue measure 0. We study the basic pro- 
perties of all (imperfect) functional completions of this space 
relative to a class of exceptional sets contained in Y%. This 
space has a perfect functional completion (shownin § 5 to be P’). 

In order to study the properties of the perfect completion P*, 
it was found convenient to replace |u|, in C? by the equivalent 
norm ||u||,, and this last norm is maintained in the remainder 
of the chapter. 

In Sections 3 and 4 the basic properties of the Bessel func- 
tions K, are collected, and the resulting properties of the 
kernel G, are given. 

In Section 5, as was mentioned above, we prove that P* 
is the perfect functional completion of Cy with norm {lu}, 
and the basic properties of P* and of its class of exceptional 
sets A, (4) are given in so far as they are obtainable from the 


general theory of functional completion. For «> n/2, P* 


is a proper functional Hilbert space (its reproducing kernel 


is Gya(a7 — y)). 


ats re” eee | 


In Section 6 we define and investigate the capacities of 


(*) This is in accordance with established notation: for « < n/2, the sets in A+ 


are the sets of outer capacity 0 of order 2a in the sense of Frostman. 
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and Cartan [6] in their study of Riesz potentials. The outer 
capacity Y2a, of order 24, thus defined, coincides with the capa- | 
city & = ci as defined for P* by the general theory of functional : 
completion. It is worthwhile noticing that the logarithmic w 
capacity y,, which for Riesz potentials requires special treat- 
ment with definitions and proofs somewhat changed, does not — 
present any exceptional character for our potentials. 

Sections 7 and 8 contain the most important results from the 
point of view of applications to differential problems. In. 
Section 7, Theorem I gives differentiability and continuity 
properties of functions ue P* which allow ||ul|i and d4(u) 
to be defined by the same direct formulas which were * 
used in Section 1 for functions in C7. In conjunction with « 
Theorem I, Theorem II gives necessary and sufficient conditions » 
for a function w to belong to P*. Remarks 2 and 3 which — 
follow Theorem II weaken these conditions quite considerably. 

The theorems in Section 8 concern the restriction of a func- 
tion ue P* in R'" to a subspace R*'CR*. Theorems 1 a and 
1 b show, essentially, that for a function wu’ defined on R* to 
be a restriction of a function ue P* (R"), it is necessary and 

n—k 
sufficient that ue P*  * (R*). Theorem 1 cgives a basis for 
what we call the compensation method which is very useful « 
in the study of elliptic differential problems. In Chapter IV « 
(which is to appear shortly in Part II of this paper) these — 
theorems, are extended to restrictions to submanifolds of R”. « 

Section 9 treats functions u defined in an open set DCR". 
which are locally in P*; the class of these functions is denoted 
by P%(D). These classes form a first step to the introduction 
of the classes P* on a Riemannian manifold. 

In Section 10, we study the relations between L? and P* 
classes. We depart from our general restriction and consider 
Bessel potentials of L? functions (the proofs do not differ from 
those in the case p = 2). We obtain the following theorem: * 
if g > p = 1 and one of the two conditions holds: | 


order 2a in a manner similar to that used by Frostman [11] | 


a 


i ae egy Tig ln AL cet ae 


4 4 he aL a 
ee ge f 
1 fate , With p>1 and à F0: 
4 4 œ Luce 4 
20 pene ayn with p= 4 or mad 


Se a — 
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then fe L?impliesG,fe L’. For Riesz potentials, by Soboleff’s 


_ theorem we can consider only the case when condition 1 is satis 


fied and then we have R,f e L’ in general only for ee 


n 

In Section 11 — the last section — we compare our classes P* 
with the corresponding classes of Riesz potentials, B-L classes, 
W” and H” classes. These classes, introduced by different 
authors, have similarities either in definition or purpose to 
our P* classes. 

Before finishing the Introduction we mention the recent 
papers of L. Slobodetzky [14 a] [146] where expressions 
similar to our direct formulars for d,(u) are introduced and 
applied. 

We should also mention that many of the results of the 
present paper and of its second part were referred to and applied 
in several papers by the authors, in particular in [0], [15 a], 
and [2]. In these references, however, we were considering 
the corresponding results for Riesz potentials. 
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CHAPTER I 


SUMMARY OF THE GENERAL THEORY 
OF FUNCTIONAL COMPLETION 


This Chapter contains a short summary of the definitions 
and results from the general theory of functional completion 
which are needed in the rest of the paper. It is taken from [1] 
but it also contains a few minor observations which are 
not included in [1]. For simplicity, only complex spaces 
are considered. The changes which must be made in the real 
case are quite trivial. 


$ 1. — Functional spaces and functional completion. 


An exceptional class on a set 6 is a hereditary and c-additive 
class of subsets of 8, that is, a class 2 of subsets of & with 
the two properties: (a) If ACB and Be, then AeY; (b) 
if each member of a sequence of sets belongs to Y, then the 
union belongs to A. Henceforth À denotes an exceptional 
class on a set 6. 

A property of points of & is said to hold except Y (to be 
written exc. 9) if the set where it fails to hold belongs to À. 
If u and ¢ are complex valued functions defined on 6 — À 
and 6 —B, respectively, and « is a complex number, then 
u + » denotes the function defined on & — (AUB) by point- 
wise addition and aw denotes the function defined on 6 — A 
by pointwise multiplication. It is obvious that if wu and 9 
are defined exc. 2, then u + and au are defined exc. À. 

À linear functional class relative to Y (rel. À) is a class a 
_ of complex valued functions defined on & exc. % such that 
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if u and ¢ belong to J and « is a complex number, then u + 9 


and au belong to %. is the exceptional class for F. The — 


saturated extension of % is the class of all functions defined 
on 8 exc. % which are equal exc. À to some function in #, and 
§ is saturated if it is identical with its saturated extension. 

A normed functional class % rel A is a linear functional 
class % rel YI on which there is defined a norm ||u|| >0 with 
the properties: 41° ||u|| = 0 if and only if u(x) =0 exc. A; 


20 |\au|| =|a|||ul| for any complex «; 3° ||u|] <||u — || + [lei] (*). 
From 3° and 4° it follows: 4° if u(x) = 9(x) exc. YU then 
[ul] =||v||. The saturated extension of a normed functional 


class rel À is also a normed functional class rel. {4 (when the 
norm is extended in the obvious way). 

If in a functional class % we introduce the equivalence rela- 
tion f ~ f’ <= f(x) = f'(x) exc. À, the set of equivalence classes 
obviously forms a vector space V. If #is normed, V becomes 
a normed space (since f~ f’ implies ||f|| =||f’||).. In this case 
we transfer without further explanation all the notions usual 
in a normed vector space to the class # For instance: 
fn —>f (fn converges to f in norm); {f,} is a Cauchy sequence; 
a subset of % is dense in #; 3 is complete or separable, etc. 

A functional space rel Ÿ is a normed functional class rel Y 
in which there is the following relation between the norm and 
the values of the functions: 


1.1. THE FUNCTIONAL SPACE PROPERTY. — Every sequence 
which converges (in norm) to 0 contains a subsequence which 
converges to 0 pointwise exc. A. 

The saturated extension of a functional space rel. Y is also 

a functional space rel. A. 

A functional completion of a normed functional class ¥ 
rel. & is a functional space ÿ rel. À such that: 

(a) A> A. 

(b) Each function ue belongs to ¥ and has the same 
norm in both classes. 

(c) & is dense (in norm) in #. 


~ 


(d) % is complete. 


(°) The usual form of Minkowski’s inequality, ||u + ¢|| < |lul] + ||e||, is not ade- 
quate here since in general F is not a vector space : (u + #) —v is not identical with 
u (u may have a smaller exceptional set than (u + ») — 9). 


~ ne rte MED ou 
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We say that % is a functional completion of 3 rel. À. The 
_ saturated extension of a functional completion of a normed 
functional class is also a functional completion of the given 
normed functional class. Since it is technically convenient 
to work with saturated completions, and it involves no loss 
in generality ,it will be assumed that all functional completions 
are saturated. 

A functional completion is perfect if its exceptional class 
is contained in the exceptional class of every functional 
completion. 

The main problems in the theory of functional spaces and 
functional completion are: (i) to determine when a normed 
functional class is a functional space; (11) to determine when 
a normed functional class has a functional completion; (iii) to 
determine when a normed functional class has a perfect func- 
tional completion (°); (iv) to describe the exceptional class 
for the perfect completion. 

It is easy to see that if a normed functional class has a func- 
tional completion relative to one exceptional class, then usually 
it also has a functional completion relative to infinitely 
many others. In this connection, however, the following 
result holds, and is easily proved. 

1) Relative to a given exceptional class there is at most one 
(saturated) functional space which is a functional completion 
of a given normed functional class. In particular, the perfect 
completion, when there is one, is uniquely determined. 

It is clear that the properties of a normed functional class 
which have been defined so far remain the same if the norm 
on the class is replaced by an equivalent norm. In parti- 
cular, if there exists a functional completion rel. % with respect 
to one of two equivalent norms, then there exists a functional 
completion rel. Ÿ with respect to the other, and the two com- 
pletions are composed of the same functions. A converse 
of this also holds. 

2) If a linear functional class F rel. À is a complete func- 
tional space with respect to two norms, then the two norms are 
equivalent. More generally. 


(8) It is not known whether the existence of some functional completion implies 
the existence of a perfect functional completion. 
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3) If & is a complete functional space rel. A, and if F CF 
is a complete functional space rel. X with respect to a norm, 
||ul|’, then there is a constant c such that for all ue 9", ||u||<e||ul|’. 

Prorr. — The identity mapping from J’ into % is a closed 
mapping. In fact, if u,—u in # and u,—>yv in # then by 
the functional space property some subsequence {u,,} con- 
verges pointwise exc. % to both w and ». Hence u= 9 exe. À. 
By using the closed graph theorem we obtain the statement. 


§ 2. — The set functions à and Ô and capacities. 


| 
| 


: 
à 


In this section we describe certain functions and classes — 
of sets which lead toward solutions, partial or complete, to » 
the problems listed in section 1. The classes provide explicit — 


bounds for the exceptional class of a perfect completion; in 
every example where a perfect completion has been found, 
its exceptional class coincides with the bounds given. Throu- 
ghout the section, is a fixed exceptional class and 3 is a 
fixed normed functional class rel. A; Ÿ is an exceptional 
class containing J. 

The class Ÿ is the class of all sets BC& for which there is 
a function ue & satisfying |[u(x)| > 1 on B exc. A. For each 
Be, 3(B) is the infimum of ||u|| over all such u. 

The class Ÿ is the class of all sets BC& for which there is 
a Cauchy sequence fu,} in & satisfying lim inf|u,(x)| > 1 
on B exc. A. For each Be, 8(B) is the infimum of lim||u,]| 
over all such Cauchy sequences. 


_ Remark. — If % is a complete functional space, then clearly 


If 2° and Ÿ° are the classes of null sets of à and 4, respecti- 


vely, then obviously ICL’ CL’. Conversely, there is the 
following result. 


1) If & is a functional space rel. À, then YD. If 3 has 

a functional completion rel. À, then YL, (). | 
. Upper bounds for the exceptional class of a perfect comple- 
tion are provided by additional set functions called capacities. 


(’) & is the class of countable unions of sets in 2°, 


tS ly, ib ee 
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An admissible capacity for a normed functional class 3 is a 


. set function c on the hereditary o-ring %, with the following 


properties. 

(a) c is an outer measure on &, (*). 

(b) For each Be, c(B) is finite. 

(c) To each e >0 corresponds an n < 0 such that if 6(B) < », 
then c(B) <«. 

Each real valued, non-decreasing function ¢(t), defined for 
t > 0 and satisfying ¢(0) = lim g(t) = 0 and 9o(t) > 0 fort >0, 
determines an admissible capacity c, as follows: For each 


Be, 
c(B) = inf à 9 [3(B,)] 


where the infimum is taken over all sequences {B,} in © such 


that BC LJ B,. The most important of the admissible capa- 
n=1 


cities are the capacities c, determined by the functions 
p(t) == dite 2.0. 


We use especially c, and @. 

In the following propositions c is an admissible capacity 
for ¥ and YA, is its class of null sets. 

2) Every Cauchy sequence in & contains a subsequence which, 
for each «>0, converges uniformly outside some set of capa- 
city <<. 

3) LOU. 

4) & is a functional space rel. A, if and only if |||] = 0 whe- 
never u(x) = 0 exc. A..F has a functional completion rel. A. 
if and only if ||\u,||>0 whenever {u,} is a Cauchy sequence 
which converges pointwise to 0 exc. XL. 

5) If & is a functional space rel. W or if F has a functional 
completion rel. À, then the same is true rel. ADM... 

6) If cy and é, are the 9 capacities formed for % and % where 


- & is a functional completion of & rel. AWA. then © = ce. 


Propositions 1) and 5) give. 


(8) Measurability with respect to € plays no role in this theory. 
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7) 1f5 has a perfect functional completion, then its exceptional — | 


class À satisfies CC AK A. 


In every example where a perfect functional completion 
has been found, it has turned out that in fact j= Y... 


Conversely, if £3 = %,, holds, then if there is any functional 
completion, there is a perfect functional completion, and its 


exceptional class is & = À... 


§ 3. Majoration properties. 


ee 


The object of the section is to describe three majoration ~ 
properties and a few of the results that can be derived for » 
normed functional classes that possess them. All of the func- « 


tional spaces which are commonly used in differential problems 
do possess at least the weakest of the three. The majoration 
properties are as follows. 


PosITIVE MAJORATION PROPERTY. — The set & can be written 


oe 


as & = U 6, and constants M, can be chosen in such a way that 


n= i 


for every function ue % and every n there exists a function « 


u, e & satisfying 
[lu] < M, ||u|| and Re u,(x) > |u(x)| for x e 6, exc. A. 


GLOBAL MAJORATION PROPERTY. — There is a constant M 


such that for every function ue % there exists a function u’ e 3 
satisfying 


[u|< Mu] and Re u'(x) > |u(x)| exc. A. 


STRONG MAJORATION PROPERTY. — For every function ue F 
there exists a function u' e% satisfying ‘ 


[ul < [lu|| and Re u'(x) > |u(z)| exc. A. 


In so far as the general theory of functional completion is 
concerned, the main interest in the majoration properties 
lies in the next proposition. 


_ 1) Let % have the positive majoration property. Then 
Vo = Ac, and the following statements are equivalent. 


i a Nm aay AE PALA 


Rie Din Fw 
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(a) & has a functional completion. 

(b) F has a perfect functional completion, and the exceptional 
class for the perfect completion is & = Ac,. 

(c) [lu] 0 whenever {u,} is a Cauchy sequence which 
converges pointwise to 0 exc. Wc,. 

It is not difficult to see that if 3% has the global majoration 
property, then B eŸ if and only if a(B) < +, and if Be 


then 5(B) > a(B) > i 5(B). 


2) If % has the strong majoration property, then $= «a; 
if % is also complete, then 6 = 6 = q. 

3) If $ has the strong majoration property and is reflexive, 
then the infimum in the definition of à is attained. Moreover, 
if B is the union of an increasing sequence {B,}, then 


¢,(B) = lim ¢,(B,)- 


Proor. — Let l'} denote the closed convex set of all u e 3 
satisfying Re u(x) > 1 on B exc. A. From the strong majo- 
ration property it follows immediately that 6(B) is the distance 
_ from the origin to I's, and in a reflexibe space this distance 
is attained. 

Since a reflexive space is complete, it follows from 2) that 
$= c,. Therefore, in order to prove the second part of the 
proposition, it is sufficient to show that if lim 6(B,) < © 
» then 3(B) < lim 8(B,). For each n, let u,e ls, be such that 
- [lu] = 8(B,). Then, since lim ||u,|| < 2, there is a subse- 
quence {u,,} which converges weakly to some u € %, For every 
Ce etn, IT Therefore, since Is, is closed and convex, 


wel’y,, and, since this holds for every k, ue ls = QI 
Hence hu 


3(B) <||ul| < lim |lu, || = lim 8(B,). 


The main interest in the strong majoration property, howe- 
ver, comes from its application in another connection, namely, 
in the theory of pseudo-reproducing kernels and in the theory 
of balayage and classical type capacities. It has been shown 
in [2] that if Fis a real functional Hilbert space with a pseudo- 
reproducing kernel, then the kernel is non-negative if and 
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only if # has the strong majoration property. It will not 
be necessary to make use of this result in the later chapters, 
since the kernels are given by explicit formulas from which, 
their properties can be derived. Nevertheless, the result 
underlies many of the developments. In particular, it Is 
the need for the strong majoration property and positives 
pseudo-reproducing kernels which is responsible for the choice | 
of the norm ||u||, in Chapter II. | 
In many questions a change from one norm, ||u||, to an 
equivalent one, ||u||’, is immaterial. The classes ©, ©, @, 
and @° are unchanged; à and 6 are replaced by à’ and 6’, — 
c, and c, by c, and c,, where | 
| 

j 


ARS DE Le 


5 § 2 EN 2 
all lie between two positive constants. Admissible capacities 
remain admissible capacities. The validity of the positive 
and global majoration properties is unchanged. However, 
the validity of the strong majoration property is dependent 
on the particular norm used, and the need for this property 
can impose a particular norm, even one which is more compli- 
cated than some equivalent norms. 


§ 4. — Propre functional spaces. 


A proper normed functional class is a normed functional 
class rel. {0}; a proper functional space is a functional space 
rel. {0}. 

The complete functional spaces occuring in analysis arise 
most often as functional completions of proper normed func- 
tional classes. This does not mean, however, that the com- 
plete spaces are proper functional spaces, for in the process 
of completion it usually happens that some sets become excep- 
tional. This cannot happen if the original proper normed 
functional class is a proper functional space. 

1) A proper normed functional class % is a proper functional — 
space if and only if for each x e & there is a constant M, such that 
for every function we %, |u(x)| < M, ||ul|. , 


Lo nn 
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It can be shown that if # is a proper functional space, then 
- &({x}) 4 0, provided there is at least one function in 3 which 
does not vanish at x. More precisely, if u, denotes the set- 
function which takes the value 1 on every set containing & 
and the value 0 on every set not containing x, then for each 
set Be®,, u,(B) < M,c,(B). The main result on functional 
completion of proper functional spaces is obtained easily 
from this fact and the results of the precedings section. Also 
it can be obtained directly. 

2) A proper functional space 3 has a functional completion 
if and only if ||u,|| 0 whenever fu,} is a Cauchy sequence 
which converges to 0 at each point. If a proper functional space 
has a functional completion, then it has a proper functional 
completion. 


§ 5. — Restrictions to a subset of 6. 


Let 3 be a normed functional class rel. A, and let D be a 
subset of & which does not belong to A. Let %(D) denote 
the class of all subsets of D which belong to A If ue, 
let u’ denote the restriction of u to D. Each function u’ is 
then defined on D exc. %(D), and the class F(D) of all wu’ is 
a linear functional class on D rel. A(D). There is a natural 
norm on #(D) given by 


[lu] = inf [le 


the infimum being taken over all »¢% for which 9’ = w’ 
exc. U(D). In general, %(D) is not a normed functional class 
rel. X(D). However, 

1) If is a functional space rel. U then F(D) ts a functional 
space rel. A(D). Moreover, the set functions 0’, 0’, and og 
corresponding to %(D) are the restrictions to D of 6, 0, and Cp. 
If c is any admissible capacity for % then the restriction of ¢ 
to D is an admissible capacity for (D). If % is complete, so 
is KD). 


Proor. — If uw’ = 0 exc. A(D), then u’ = 0’ exc. Y(D), so 
that ||u'|lp </||0|| = 0. On the other hand, if ||u’\|p = 0. 
- then there is a sequence {v,} in # such that pi W EXC. 
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YA(D) and such that [p]| +0. By choosing a subsequence 
if necessary, it can be assumed that », — 0 pointwise exc. Y%. 
This obviously requires that w = 0 exc. A(D). Hence F(D) 
is a normed functional class rel. (D). A similar argument 
shows that %(D) is a functional space rel. A(D). 


Se etme is A oi 


It is evident that 0’ is the restriction of à to D, and also : 
that if ACD then 6’(A) <6(A). On the other hand, if ACD « 
and 6’(A) < d, then there exists a Cauchy sequence fu’,} in — 


(D) satisfying 
liminf|u,(x)| > 1 on A exc. A(D) and lim ||u;||p < d. 


By picking a subsequence if necessary, it can be assumed 
that 


[ill + >) Its —tall> < d: 


Functions 9, in # exist such that #, = u; exc. Y(D) and 


Pn+1 = Unt1— Un exc. A(D) and Dh, el <d. liv, = Pr; 


cv? 
then clearly w, = u, exc. N(D). Therefore, 
lim inf |#,(x)|=> 1 on A exc. Y 


and in addition {w,} is a Cauchy sequence such that 


| lim ||,|| << S} le, < d. 
Hence 6(A) < d. 


The assertions about capacities are immediate consequences 
of the fact that 0’ is the restriction of à to D. 

Finally, if # is complete, the argument above shows that 
%(D) is complete. Indeed, the sequence {w,} converges to 
some w € J, and, therefore, the sequence {u,} = {w,} conver- 
ges to w’ e (D). 


CHAPTER II 


SPACES OF POTENTIALS 


$ 1. — Definition and elementary properties 
of the Dirichlet integral. 


In this section the Dirichlet integral over the Euclidean 
space R", d,(u) = de, m(u), of arbitrary order «= 0, is defined 
and expressed in terms of the function u and its derivatives. 
The following notation is used: if t= (4, ..-, tm) Where ty 

m 
is an integer between 1 and n, then |i|=m, 0 = [LE 
when Kit"), and rau 
d'u 7 


pérenne ns ee 
rs DT pic Ve lah OF: 


If « is an integer, the Dirichlet integral of order « is com- 
monly defined by the formula 


(4, 1) da(u) = da; n'(u) = [IDiuf de. 


ij=a i 


If 4 is the Fourier transform of u, that is. if 
AE) = (2n)-"" [ e@ Du(a) da, 
then d,(u) is expressed in terms of à by the formula 


(4, 2) du(u) =f EPI aE)? dE. 


- 


Formula (1,2) can be used to define d,(u) for arbitrary 
26 
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a> 0. However, it is convenient to have an expression for 
d,(u) which, like (1, 1) involves w and its derivatives, but not 
the Fourier ‘transform. This will make it possible (in Chapter 
III) to define the Dirichlet integral of order « not only for | 

| 


functions on the whole space R’, but also for functions on 
an open set Dc R’, and it will simplify a number of proofs. « 
IE 0 <a <<, then by Parseval’s formula we have 
f er | sup: 24 dy = i |u(w + 2)—u(2x)P 3, dz 
Gane 


Es 


= far fl eat acat = [ Felapde. 


hate 


It is easy to see that F(£) is homogeneous of degree 2a « 
and is invariant under orthogonal transformations. Hence 


F(E) = C(n, «)|EP*, where if z= (z’, z), 
pie es dz’ dz, 


(eR 2) ? 
=f [en —1f ok dv’ 
ate) = 


w(t + lw i LE 


= me a Sr bf TRe oe dp. 


The last two integrals and w,_, (the area of the unit sphere | 


in R"~‘) can be evaluated in terms of the Gamma function 
to give | 


pik Du: 2 


T 


(1, 3) C(n, «) = —— 
T(a + 1)T(« + a sin Ta 


ee 


Thus 


(4, 4) du) = a “idl Pe) AU dr dy if O<a<l. 


|x 


It is important to notice that for a SO or a 7-4, — 
n, & 


converges to 0 like « or 1 —« respectively. In general, 


pee 
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if for arbitrary « > 0, &* denotes the largest integer strictly 
_ less than «, then (°) 


du) = >) [ID dz if ais an integer; 
Anse dif set oy f [Diua) = Dull ae ay 


je — ype 


otherwise. 

It is obvious from the expression (1, 2) of d,(u) by Fourier 
transforms that for every function u such that wu and |&|*u% 
are square integrable, d,(u) is continuous in « in the range 
O0O<ax< a (”). If U is an orthogonal transformation on 
R” and p(x) = u(Uz), then clearly 9(§) = à(UEË), so that by 
(1, 2) d.(¢) = d,(u). In other words d,(u) is independent of 
the (orthogonal) coordinates which are used in R'. 

1) The Dirichlet integral d,(u) is continuous in « and inde- 
pendent of the (orthogonal) coordinates which are used in R’. 

In the classical potential theory of Frostman and Riesz, 


which is valid for 0 < a< | it is shown that the functions 


2 
on R® which are representable as potentials 
(1, 6) u(a) = f |x —yl*"aly) dy, 


where g is square integrable, form with the norm Vd, a com- 
plete functional space relative to the exceptional class composed 
of the sets of (outer) capacity 0 of order 2a. (See [1].) This 
complete space is. the perfect functional completion of the 
space C#(R"). It is a space with a positive pseudo-reproducing 
kernel, namely the Riesz kernel 


(17) Ryle? —y) = 5 —{ |e — y. 
mr? 2?4]"(a) 
Spaces with positive pseudo-reproducing kernels are the 
natural setting for the classical type theory of capacity. With 
(°) In formula (1, 5) the notation a* is needed only when « is not an integer; 
it will be needed later, however, for all «. 


(9) It is not obvious from (1, 5) that d.(u) is continuous at à = integer; the corres- 
_ ponding result for domains 4 R”, which will be considered in chapter 111, is deeper. 
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this particular space there are associated two kinds of capa- * 


cities, the classical capacity of order 2a and the capacities 
defined in Chapter I for arbitrary functional spaces. It is 
proved in [1] that the classical capacity of order 2 is identical 


| ' ; 2 : : 
with the functional space capacity &. For « = ae the situation 


is quite different: the potentials in (1,6) cannot be formed 
for all square integrable g, since |z|*—" is not square integrable 
at oo; the pseudo-reproducing kernel in (1, 7) is not usable; 
and, as we shall now show, the space Cy(R”) normed by Vda 
is not a functional space. 


2) If ae ae the space C#(R") normed by Vd, is not a func- | 


tional space relative to any exceptional class. 


Proor. — Let u be a function in Cÿ(R”) which is identically 1 
on a neighborhood of 0. If wyx) = u 2) then 
p 


UNE) = p'â(pé) and dé(uç)) = pd, (u). 


n 


Thus, if «> 9” then as p->00, d(we)) > 0, while, for each x, « 


wyx) — 1. This shows that the space in question cannot be 


a functional space (for the whole R” would have to be an ~ 


n 


exceptional set). If «a= 5” choose € so that 0 Le <a and : 


let »¢C%(R"). Then, if d,(u,¢) is the bilinear form corres- 
ponding to the quadratic form d,(u) we have 


da(we, 9) = f 1EP* A (E)OE) dE = [IE +e (&) EI FE) dé 
S day e(U(o))"/#da_e(¥)¥?, 


so, by what has been proved, d,(u,), ¥) +0. Since this holds 


for each pe CS(R") and since d,(w)) is bounded, it follows — 


that we) > 0 weakly in the Hilbert space which is the abstract 


completion of C7(R") with the norm V4. Therefore, by a 
well known theorem there is a sequence p,—> oo such that 


the arithmetic means of the sequence {ug,} converge strongly — 


to 0. The sequence of arithmetic means converges pointwise 
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to 1 everywhere, so, as before, the space cannot be a functional 
space. 

This suggests the problem of defining an «-norm with the 
following properties : (a) On the subspace of C7(R") of functions 
vanishing outside any fixed compact set the a-norm is equi- 
valent to Vd,. (b) The space C?(R") normed by the «-norm 
is a functional space which has a perfect functional comple- 
tion. (c) The completion has a positive pseudo-reproducing 
kernel. (d) The classical type capacity for this kernel coin- 
cides with the functional space capacity c,. 

One of the simplest norms on Cf(R") for which (a) and (b) 


are true is the norm 
(1,8) Jug = du) + da(u) = f (1 + [EP*)|a(e) Pde. 


In the next section we prove the existence of a functional 
completion relative to the class of sets of Lebesgue measure 0 
and derive some properties of the completion relative to any 
smaller exceptional class. Later we shall replace |u|, by the 
equivalent norm 


(4, 9) [lull = f(A + JEP) È(E) Pe 


for which all the properties (a) — (d) hold. 
There is a direct expression for ||w||, in terms of the function 
u and its derivatives, similar to the expression for dg. 


Suppose first that 0 < « < 1, and consider 


1, ie 
pasife iff : UY da dy diy. 
—oe R°./ R” 2 


[|e —yf + 20] 


If we put « — y =z, and write Z for the point (%, z) € R?*} 


and & for (4, &), then 


4... |2 
—— iz 


x 
et < si ay Pi \ 
eal CR pee Pa ee IT US 47 
Ret Re 
eee iene) ar 
= for fu a BEeabtt - | a (E)|? dz z dé. 


aff PM ap azaemcin-ta) f+ Br 08a 
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by the formulas which were used to express dz. Therefore 
we can write 


(4, 10) [ui =f ul? de 
for 0 << aile « 


bHéscnees Joie fe 


[lz—y}+x] * 


if mis the greatest integer < a, 


m 


mie = SF) Sy Dal» 
k=0 HE 

The last formula in (1, 10) is obtained from the expressions 
of the various norms by Fourier transforms. 

Another formula will be given later (formula (4, 9)) which 
does not use an extra integration. 


§2. — Functional completion with respect to |ul,. 


In this section we investigate the normed functional class 
%, obtained by giving the class C?(R") the a-norm |u|,. Using 
the results quoted in Chapter I we show that %, has a functional 
completion relative to the class of exceptional sets of Lebesgue 
measure 0, and we establish some properties of the completion 
relative to any smaller exceptional class. 

It is obvious that the class & of sets B on which some func- 
tion in #, is > 1 is the class of all bounded subsets of R’, 
and, therefore, that the class &, is the class of all subsets of R”. 
Consequently, an admissible capacity for %, is an outer measure 
c on R” such that 


(a) Each bounded set has finite (outer) measure. 
(2.1) {(b) To each e > 0 corresponds an n > 0 such that if 
Be and d(B) <n, then c(B) Xe. 


If c denotes the (outer) Lebesgue measure on R", then 
obviously (a) is satisfied, and since |u|, > |lul|x it follows that 
for each bounded set B, c(B) < 6(B)*. Hence (b) is also satis- 


fied, and the Lebesgue measure is an admissible capacity 
for %,. 


| 
| 
| 
: 
| 
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1) %, has a functional completion relative to the exceptional 
class of sets of Lebesgue measure 0 (1). 


Proor. — It has been shown that the Lebesgue measure 
is an admissible capacity for %,. Therefore, by virtue of 
proposition 4, § 2, Chapter 1, it is sufficient to prove that if 
{u,} is a Cauchy sequence in %, which converges pointwise 
to 0 almost everywhere, then |u,|,>0. Since |u|, > ||ul|r, 
the sequence {u,} is a Cauchy sequence in L?, and so by the 
usual Lebesgue theory, ||u,||:—>0. Therefore the sequence 
{a,} of Fourier transforms is Cauchy in the L? space formed 
with the measure (1 + |£P*)d£, and converges to 0 in the ordi- 
nary L? space. It follows from the usual Lebesgue theory 
that {a,} converges to 0 in the L? space formed with the mea- 
sure (1 + |£P*)dé, that is, that |u,|, — 0. 

In the rest of the section %, will denote any saturated func- 


tional completion of %, relative to an exceptional class Se 
which is contained in the class of sets of Lebesgue measure 0 (2). 


2) If wed, then we LA, and |uf, = | (1 + |EP*)à(E)P dE. 


Proor. — If ue %,, then there is a Cauchy sequence fu,} 
in %, which converges pointwise to wu exc. %.2, hence almost 
everywhere. It follows that ue L?. The sequence fà,} of 
Fourier transforms is Cauchy in the L? space formed with the 
measure (1 + |EP%)d— and converges to à in the ordinary L? 


space. It follows that {à,} converges to à in the L? space 
formed with the measure (1 + |&?*)d. Thus, 


Junk > [A + JEP aE)? dE. 
At the same time, by definition |u|, = lim|u,|.. 


CorozLary. — If two functions in G,, are equal almost every- 
where, then they are equal exc. À] PR 


Proor. — By 2) their difference has norm 0. 


(4) It is easy to see that if a = 0 the class of sets of Lebesgue measure 0 is the 
exceptional class for the perfect completion of F4; the perfect functional completion 
of J, is simply L*. | 

(#2) The notation 25. is chosen to agree with the notation which will be used later. 
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3) If B is a set of finite measure, then on the subspace of Fa 
of functions which vanish outside B exc. Ÿ: the norms |u|, and 


Vd, are equivalent. In fact, there is a constant c such that if | | 


u vanishes outside B exc. À, then 
dy(u) £ ¢|BP*/"d,(u). 
Proor. — If u vanishes outside B, then for every & 
(2,2) |a(5)? S (2n)~"|Bldo(w). 
Hence, for every r > 0, 


lu) Sf ny Blau) a+ fre 


| JIglér 
<2 (2)-"1BIrd(u) + $2 d.(u), 


. n ijn 
and so, for r << 2% lars) , 


n(27)" 


do(u) S Fa[nQx)" — 0, Br] d,(u). 


The inequality in the proposition is obtained by minimizing © 


the coefficient of d,(u). 


4) If B<a and B is a set of finite measure, then |uls is | 
completely continuous on the subspace of %, of functions which 


vanish outside B exc. A... 


Proor. — (The idea of this proof is due to Garding.) It” 
will be shown that if u, vanishes outside B and the sequence | 


Lies GP ETES weakly to 0 in &,, then |u,|3 — 0. For every 
r > | 


2,8) Imdb f+ HQE + de). | 


Since a weakly convergent sequence is necessarily bounded, 


net eet ——— 


for every positive number € a positive number r canbe chosen * 


large enough so that the second term on the right side’ of 
(2, 3) is less than € for all n. For fixed r the first term on the 


right side of (2,3) converges to 0, for the functions  ü,(E) . 


néant 


THEORY OF BESSEL POTENTIALS 409 


converge pointwise to 0 (#) and by (2, 2) they are umiformly 
bounded. Thus if u, vanishes outside B and {u,} converges 
weakly to 0 in %,, then |u,|g — 0. 

A function is said to be of class C*° on an open set if the 
function is of class C” on the open set and every derivative 
of order < m is Lipschitzian (4). If w is a function of class 
Ce") on R*, then the integrals in (1, 5) are defined, and they 
are obviously finite if u has compact support (*). 

In the proof of the next two propositions and in several 
later proofs we will need the well known process of regulari- 
zation. A family of regularizing functions is a family 


cela) = p=) Pr 0<e<t 


where e is a non-negative function in Cÿ(R") satisfying 
ea) = 0 for |al=1 and _ fela)de—d. 


If u is a locally integrable function, the functions 


la) = wee(a) = fulye(e—y) dy 

are called the functions obtained from u by regularization, or, 
more briefly the regularizations of u. A few of the standard 
properties of the family {u,} are as follows: 

(a) Each u, is of class C”. 

(b) u,(x) > u(x) almost everywhere. 

(c) If u belongs to L? (or locally to L?) then so do the up, 
and uw, > uw in L? (or locally in Ly. 

(d) wel’, 1<p<)2, then u,eL? and à, = (2r)"/?ûe.. 

Other properties of uw, will be stated when they are needed. 

5) If u is square integrable and |u|, is finite ("*), then wu is 

(3) In fact, #,(¢) is the inner product in L? of u, with (2x)-"2e-i@, 9 times the 
characteristic function of B, and weak convergence in #4 implies weak convergence 


in L? (which has a smaller norm). 
(4) By this it is meant that there is a constant M such that if |i| < m then 


(Diu(x) — Diuly)| S Mix — yl 
for all x and y in the open set. 

(5) If « is not an integer this is self-evident; if « is an integer it follows from the 
élassical theorem that the partial derivatives of a Lipschitz function exist a.e. and 
are bounded. 

(5) If it is known only that w is square integrable then the expression of |ula by 
Fourier transforms must be used here, but if it is known that the necessary deriva- 
tives of u exist, then either expression of |u|. can be used. | 
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equal almost everywhere to a function in Sa; if, in addition, u 
is continuous, then ue Fy. 

6) There is a constant c (depending only on & and n) such 
that if 9 is of class CC" on R® and satisfies |D,o(x)|< M a.e. 
for [il < a* + 1 and if ueŸ, then 


(2, 4) gueS, and  |quL,< cMjuk. 


Proors. — First we show that if ¢ is of class C9 on R” 
and if u is of class C* and |u|, is finite, then the inequality 
(2,4) holds. For this the direct expression (1, 5) of |u|, 
is used. 

Since each derivative D,(gu) is a sum of products D;eD,u 
with |7| + |k| = |i|, if « is an integer, then, by (1,5), d,(œu) 
is majorated by a constant (depending only on «) times a sum 
of terms of the form 


[IDDiufdz < M?d,(u) where ([j|+|k| =a. 


It is obvious from (1,8) that if 6£ « then ds(u) <|uf. 
Hence (2, 4) is PSE if wis aninteger. If «is not an integer, 
then by (1,5) d,(ou) is majorated by a constant (depending 
iy on «*) times a sum of terms of the form 


p(x) D u(x Dy;(y)D 

C(n, « — a*) rare JE ha ide ad ey) Huy If da dy 
D,u(y)?|D 

SIM a ol) + me Fabel eu 


where |j| + |k| = a". The first term on the right has already 
been considered, and for the inner integral in the second we 
have 


De a = oe 


—y|h rasa" iio" 28° 


<a | ae paie 0" Le 
|z|S1 |z\e4 <x 
Hence the second term on the right above is at most 


OM dx u), and the inequality (2, 4) is established for 9 of class, 
Ce") and u of class C* with |u|, finite. 


Next we show that if u is of class C® and |u|, is finite, then 
ue, Let o be a function in C?(R") which is 1 on a neigh-. 


. 
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borhood of 0, and for p>0O put 9%(%)=9(pa). If 
—|Die(z)| SM for |ij}So*+ 4, then |Dio@(x)| < cl'IM for 
ll &* +4, so by what has been proved, as 9 +0, |oula 
is bounded. Consequently there is a sequence p, — 0 such 
that the arithmetic means of the sequence PLU} converge 
in %,, and since the arithmetic means obviously converge 
pointwise everywhere to u, it follows that we %. 

Now we prove 5) by regularization. We note first that for 
regularizing functions e,, é,() = é(p&), and since 

Je(E)| SS (2n)-"* and —@(0) = (27) 7", 
it follows that as p > 0 the functions 
dE) = (27)"?6, (4) (6) 
are uniformly bounded by |ü{£)| and converge pointwise to 
à (€). 

Therefore, since |u|, is finite, |u,|, is finite, and, as p > 0, 
|u—u,|,—>9. Since u, is of class C”, it follows from what 
has been shown that u,<¢%,. Thus, as p 0 fu,} is Cauchy 
in %,, so there exists a function veé G, and a sequence po, > 0 
such that u,,—>¥ pointwise almost everywhere. Therefore 
u = y almost everywhere. Moreover, if u is continuous, then 
Uch > U everywhere, so that u = v exc. $,, and hence ue o: 
This completes the proof of 5). 

The proof of 6) is completed as follows. Proposition 5) 
shows that each function of class CC with compact support 
belongs to ¥,. Therefore, the transformation Tu = qu trans- 
forms %, into %,, and by the first paragraph in the proof this 
transformation is continuous. If T denotes its extension to 
%, by continuity, then for each we, there is a sequence 
{u,} in %, such that u, > u both in %, and pointwise exc. À. 
and such that Tu, > Tu both in %, and pointwise exc. Hoa. 
Since Tu, = qu, and since qu, —> qu pointwise wherever u 
is defined, a fortiori exc. ÿ,., it follows that Tu = qu. This 
completes the proof of 6). 


Corozcary 1. — If u is locally in G, and |ul, is finite, then 


ue Fy. 
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Proor. — To say that wu is locally in G, means that each 


point in R" has a neighborhood on which u coincides with | 


a function in #.. If this is the case, then by using 6) we can 
choose for each point a function + in Cj(R") such that p = 1 
on a neighborhood of the point and such that gue%. Now, 
by 5) u is equal almost everywhere to some function v e ee 
Hence gu = ge almost everywhere, and by the corollary to 
proposition 2, qu— exc. Ya. It follows that u= 
exc. Y,,, so that ue Y,. 


Corottary 2. — If © is bounded and of class CC” on R' | 


and © = 1 ona neighborhood of 0, and if gx) = ?(px), then, 
as p—>0, pou —u in Ÿ, for every we Fy. 


Proor. — By (6) the transformations T,u = gu of ÿ, 4 


into itself are uniformly bounded. Therefore, it is sufficient 
to show that Tu — u for all u in some dense subset of &,. 
It is obvious that this is the case for we &,. 


7) Let u be a square integrable function and let m be an integer « 


<a. Then u is equal almost everywhere to a function in 9, 
if and only if for each j with|j| = m there is a function ¢; < F4_» 
such that Dju = 9; in the sense of distributions. 


Proor. — To say that D,u = 9; in the sense of distributions 
means that for every function ¢ e Cy(R’) 


JuDde = (— 1)!" [ogde. 
_ Suppose first that we %,, and let {un} be a sequence in 
C(R") which converges to u in &,. From the obvious rela- 


tion 
d,(¢) > da—m(D,») 


it follows that the sequence {D,u,} is Cauchy in %,_,, and 
hence that there exists ve Sam such that Dju, +, in 
am If oe C?(R"), then 

(u, Dh = lim(us, Dhs = limn(—4)(D jy, 9) = (= 1)" (by 9s 


and the first part of the statement is proved. 
Following a general theorem about temperate distributions 


rs ggg ns rm À 
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and their Fourier transforms [14, vol. 2], if Dju = », and both 
u and 9; are square integrable, then 16,1... & à = 9; ("). 
Hence, if 9;¢9,_, then 


flep|aledz = > ER) 6 pd < oo. 
By 5), wis equal a.e. to a function in &,. 


Propositions 1)-7) describe most of the properties of the 
functional completion of %, which subsist for an arbitrary 
completion %, whose exceptional class is contained in the class 
of sets of Lebesgue measure 0. The finer properties which are 
developed in later sections are properties of the perfect com- 
pletion. Therefore, we shall close this section with a few 
remarks of introduction for the next. 

We have stated at the beginning of this chapter that % 
has a perfect functional completion and that if the norm |u|, 
is replaced by the equivalent norm 


lull = f (A+ EPA dé 


then the perfect completion is a space with a positive pseudo- 
reproducing kernel; this kernel will be denoted by Gz. It 
will be shown that every function u in the perfect completion 
can be represented as a potential 


(2,5) u(z) = Gag) = f Ga —y) aly)dy 


of a square integrable function g, and that the following rela- 
tion holds: 


(2, 6) [le = Mele =f lel? do. 


If (2, 5) and (2, 6) are accepted for the present, we can deduce 
an expression for the kernel G,. 

Since the potential G.g defined in (2,5) is a product of 
composition, if follows (provided G, is integrable) that 


(Gug)*(E) = (27) Gale) 8(E). 
If (2, 6) is to hold, then 
fA + Een È EME ae = fare 


(#?) This simple case of the general theorem can be proved directly without much 
trouble. 
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for every square integrable function g. Our condition is 
therefore satisfied by 


(2, 7) Gale) = (2n)-™ (4 + EI nat 
This gives the expression for the Fourier transform of G,. 


However, if « > n, (1 + |&|?)-*” is integrable, and (2, 7) can 


be inverted to give 
ei §) 


(2, 8) G. (a) = (2n)-" 14 Ep 


There is a well known formula expressing the Fourier trans- — 


form of a function f(£) which is a function of |&| alone as a 
single integral ayn ee the Bessel function J, (*) : 


(2,9) fla) =|al * [flee Incalelel) de. 
Formulas (2, 8) and (2, 9) give 


Gaz) = (2n)-"\x| * aad rate n= (p|a|)de 
From this we obtain for « > n (*). 


(2,40) Ga) ahi * , (9 


2 + w(s) 2 


where K,(z) is the modified Bessel function of the third kind. 
It will be shown that if G,(x) is defined by (2, 10) for all « > 0, 
then G, is integrable and its Fourier transform is given by 
(2, 7), and, in fact, that G, has all the properties that have 
been attributed to it. In the next section some pertinent for- 
mulas and properties of the Bessel function K, are listed. 


§3. — Formulas and properties of K,. 


Most of the results listed in this section can be found both 
in [10] and in [16], and all can be found in one or the other. 

(8) See, for example, S. Bocaner [3]. 

(#) Formula 20, p. 24 of [9]. | 

(?) L. Scawarrz [14] introduced functions seal sh related to G.(x) by the equa- 
tion Gu(x) = 1. (Ft) (2x)-". 


saw et Tg PE EE 
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The modified Bessel function of the third kind, K,, is defined 


- in terms of the more common Bessel functions by 


(3, 1) K, = © Lev) — Ma) 
sin yt 
where L (2). e * Jy(iz), 


and J, is the Bessel function of the first kind of order v. 
The above formula for K, for v an integer should be under- 


stood as a limit K, = lim Ky+e. 
E>0 


The functions K, and I, are defined for complex values 
of y and z, but we shall be concerned only with real values of 
y and positive real values of z. The function I, (the modified 
Bessel function of the first kind) has the series expansion 


| (5 ate 
æ + 
(3, 2) | I,(z) iis —m! T(v LL im + 4) 
from which it follows that K,(z) is an analytic function of 


z except at z= 0, and for 240, K,(z) is an entire function 
of y. Obviously 


(3, 3) K_,(z) = K,(z). 
From (3, 2) it follows immediately that 
(3,4) K,(z) ~ 2°4D(v)z-” @) as 20, for v>0, 
Ko(z) ~ log 4/z as z—>0. 
It is known that 
(3,5) K,() ~(%) ope iis 


The following integral formula holds. 


\ 4/2 } 
— TT) z'e Tasers 


(3,6) Ky) = ier [ La 7 +) "dt 
for z>0, —- 


ns Ml 
(2) As usual, we write f(z) ~ g(2) as za if lim a = 1. 
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We shall also need the differentiation formula 


7) (SE) EKA = (11 Kral 


We mention also the differential equation of second order 
satisfied by K, (which can be deduced easily from (3,7) — 
and (3, 3)) | { 


2 
3,8) ER) + FEY ES GK (D) 2K) =0. 
§ 4. — Formulas and properties of G,. 
The kernel G, is defined for « > 0 by 
(4,1)  G(x)= 
Most of the necessary formulas and properties of G, are almost 


immediate consequences of the corresponding formulas and 
properties of K,_.. They are listed in this section. 
2 


The kernel G,(x) is an analytic function of |x| except at | 
x = 0, and for x 0, G,(x) is an entire function of «. From 


(3, 4) we obtain 
( ) 
G,(x) ~ pa eo: ! 


eal (5 5) 
PAT NT EU Led log 
(4, 2) SXL—> n(t) log — 

92-1727 Gay} || 


ss 


“APR QT if a oe n, À 4 
2%%x"°2T ee } 


(æl*—" L, a<n 


gr Se Pme bte moon be Un 


Gaz) — 
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and from (3,5) we obtain 


(4,3) askxl oo, G(x) — 


2 Bale 


Clearly G, is a function of |x| alone; it will sometimes be 
convenient to write G,(r) for G,(x) with |x| =r. With this 
notation (3,7) gives 


(4, 4) 5, Gal Rs PR , K,-a+2(7) 
* 9 ? r"[ frie 2 
; (3 
Hence for « > 1, there is a constant c such that 
dG, 
(4, 5) PEL o[Ga(n) + Gas(a)] 


Formula (3, 6) shows that all K,, and therefore all G,, are 
everywhere positive; (4, 4) then shows that G, is a Rene 
function of |z|. Formulas (4, 2) and (4,3) show that G, 
integrable. 

Since G, is integrable, the Fourier transform G,(&) exists 
for each £; as a function of « it is analytic for «> 0. 
Therefore, from (2, 7) we obtain by analytic continua- 
tion 


(a OA) = Cr)" LE)". for ue = 0. 
A simple consequence 1s 
(4, 6’) [Ga(0) de = (2n)""6,(0) = 


From (4,6) it is evident that the following composition 
formula holds. 


(4,7) Gi) Gus Ge(2) ) = f Galy) Gala — y) dy. 


We give now a mean value theorem similar to the Frostman 
mean value theorem for the kernel |z|*—*. 


1) For each ry > 0 there is a constant c (depending only 
27 
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on ro, &, and n) such that for every point z, every sphere S(x, r) 
with r< ro, and every function g = 0, 

5 Meh, 

|S(a, r)| S(x, r) 


(bus. eine ferry seer ee 


[S(æ, r)| J ste, r) 
G.g(y) dy = Gag(z). 


G.(z— y) dy XcG,(z—2). 


lim ———— 
(e) Les |S(a, r)| J (x, r) 


We use here the notation G,g introduced in (2,5). When 


g > 0, Gg(x) will be considered as defined everywhere possi- — 


bly with the value + . 


Proor. — Parts (b) and (c) are obvious consequences of * 


part (a), and part (a) is an obvious consequence of the special 


case in which a= 0. This special case can be formulated as « 


follows : if f., denotes |S(0, r)|-1 times the characteristic func- 
tion of S(0, r), then for every x 


(4, 8) f-* Ga(x) < cG,(z) for TE roi 


From the composition formula (4, 7) it is seen that (4, 8) has 
only to be proved for small values of a, in particular, for 
a<n. To simplify the notation we shall suppose ry = 1. 


By using (4, 2) and the fact that |2|*—" and G,(z) are both + 


positive we obtain the existence of positive constants c, and 
c, such that 


QT" G(x) Lot" for al <3. 


Hence (4, 8) holds for |x| << 2 (with ro = 1) if and only if it 
holds when G,(x) is replaced by |a|*-". That it does hold 
in this case is the assertion of the Frostman mean value theo- 
rem (#). For || 2 we have, since G,(x) is a decreasing 
function of |x|, 


fr* Ga(x) Gap — 1) 
Et) PT CE 


(72) O. Frosrman [11]. In the Frostman theorem the constant c is independent 
of ry). From the exponential decrease of G,(p) as ¢ > 2, it is easy to see that such 
is not the case here. 


F 
j 
* 
4 
; 
' 


TRS ae 


— 
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The supremum on the right side is finite, since G, is continuous 
and positive and since, by (4, 3), 


CorozLary. — If fe,} is a family of regularizing functions, 
there is a constant c such that for every point x and every function 


gZ= 0 


(a) Gaxe,(x) S cG,(z) 
(b)  (Gag)*e(r) S cGag(x) 
(c) lim (Gag) + €,(2) = Gag(2). 


Proor. — Part (a) follows from (4, 8), since 
aha 
e (x) = p- (=< cf,(z). 


The other parts follow from (a). 
With the aid of the kernels G, we can give the other direct 
expression of ||u||, for 0 << « < 1 promised earlier. From 


(1, 10) we obtain 


a + u(y)] 


eos 5 [u(x ui] 


2 — dxdydz,, 
{|u| |. = ee a) Abe jh tie y 0 


eae sf 
2 sin? 9% 
cit ral ff fo apis apa, 
wea a) R” WEY ge 2] PRE A | 
u(y)|? cos” Aon, 
‘i etal: Time ne no 
ane a) RU R° malt + 23] 2 


Integration with respect to % yields the kernel G,,,,2. for 
the space R'. By using (4, 1) this kernel can be transformed 
into the kernel Gon 22 for the space R’. Making these trans- 
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formations and using the formula (1, 3) for C(n + 4, «) we 
get 
(4,9) I = 2"*%**T(n + @) P(A + a) 
[RB ff hate) + ru Sess Pare EH) dey 


a0) Gee rl 

sin T4 F0 2 Uon+ 2a(V) en + 2a (TT Y dea i 

$+ SRE ff lula) — uy) mang a 
Remark. — It is easily seen that the first term in the square 


brackets is equivalent to the L? norm of u, the second to d,(u). 
Another interesting formula for ||u||,, 0 < «<4, is the fol- 
lowing 


(4,10) jul == +) fa(Gu.a(e—yu(a)) dy. 
(+ +4) 


The Dirichlet integral d, is taken with respect to x. Beside 
the formulas used above, we apply here the composition for- 
mula Gon+2a = Soca? ena 

We give now an important formula connecting G,(x — y) 
with the Laplace operator A. It will be convenient in this 
connection to extend the definition of G, to all real a, by 


formula (4, 1). This gives for all even integers «<0 a func- » 


tion G, identically 0. 


(4,11) For fixed y and x Æ y, 
(1— À) Ga(z — y) — G,_.(~7— y). 


To prove it, we use y as origin and apply the elementary — 


formula for Af where f depends only on r =|2—y|: 


Epis (n2=1) ad 
Af(r) = gal) + Flr). 
We get therefore 
1—A)G = (n— 1) d 
( ) ge 4) = Sel) EE 2(r) 
Shane with (4, 1) and (3, 8) we transform the right-hand 
TG) and by (3, 7) and (4, 1) we see that 
it is = Ga-1(x — y). 


d? 
VIRE hs GR 


side into 


ant aT IE aoa a 
tie mins 0 ie 


Dan. 
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As corollary we have for all positive integers m 
GA) (LP GE — y) = Gano — y). 


The function G,,,(2—y) is a fundamental solution for the 
operator (1 — A)" (more will be said about this in section 7). 


§ 5. — The perfect functionnal completion of Gxt 


It will be shown that the normed functional class %, has 
a perfect functional completion. For « > 0, the exceptional 
class for the perfect completion is the class of sets on which 
a potential G,g of a square integrable function g can be unde- 
fined; the functions in the saturated perfect completion are 
those which are equal except on an exceptional set to such a 
potential. 

For « > 0, let %,, denote the class of all sets A such that 
for some square integrable function g = 0, 

(5, 1) ACE [Gag(r)= + »], 
and let P* denote the class of all functions uw, defined exc. A, 
such that for some square integrable function g, 

(5, 2) u(x) = Gap(x) exc. Wea. 

Since the kernel G, is integrable, it follows from a standard 
theorem on products of composition that for every square 
integrable function g, Gag is defined and finite almost every- 
where and is square integrable. In particular, every set in 
Y., has Lebesgue measure 0. Furthermore, the Fourier 
transform of G,g is 


(5,3) (Gag)*(&) = (2m) GalE)a(e) = (1 + [EP)-*8(6), 
which shows that (). 
(5, 4) Gaga = lle if gel. 


Formula (5, 4) shows that if ge L” then the following condi- 
tions are equivalent: (a) g = 0 almost everywhere; (b) Gig 
is identically 0; (c) G.g = 0 exc. Mau; (d) Gag = 0 almost 
everywhere; (e) ||Guglle = 0. Indeed, it is obvious that each 


(23) We use here the expression (1, 9) for ||u||.. 
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condition implies the one following, and by (5, 4), (e) implies (a). 
Henceforth, P* will denote the normed class in which the 
norm is ||u||.. | 

1) M is an exceptional class. P* is a complete functional 
space relative to A,,. 


a M 


Proor. — In order to prove that Ÿ., is an exceptional class 4 
it must be proved that Y,, is hereditary (that is, that if A eY,, « 


and BCA, then Be Y,,) ando-additive. The first is obvious. 
To see the second, if A, e %,,, let g, be a function > 0 in IL? 
such that 


A CETGg(x) = + 0] and [gl S27. 
Then, if 


A=UA, and DE 


clearly gis a function > 0 in L? such that (5, 1) holds, so A e Y,,. 

From the equivalence of (a) — (e) above it follows that P* 
is a normed functional class rel. Y,,, i.e. that the conditions 
u = 0 exc. Y,, and ||u||, — 0 are equivalent. From (5, 4) it 
is obvious that P* is complete. By definition P* is saturated. 
All that remains is to prove the functional space property. 

From any sequence converging to 0 we can choose a sub- 
sequence {u,} such that 


2 lle < œ. 


If u, = Gig, except on the set A, € %,,, let 
g(x) = Ÿ |en(2)|. 


Then geL?, and by the Lebesgue convergence theorem, 


Gagn(z) > 0 for every ze A, =F [Geg(x) = + co]. Hence 1 


u,(æ) 0 for every x not in the set U A,, which belongs to %,,. 
n=0 : 


This proves the functional space property, and the proof of 1) 
is complete. 


As was mentioned before, the norm ||dl||, is obviously equi- 


Be  —— 
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valent to |u|,. Henceforth in this chapter we will consider 
G, as provided with the norm ||u||,. The set functions à, &, 
©, etc., are formed with this norm. 

2) P* is the perfect functional completion of F,. 


Proor. — In order to show that %,C P*, let ue%,, put 
g = (1 + |&|’)*?u, and let g be the inverse Fourier transform 
of g. Since u is in C?(R"), g is obviously both integrable and 
square integrable, so that g is continuous, bounded and square 
integrable. Therefore, G,g is continuous and in P*. Since 
à = (Gug)*, it follows that u=G,g almost everywhere, but 
since both functions are continuous, u = G,g everywhere. 
Thus ue P*, and so 3 CP*. 

Let %, denote the closure of %, in P*. §, is a functional 
completion of %, of the type considered in section 2, and it 
must be shown that %, — P*, and that this completion is 
perfect. Since for each ue P%, ||u||, is finite, it follows from 5) 
section 2, that each u e P* is equal almost everywhere to some 
ye%,. Bothuand» are in P*, however, and so from u=¥# a. e. 
follows ||u — ||, = 0, and hence u = s exc. A. Thus FP". 
All of the results of section 2 are now applicable to P*. 

Finally, we show that if A e %,, and if S is any sphere, then 
there exists a Cauchy sequence in %, which converges point- 
wise to + 0 everywhere on ANS. This will show that 
ANS, and hence A itself, must be an exceptional set for any 
functional completion of %,, and this will complete the proof 
of 2). By 6), section 2 (take 9 e C and = 4 on S), it is suffi- 
cient to show that there is a Cauchy sequence {u,{ in P* 
such that u, is of class C* and such that u,(x) > + © at 
every point of A. The existence of such a sequence is given 
by the following proposition. 

3) Let {e,} be a family of regularizing functions. If ue L?, 
then u, = uxé, is of class C* and belongs to P* for alla. If 
we P°, then |lu.lL <|lulk and u, u both in P* and pointwise 
exc. Us. Moreover, if w= Gag where g>0, then u —u 
pointwise everywhere. | 


Proor. — It is clear that u, is of class C*. For the Fourier 
transform of u, we have 


à,(E) = (27) A(E)8,(E) = (27) A(E)é(p6). 


| 


Since e is of class C?, it follows that the product of é with any * 
polynomial is bounded, and hence ||u,|, < 90 so that u, e P* — 
for all «. 


If we P*, then 
lull = f (4 + JEP)*|(2m)""8(p8) | a(E) Pde < |julle 


since |é(€)|< (27)-™. 

Finally, if u = Gig with geL?, then u, = G,(gxe,). It 
is well known that when ge L?, g+e,e L? and ge, converges 
in L? to g. Hence {u,} converges in P*tou. If g=0, then 
by the corollary to the mean value theorem in the last section « 
u, > u pointwise everywhere. It follows that whether g Z 0 
or not, u,(x) —> u(x) at every x such that u(x) = Gyg(z) is 
defined, i.e. pointwise exc. Y... 


4) P* is a proper functional space if and only if « > “ If 


œ nt and m is an integer < aia then every function in — 
Pris OF «class far 
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Proor. — If « < ©, then, by (4, 2) G,(x—y) as a function 


of y is not square integrable, and there exists a square inte- 
grable function g > 0 such that 


. Ga(z — y) g(y)dy = + ©, 


which shows that the set {x} belongs to ,,. On the other 
hand, if « pale! then, by (4, 2) and (4, 3), G, is square inte- 
grable, so for every square integrable function g, Gg is defined — 
everywhere and is a bounded continuous function. Thesecond — 
statement is proved by making use of (4,4) and a similar 
argument. It can also be proved easily by Fourier transforms. 

It can be shown that the exceptional class Y,, is precisely 
the class of sets of capacity 0 for the capacity c, associated 
with the space P* (4). This result depends on the strong 
majoration property defined in section 3, of chapter 1. 

5) P* has the strong majoration property. 


(4) From now on, £ and 8 are the class of sets and set function associated with ps 
(not as earlier, those associated with 3). The capacity c, associated with P* is 
the same as that associated with J. 


ae 
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Indeed, if u = G,;g and if u' = G,|g|, then u'(x) > [u(x)| 
exc. A: and ||u'||, =||ul|.. 

6) If Be, then «(B)<. If 4(B)<o, then Bet 
and there is a function g=0 in L? such that u = G,g satisfies 


(5,5) w1 onB exc. A, and ||ul|,=39(B) = c¢,(B). 


All the assertions follow from the general theory in chapter 1 
(propositions 2 and 3, section 3) except the fact that the 
minimizing function wu is equal to G,g with g=0. But if 
@—G,/,, take sg — |"). 

It is evident from 6) that 

7) Yea is the class of sets of capacity 0 for the capacity «à. 

Before beginning a detailed study of capacities we record 
one aroun consequence of the general theory (chapter 1, 
§ 3, 3)). 

8) If B is the union of the increasing sequence {B,}, then 
¢,(B) = lim ¢,(B,). 


Remark. — It was mentioned in the footnote to proposi- 
tion 1, § 2, that the perfect functional completion of J, is, 1s. 
In order to maintain a systematic notation we shall sometimes 
use P° to designate L? and %) to designate the class of sets 
of Lebesgue measure 0. It is not difficult to prove (see [1]) 
that the set functions associated with P° satisfy 


SAP = (A)? = c(A) = [A]. 


§ 6. — Capacities. 


A theory of capacity of the classical type rests ultimately 
on the use of positive pseudo-reproducing kernels. In the 
classical theory of Riesz and Frostman of capacity of order 2a 
the kernel is the Riesz kernel (1, 7), which is the pseudo-repro- 
ducing kernel of the completion of C#(R") with respect to the 
norm \/d,. In the present theory the kernel is Gaz, which 
is the pseudo-reproducing kernel for P* Ore AW. Lies Hi 
part of the section we assume a >0. 

(25) It is not necessary that the reader be acquainted with the theory of pseudo- 


reproducing kernels. The necessary details will be given fully. Some additional 
results on this subject can be found in [2]. 
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A 


The capacity of order 2x of a compact set C is defined to be : 


the number y,(C) determined by 
(6,0 2% =int ff Grolo—y) du (a) du (y 
Yea(C) 


where the infimum is taken over all positive Borel measures 


on C of total mass 1. The inner capacity yi.(A) of an arbi- « 


trary set A is the upper bound of the capacities of the compact 
sets CCA. The outer capacity y:.(A) of an arbitrary set A 
is the lower bound of the inner capacities of the open sets GD A. 


4 


; 
: 
} 
} 


| 


Remarx 1. — The standard capacity of order 24 < n is : 


obtained in the same way by simply replacing the kernel G,, 
by the Riesz kernel (1, 7). The standard capacity Ÿ, is easily 
seen to be invariant under translations and rotations and to 
have the following property with respect to a homothetic 
transformation with ratio t: Y2,(tC) = ¢"—**¥,,(C). Our pre- 
sent capacity obviously retains the invariance under trans- 
lations and rotations, but it does not have as simple a behavior 
with respect to homothetic transformations. It is easy to 
show by means of (4,2) that the following relation holds 
between our present capacity and the standard capacity : 


lim #8 Yaq(0C) = Fua(C), 


for every compact set C. Corresponding statements hold 
for the inner and outer capacities of arbitrary bounded sets, 
and in each case the limit is uniform when the diameter of the 
set remains bounded. 


A capacity of order n has been studied under the name of — 


logarithmic capacity, studied rather extensively in the case 
n= 2 and rather sketchily for larger n. The logarithmic 
capacity is obtained as above by replacing the kernel G, by 


the kernel log ial’ where r is any number larger than the dia- 


meter of the set C. The resulting set function j,(r, C) is 
then defined for all compact sets C of diameter < r. . Some- 
times the set function 


HO = rexp(— =) 


THEORY OF BESSEL POTENTIALS 427 


which is independent of r, is used in place of the logarithmic 
capacity. 

It is clear from (4, 2) that for each r there is a constant © 
such that 


dl 4 ~ 
— alts ©) S ya(C) S efalr, C) 


holds for every compact set C of diameter <r. The exact 
limiting relation corresponding to the one given above for 
Yoo and Y._ is a little more complicated in this case. 

If y is Euler’s constant, we have 


lim 27 TT (n/2) Bi. am 
1>0 Yn(tC) Yn(r3 C) 
for. every compact set C of diameter <r. Equivalently 


à ET eS aS PA ARS 
lim 2eT ; exp} ST (= 4,(C) 


t>0 


—log = 


+log= += 


for every compact set C. To establish these relations, an 
improvement of (4, 2) is needed, Le 


as z—0, G,(x À == ne PE a 2| TE (Ir "| tek 


Since G,(r)/R.(r) (with 0 < « < n) is decreasing for0<r< © 
from 1 to 0 (using (3, 7), (3, 3), (3, 4) and (3, 5)), we obtain for 
sets A of diameter <r 


FA) LA) LED HA): 


hence the sets with Y2(A) — 0 are the same as those with 
. Ya(A) = 0. 


Remark 2. — Comparison of our potentials with the Riesz 


potentials of the same order « Lg shows that locally the 


(25) The first part of (4, 2) can be improved to 


ihe m—a@ 


D jen à 0m arret) 


as ZT —> 0, Gaz) = 2er PT (a/2) 


… for « < n, but this will not be needed. 
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potentials are the same, but globally (because of the exponen- 
tial decrease of G,) the Riesz potentials form a larger class 
(see Remark in § 9). Consequently, there are many state- 
ments which are true for the functions in P* and untrue for 
the Riesz potentials. For instance, every function in P* 


is square integrable, along with all derivatives of order <a. © 


Also, the product of a function in P* with a bounded function 
of class CG” is in P* (see 6) § 2). In addition, the proofs 
of many common theorems are simpler for P*. On the other 


hand, several of the formulas become more complicated due « 


to the fact that G,, is not homogeneous — for instance, the © 


formulas in Remark 1 and those in proposition 20) below. 
The potential of a measure with respect to the kernel G,, 
is defined as follows (*) 


Goat(2) = | Gala — y)du(y). 


Ga is defined everywhere, provided + æ is admitted as a 
value, and is lower semi-continuous. Of primary interest 
are the measures & for which the 2a-energy 


(6,2) Iluilèe =f] Goal —y)du(a)du(y) = f Gyapdy. 


is finite. However, we shall begin by proving a few results 
about arbitrary measures. 
If p is a measure with finite total mass, then, by (4, 6’), 


(6,3) [Gup(o)de = ff Grae —y)du(y)da = |, 


and in particular, G,,u is finite almost everywhere and is 
an integrable function. By using this and (4, 3) the following 
result is easily proved. 

1) If u is a measure such that 


24—n—1 


(6, 4) J+ le)? eldp(2) < « 


then Gap. is finite almost everywhere and is integrable over every 


bounded set. If (6,4) holds and 2a>n, Ga is finite and 


(27) Henceforth the term measure will refer to a positive Borel measure unless 
otherwise stated. If » is such a measure, |[u| = u{R") is its total’ mass (possibly 


. Aset E is sai i 
- ne set E is said to be a support of p if p(R*— E) = 0; a support need not 


Dés — <- 
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continuous everywhere. If (6,4) does not hold, then Ga is 
- identically + 0. 

The following result does not require proof. 

2) The mean value theorem (proposition 1, § 4) holds for 
potentials Gt as well as for potentials Gug. 

The next two propositions were proved by Frostman [11] 
for the Riesz kernel. The proofs given here are quite similar. 

3) Let w be a measure with a compact support C. There is 
a constant c (depending on the diameter of C, «, and n, but not 
on 4) such that if Goap(%)<1 a. e. (4) (*) then Gaaut(x) Se 
everywhere. 


Proor. — Since G,,u. is lower semi-continuous, the subset 
F of C on which G,u < 1 is closed, and by assumption F 
contains a support of &. If for an arbitrary point x, % 
denotes a point in F closest to x, then for any point ye F, 


To 
e—y>+F— y Hence, Gra(t—y)<Cu(> @—y)), 


By (4, 2), there is a constant c (depending only on the 
diameter of C, «, and n) such that for every p< the diameter 
of C, Galo/2) < cGea(e). Thus, we have Goa(x) < cG,au(%) Se. 

4) If Gy is continuous on a closed support of p, then Gray 
is continuous on R”. 


Proor. — In view of proposition 1) we may assume 24 <n. 
This implies that if p({a})>0, Gau(x) = +, hence, 
by our hypothesis, & cannot have point-masses. Let F be 
a closed support of » on which G,,v is continuous and let 2» 
be an arbitrary point. For each n, write m—=u, +1, where 
ul is the restriction of x to the sphere S(a, 1/n). Since 
u({a})=0, it follows that Gpu(x) = lim Gratn(z) for each a. 
Therefore, if for arbitrary € > 0, 


0, = FN E [Grattn(z) > Geate(a) — € |, 


then F = U O,. Moreover, O, is relatively open in F, for 
n=! £ 

Gap is continuous on F and Gp, is lower semi-continuous. 

Consequently for sufficiently large n, O, contains FNS(x, 1), 


(28) a.e. (u) means « except on a set of p-measure 0». 
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and, therefore, for sufficiently large n, Goan < € on F N S(xo, 1); 
and by proposition 3, Goat, < ce everywhere. Thus 


! 
Cou, Tr Goat 


uniformly, and since each G,,, is continuous at 2», so is G,,u. 

We turn now to measures for which the 2a-energy defined 
in (6, 2) is finite. The class of such measures will be called Q,,. 
Note that (6, 3) shows that Q,, contains the restriction of the 
Lebesgue measure to any bounded set. 

5) The following conditions on a measure y. are equivalent. 
a) meQ,. 
(b) Ga is square integrable. 
(CPC e re 

(d) Every function in P* is u-integrable. 

(e) Every function in P* is u-integrable, and the integral 
is a continuous linear functional on P*. 


Proor. — The composition formula (4, 7) gives 
G24 = G.Gay and ll+llee = ||Gayl|e» and 
(6,5) [Gagdu= fGau(a)g(a)de for any 820. 


It follows that peQ,, if and only if GueL?, and that 
Gv. e L? if and only if every function in P* is w-integrable. 
Therefore, (a), (b), (d) and (e) are equivalent and imply (c). 

If (c) holds, then for some ge L?, G,g = Get, and for every 
f = 0 in L? we have, 


J Gof gdx = [Gag fde = [G.G.ufde= [Gif Ge ude. 


Hence, for every f e L?, 


J Gof gde = f Gof Gapde, 


and since f can be chosen so that G,f is an arbitrary function 
in CS(R”), it follows that Gu = ga.e. Therefore, G,u e L2. 

The third formula in (6, 5) gives the equation which expresses 
the reproducing property of Gus. 


(6,6) Foreveryue P* andue Q,,, f udu. = (u, Goath)a("). 


(9) (u, #). denotes the inner product in the Hilbert space P+, 


NN 


anse ~ 


THEORY OF BESSEL POTENTIALS 431 


6) If w and v belong to Q and if Goat. = Gosv almost every- 
where, then p= y (3°), 


Proor. — For every fe L? (first for f>0, then for all 
fs L*) 
JGufdp = [Guufdx = [Gvfdr = J Guaf dy, 
and f can be chosen so that G,,f is an arbitrary function in 
CS (R”). 
Proposition 6) (and the second equality in (6,5)) show that 


lb is a positive definite quadratic form on Q,,. If (u, v). 
denotes the corresponding bilinear form, then 


(6,7) (1 Jax =f Gra(e— y)dp(y)dv(2) = f Grau(2)dr(2) 
= [Gaav(y)dp(y) = (Gra, Gaara: 


By virtue of 6) and (6,7) the correspondence between the 
measures of finite 2«-energy and their potentials is 1-1, linear, 
and inner product preserving. In order to simplify the nota- 
tion, we shall use the same symbol (,, to denote both the class 
of measures of finite 2«-energy and the class of their potentials. 

7) Q ts a closed convex cone in P*. The subspace generated 
by Q.q us dense in P* (*), 


Proor. — It is obvious that Q,, is a convex cone. Ifu, >u 
in P*, where u, = G;44,, then for each » e Cÿ(R") 


(e, Ua = lim(s, u,)4 = lim f o(#)dy,(2). 


Hence, if » > 0, then (9, u), = 0, and by the well known 
theorem of Riesz on the representation of non-negative linear 
functionals there exists a measure 4 such that 


6,8) (% wa= fle) du (a) for ve C3(R"). 


In ae if a sequence {u,} of measures is such that 
fr) x) = lim n f 9(2) )du, (x) for ve Ce(R), 


(3°) The same statement can be proved (by a different argument) when y and y 


are only supposed to satisfy (6, 4). 
(31) For Rresz potentials this result is due to H. Carran [5, 6] and J. Deny [8]. 
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then for every non-negative lower semi-continuous function ¢ | 
f 9) dp. (x) Lliminf [ (2) du, (2). 


Applying this remark first to 9 = G, and then to 9 = Ge, 
we get 


[pelle Slim inf [bulle < 20, 
so zeQ.,. By (6,6) and (6,8), (v, u)a = (#, Goat) for every 


p e C7(R"), and since such ¢ are dense in P*, u= Ge te 
Finally, to see that the subspace generated by Q,, is dense 
in P*, we observe that if a function u e P* is such that 


fudu=0 forall peQus, 


then, since the restriction of the Lebesgue measure to any 
bounded set belongs to Q,,, the mean value of u over every 
sphere is 0, and by the mean value theorem (proposition 1, 
§ 5) u — 0 exc. Aza. 

For each set A in R’, Q,,(A) will denote the class of measures 
meQ,, which are supported by A (i. e., u(R°—A)=0), as 
well as the corresponding class of potentials. It results 
from 7) that if A is a closed set then Q,,(A) is a closed convex 
cone, and if A is any set Q,,(A)CQ,,(A). It is obvious from 
the definition that every restriction of a measure in (2,,(A) 
belongs also to Q.,(A). A similar statement is needed for 
CA). 

8) If f is a bounded non-negative Borel function and pe Q._(A) 
then the measure wv, defined by 


UE) = fa f(x) du(a) 


belongs to (,,(A). In particular, the restriction of » to any 
Borel set belongs to Q,,(A). 


Proor. — We prove first that 8) holds when fe CS (R?). 


Since pr € Q,,(A), there is a sequence {u,} in Q,,(A) converging 
to vw. It is clear that : € 


(bn) Alan (SUP )Iballea 
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and for every » e C7(R") 


(5, Getbo))e = fod(u), =f fo dun = (fr, Gua)e 
| +7 (fr, Guat) a = (9, Gabthphes 


Therefore, G,,(t,);—> Gravy weakly, and as (,,(A) is closed 
and convex (hence weakly closed) G,u,e Q,.(A), which proves 
8) if fe C;(R). 

Now, it is well known that there exists a uniformly bounded 
sequence ff,} in C?(R") such that f, > f a.e. (u). Then for 


every ve P* 


(9 Gaattyle =f ef. dy [of dn = (9, Grade. 


Therefore, Gt, > Gras weakly, and as before Gygu, e Q,,(A). 

Next we describe the process of sweeping or balayage. If 
A is any set in R" and if » e P*, then, since Q,,(A) is closed 
and convex, there is a unique u = Gt € Q,,(A) which realizes 
the minimum distance form ¢ to functions of Q,,(A). This u, 
or the corresponding measure u, is called the result of sweeping 
yg onto A. Simple and familiar arguments show that if u 
is the result of sweeping » onto A, then (G,,4%—¥#, Gzav)a = 0 
for every v e (,,(A), and (G.a%—v, Gt), =0. The inequality, 
combined with proposition 8), shows that G,,u =v a. e. (v) 
for each veQ,,(A); and then the equality shows that 
Crete, a. e.(u) 

9) Let » be the result of sweeping v onto À. Then 

(a) Grat > + a. e. (y) for each v e Q,, (A). 

(b} Gyap =? ae. (pe): 
(c) If A is either open or closed, Gt =v on A exc. Usa. 
(d) If A is open and ¢ is continuous on A, Goa =v every- 
where on A. 


_ Proor. — Parts (a) and (b) have been proved already. 

Part (d) and the half of (c) which is concerned with open sets 
follow from the mean value theorem. œ 

To prove the remaining half of (c), let À — () D,, where 
k=1 


the D, are open and D,cD;,. Then Q,,(A) = () Qea(D), 
k=1 
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from which if follows easily that if 4, is the result of sweeping 


+ ate eae 


i 


» onto D,, then Gex — Gav. By what has been shown, | 
Grau > on D, exc. a. Hence Gav, on A exc. Ura, 


and by the functional space property, Gu > on A exc. Ase: 
If A is a bounded set there exist functions in P* which are 


equal to 1 everywhere on A. The measure pa that results — 
from sweeping any such function onto A is called the capaci- » 


tary distribution of A. The corresponding potential us = Ggatha 
is called the capacitary potential of A (*). 

10) (a) ua Z1 ae. (v) for each veQ,,(A); in particular, 
us = 1 on A a.e. (v) for each ve Qyg. 

(b) ua = 1 a.e. (lu). 

(c) There is a constant c depending only on r, «, and n such 
that if the diameter of A is <r, then us X c everywhere. 

(d) {pal = [lalla = [|eealfe- 

(e) If A is open, us > 1 everywhere on A. 

(f) If A is closed, us = 1 on A exc. Us. 


Proor. — Parts (a), (b), (e), and (f) are direct consequences 
of 9). Part (c) follows from part (b) and proposition 3). 
Part (d) follows from part (b) and (6,6) and (6, 7). 

The next proposition, which shows that us can be taken for 
the function u of proposition 6), § 5 and that the normalized 
capacitary distribution realizes the minimum in (6, 1), is the 
first step in showing that the relations (c,)? = « = y% hold. 

11) If C is a compact set, then ug minimizes the expression 
lb among all ve P* such that »>>1 on C ae. (v) for each 


veQ,,. Moreover, lal realizes the minimum in (6, 1), and 


Ill = rollte = [vo] = KO): = ra(C). 


Proor. — If »>1 on C ae. (v) for each veQ,,, then in 
particular » > 1 a.e. (uc). and hence 


[ue = |e] < f edu = (9, woe <lellalluclle 
Therefore,. {luck < ||»||,, and the first part of 11) is proved. 


(32) Is is easily seen that &, and u, are independent of the particular function which 
is swept onto A. 
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From this and 10)-(f) it follows that ug realizes the minimum 
in the definition of 6(C) (*) which gives 


[ucla = [lc ha = |e] = O(C 
If veQ,.(C) and |v| = 1, then by 10)-(a) 


1= I fucdy = (He, v}sa < Itc alll 
Thus, 
1 
Tcl 
while if y= ¢, 
| bel 
ip, = lees = = 


lc feel [dla 


This shows that ma realizes the minimum in (6, 1) and that 
Ba 
the value of the minimum is as stated. 


12) If A is a set F,, then Yi(A) = c(A}. 


Proor. — By 11) and (5, 5), proposition 12) holds for com- 
pact sets. Therefore, by the definition of yi,(A) and propo- 
sition 8), $ 5, proposition 12) holds for sets Fy. 

13) For every set A, c,(A) = inf ¢,(D), the infimum being 
taken over all open sets D A. 


Proor. — It can be supposed that c,(A) < 0, in which 
case, by 6) § 5, there exists, g > 0 in L? such that Gag > 1 
on À exc. A, and IGagllk = a(A). For each p < 1 let 


D, = ElGag(a) > pl. 

D, is an open set, D, A exc. %,,, and 
ai(D,) = DA SA) = 

Let g,e L? be >0 and-pielathat |Gage||. = 1 and such that 
A —D,CE [Gage (e) = + +]. Let Dj = E[ Ge) >=]. 


c,(A). 


(33) We use the fact that, by definition of %,, and by (6, 6), bath sae in A,,, is of 
| measure 0 for each ve... | 
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Then D; is open and c(D:) = (D) <e. Hence ACD,UD:, 
D,UD; is open and 


, 1 
e(D,UDe) S (De) + &(De) rae a 
14) For every set A, y:.(A) = c(A}. 


me ns sg 3 a 


Proor. — It is obvious that if A is open then y%,(A) = yi,(A). ! 


Therefore, from 12) it follows that 14) holds if A is open. 
From this, 13), and the definition of y2,(A), it follows that 
14) holds for arbitrary A. 


15) IFA=(JA,, then Ya(A) < Syia(Ad) 
k=1 


k= 1 


Proor. — We first show that if C, and C, are compact and 
C = C, U ew then Yza(C) me, Yza (C1) + Y2a(Cs)- If Pa and He 
denote the restrictions of wc to C, and C,, then 


Yea(C) = | po] [pa] + [po]. 
On the other hand, 


(ul fue, dus < ||uolla|lPalles- 


Since Ga < Gsatte = 1 a.e. (ce), it follows that 


Goat < 1 a.e. (tu) 
so that 


[balle = f Grats dés S |p|. 
Combining these inequalities we get 
IE [lula = Y2a(C). 


Similarly, |t5| < yoa(C,). 

Now let D; and D, be open and let D=D,UD,. It is 
well known that an arbitrary compact subset C of D can be 
expressed as C= C,UC,, where C CD,, C,CD,, and both 
are compact. By what has been shown, 


Yaa(C) S Yea(Cy) + Yea(Ce) < yie(D1) + Yia(D2), 
and, as C is arbitrary, yi(D) < yi,(D,) + Yia(D,). If 
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D= U D,, D, open, and if CC Dis compact, then for some m, 


1 


be 
CE U D, and 
k= 


m 


Yad(C CS (Un .)s Sr D;) SU Vial (D;). 


Therefore, since C is arbitrary 
Va(D) < © vis (Di). 
k=1 


Since the inner and outer capacities are obviously the same 
for open sets, this gives 15) for open sets, and 15) for arbitrary 
sets follows immediately. 

16) For every set A, (A) = c,(A). 


Proor. — If AC U A, with A,ef, then 


k=1 


Val JE SAN = moe (An? = Sy Aa 


Hence y%(A)<¢(A). On the other hand, if y2.(A) < 0, 
then y3.(A) = c(A} = (A) > a (A). 

Because of the above results it is possible to make use of 
an important theorem of Choquet [7] on capacitability. 
_ Choquet’s theorem can be stated as follows : 

Let y be an increasing non-negative set function defined on 
» all compact sets, and let y and y° be constructed from Y as in 
the paragraph after (6,1). If y°(C) = y(C) for every compact 
set C and if y°(A) = lim y°(A,) whenever A is the union of the 
increasing sequence |{A,}, then Y\(A) = y°(A), for every ana- 
lytic set A. 

By 14) we have y3,(A) = ¢(A)?. Hence, if C is compact, 
then by 11), y3.(C) = a(C? = o(C? = ye(C). In addition 
if A is the union of the increasing sequence {A,}, then by 8), 
§ 5, yi.(A) = lim y3.(A,). Thus, the second part of the theo- 
_ rem below follows from Chogubt? s theorem. The first part 
has been proved already. 
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Tueorem 1. — For every set A, Ya(A) = (A) = a(AP, | 


and if a(A)<æ, c(A) = Ô(A). For every analytic set A, 
Yia(A) = Y2a(A). : 1 ; 

The several notations for the capacity of order 2« will now 
be dropped. Henceforth y,, will denote the outer capacity 
of order 2a, i.e, Yaa = Yi © = ci. "Also y, (A) will be 


et Can PGR Ee te OAT PT TG 


called the 2a-capacity of A. The sets in %_ are the sets of ! 


2a-capacity 0. 


Remark 3. — In accordance with the results which have been 
proved here for « >0 and which were mentioned in the remark 
at the end of the last section for «=0, y, should denote the 
Lebesgue measure, and Q(, should denote the class of measures 
which are absolutely continuous with respect to y, and have 
a square integrable derivative. The results in the rest of 
this section (except 18) which has no meaning for a = 0) 
hold for «=>0. Many are rather trivial for « = 0, or are 
standard results from measure theory. When this is so we 
do not take account of the case « = 0 in the proof. 

Using the capacitability (i.e. equality of inner and outer 
capacities), of sets Gs we can give another characterization 
of the sets in Y... 

17) AeY,, if and only if A is a subset of a set Gs which 
has v-measure 0 for every v € Q,,. 


Proor. — If Ae Q,,, then by definition there exists g>0 
in L? such that 


AC E [Grag(x) = + 20]. 


The set on ‘the right is a set G; which has v-measure 0 for every 
ve QQ... If ACB and Bis a set Gs which has v-measure 0 for 
every ve (),,, then for every compact set C CB, yya(C) =|uc|=0. 
Therefore, B has inner capacity 0, and by Theorem 1, ¢,(B) =0, 
from which it follows that Be%,, and hence that A e Y,.. 
The capacitability of Gjs also gives an improvement of 
proposition 1 on the infinities of the potential of an arbitrary 
measure. 
18) If » is a measure satisfying (6, 4) then Gyatx is finite 
exc. Usa. j 
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Proor. — The proof is easily reduced to the case in which 
|ul|<co. If C is an arbitrary compact subset of 


E [Gua u(x x) = 31% co |, 


then by 10)-(d) there is a constant ¢ such that uc< c every- 
where. Hence 


f Gra die = f ucdy.<clu| < >, 


and since Gt = + © everywhere on C it follows that 
Yaa(C) = [tel = 0. Thus, E [Gratt(x) = Ho] is a set Gs with 
inner capacity 0. i 

We end this section with some results on the nature of the 
capacities Ysa. 

19) For fixed A, y2,(A) is an increasing function of «. If A 
ls open, You(A) is continuous on the left; if A ts compact Y:(A) 
is continuous on the right. 


Proor. — It is evident that if B< a, then ||u||s<]||ul|,. 
Therefore P*C P*, Ma Up, Qoa 2 Op (* ) and ||\lea<||v|ls8- 
If Ysc(AÀ) < ©, then there is a function ue P* such that u > 1 
on A exc. Me and such that [lu = y,(A). Since u>1 on 
A exc. %,4 we have 26 A) S|lullgS |x lx = Y2a(A), which proves 
the first statement in the proposition. 

If A is compact and ¢>0 is given, let DOA be open and 
bounded and such that y26(D) < yog(A) + €, and let we PF 
be such that u > 1 everywhere on D and such that [ul = Yee(D). 
(u = Up has these properties.) By using Fourier transforms 
we get that every regularization u, = uxe, belongs to P* 
for all «, and that if p is fixed and a \ B, then IVAANILAIE 
Let © be small enough so that u,, 1 everywhere on A. 
- Then, as « \, B, by 3) § 5, 


Yoa(A) lu led Sells = Yep(D) S vae(A) + €. 


_ This proves the continuity on the right when A is compact. 
If À is open and € > 0 is given, let CCA be compact and 
such that Ya(A) < y2(C) + €, and let » be a measure with 


a 4 
support in C such that |y| = 1 and such that —— © = jee, 


(4) In the present case Q,, and Q,, are considered as sets of measures and compa- 


_ red as such. 
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Every regularization 4, = *e, belongs to Qs for all 8 and has 
total mass 1, and if po is fixed and 8 7 a, then ||t>||s3 N [lea (*)- 


ne. 


a 


4 


| 


Let p, be small enough so that a closed support of 14, is con- # 
tained in A. Since [lle —[|[Gvll and Gu, = (G;4), by 3) # 


S5,asf/a, 
1 1 


2 2 L 1 ene. are 
A PAEANILAITES [lbs = ya(C) ST (A) ste 


The next result is an improvement of a proposition of Bre- 
lot [4] on the relation between the capacity of a set À and the 


capacity of T(A), when T is a Lipschitz transformation. Later — 


we shall use the result in cases when the Lispchitz constant 
tends to 0 and in cases when it tends to 0%. It is well known 
that a Lipschitz transformation defined on an arbitrary subset 
of R” with Lipschitz constant M can be extended to a Lips- 
chitz transformation on R", with the same Lipschitz constant 
(see [13]) so there is no loss in generality in assuming from the 
beginning that the transformation is defined on R”. 

20) Let T be a transformation of R" into R* satisfying 
|Ta — Ty|< Ma—y|. If A andB = T(A) both have diameter 
<r, then 


Yoa(B) = M"-*4 Ysa(A) if 0 ne a RC ae and M ef 4} 


2 
ze nr 


VB) $< = My (A) if 0 La < ® 
r no teen (7) 
and M >1 
cht is 2 colts’ eos fe (male 
ner rK,(r) i f MS1. 


TDR 
1,(B) < (1 + Kae M) (A) ÿ M>1. 


(85) pe is the measure with density h(x) = rt e(x — y) du(y). Since p bas 
compact support, h, is of class Ci, and ||ue|2 = fur + |Ef*)-2]4,|* dE. 
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Proor. — Suppose first that A is compact, put B = T(A), 
and let C(A) and €(B) denote the spaces of continuous func- 
tions on A and B normed by the upper bound. Each function 
peC(B) defines a function T'oeC(A) by the equation 
T*¢(x) = ¢(Tx). Since ||T*9|| = ||¢||, T* is one to one and the 


range R(T*) is a closed subspace of C(A). If p= FE is the 
normalized capacitary distribution for B, then tn] 


LT*e) = f ¢(z) du(z) 


is a positive linear functional on R(T*). By a well known 
theorem of Hahn-Banach type, / has a positive linear exten- 
sion to C(A), and by the representation theorem of Riesz, 
this extension is given by a measure v on A. Thus, v is a 
positive measure on A such that for every continuous 
function + on B, and hence for every non-negative lower 
semi-continuous function ¢ on B. 


f ez) dpl2) = f (Ta) dv(2). 
Taking o =G,,, we have 


1 | 
(6,9) mn; — Ille = Jf Gaal — #7) dela) ato) 


= i f Ge(Tæ-— Ty) dv(x) dv(y). 
Put |2— y| =o and |Tx — Ty|= :. By our assumption 
Pa < Mp, p <r,andp Zr. Now, for0<a<T 


we evaluate 


the quotient a 
1 7 |: ee 2 : K,_ 2a 1 
Mere. np -( Mn ir a 
Goalxz — y) 2a—n e n—24 


p "1 Ky fbn p * Ky sn(P) 


By (3, 3) and (3, 7) z’K,(z) is a decreasing function of z. 
_ From this and (3, 4) we get 


tM°:—" if M<1 
Gyo(T2—Ty) + D MS ane 
De Is. .  - à ei M>t. 


a n/n— 2a 
Sie (tae) 
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Combining this with (6, 9) and the fact that |v| = 1 we get 


ite Pe —n 
ENT rs for M<1, 
2a 2a 
à r® K,l(r) 
—______*—\1__— M**-" or M> 
Yu(B) = a p(n—2a Yea(A) f 
2 r( 5 


Next, consider « =— and M<1. Then .p, < Me <p and, 


2 
by (4,1) and (3,7) we have 


G,(Tz — Ty) — G,(e— y) = ——— [Koles) — Kole] 
22-12 (a) 
1 (4 


= ——— K, (é) dt. 
Qn—tqnap (js) Pa 


By (3, 7) tK,(t) is decreasing, hence K,(é) 247 K,(r) for t<r. 
Therefore, since p, < Me | 
rK,(r) 1 
G,(T« — Ty) — G,(a — y) => Re Be -5 log W’ 
25 any! Es 


and from (6, 9) and the fact that |v] = 1 we get 
rK,(r) ke A 
Qn—1 0/2 Le M 
sd. nes 41" 
Yn(A) 20a ¥ ) M 


4 2 
7,(B) = lle + 


Finally, we show that for M > 1, we have 


1 


“At RS 


which, combined with (6,9) will give the required result. 


at - 
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First if p, <p, this inequality certainly holds, since G, is 
_ a decreasing function. Suppose, therefore, that p, >. Then 


G,(— y) —G, (Tx —Ty) __ Ko(e) —K,(p,) F2 
ET T nt Ss Sh loue TE ado 
By (3, 7), tKi(t) is decreasing, so tK,(t)<lim tK,(t) = 1. 
t>0 4 


Since K, is a decreasing function 


Gr — y) — G (Ta — Ty) — 1 PE aol 1 
G(Tz— Ty) == R(D cps Ke) 


log M 


which gives the inequality at the beginning of the paragraph. 

Now that we have proved the proposition when A is a 
compact set, we see from proposition 8, § 5, that it holds when 
A is an F,, and in particular when A is an open set; and having 
the proposition when A is an open set, we deduce immediately 
that it holds when A is arbitrary. 


Corottary. — If A has diameter <r, then 


=n 


Proor. — Apply the last two inequalities in the proposition 


to the homothetic transformations y— py and yo y with 


any p<l. 
The following result is used in the proof of a generalization 
of the Frostman mean value theorem. 


21) If p<1 we have: for a <e 


es S004) < EC < 7, (8(0,1) 
HT) 


| and for a= 


tee) 


2) y,(5(0,1)) SS ¥n(S(0, )) log $9 a4 XK, (2) Ki (2) 
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Proor. — Proposition 20) applied to the transformations — 


y > py of S(0,1) onto S(0, p) and eae of S(0, p) onto S(0,1) | 


i. n . 
gives the inequalities stated for «< 5 and gives 


v(8(0,2))(1 dE log) 


<y,(S(0, p)) log 
1+ 


g (2 
ee a va(S(0,4))(4 + log) 


mg ad _bok(d) ove log + 1:(S(0,1) 


yee ad & ) 


For 0< p< 1 the left aK varies monotonically between 
Y(S(0,1)) and y,(5(0,1)) Ko(2) and the latter is the lower bound 
since eK, (2 = 844... ne right side varies monotonically 


DRE 2 POLE ) 
between Y,(S(0,1)) and aaa, By the preceding 


corollary and the fact that K,(2) < 1, both of these are smaller 
than the constant given in the proposition. 


22) There is a constant c > 0 (depending only on a, B, and « 


n) such that if O<B<a<™ and ACS(x, p) with p<1, 
then {4 2 Pe 


Y2a(A) DE ‘Coan 
Yaa(S(x, p))—  yaa(S(z, ¢ 


Proor. — Let ACS(0, p) and let B denote the image of A 


under the transformation y +. Then by propositions 19) | 


and 20) we have for a << 7 
n—24 


Yaa(A) 09° qna(B) 2 op" Yap(B) Z of sg tap(A); 


In view of 21) this is sufficient to prove our statement. For 


«= = the proof is similar with p*~** replaced by (log a) 
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Next we consider subsets of a subspace R'CR*, k <n, 
and the relations between their capacities as subsets of R* 
and their capacities as subsets of R". Quantities associated 
with R* will be primed: thus 2’ denotes a point of R’, 128 
denotes the capacity of order 28 in the Euclidean space R', 
3. 1s the class of subsets A’ C R* with Y2u(A’) = 0. 

23) If 2a >n—k, then for every measure w on R* and 
every subset A of R* 


n—k 
7 os 2A ts does gy 
[Île 0 = * (ee PIE 
(6, 10) 
re ) 
PR Ne Er 1 (ie 
owe Lia) 


Proor. — It is easy to see from (4, 1) that 


n—k 

2 3 ola) 
r(2 Lin a 
and from this the first formula in (6,10) is obvious. For 
compact sets A, the second formula in (6, 10) follows at once 
from the first. The validity of the second formula for compact 
sets implies the validity for sets F,, and then the validity 
for sets F, implies the validity for all sets. 

24) If 24 >n—k, then, as p >0, Yo2[S(0, 2) N R*] is of 


n n 
» according as a << — ora=—=: 


2 2 


(6, 11) Gene »(2’) — ote), 


order p"—** or of the order 


: log 1/p 
Tf 0X 2a< n—k, then y.,(R*) = 0. 


_ Proor. — The first part of 24) is obtained by applying 21) 
tO Ya—-m—w (S(O, p) A R*) and then using 23). 

As for the second part of 24), if in the second equation in 
(6, 10) we take A to be any compact subset of R* and let 
2a \.n—k, we can conclude from 10) that y,—,(A) = 0, and 
hence that y,—;(R*) = 0. Using 19) again, we see that if 
| Deess- nk, then yeu(R") i= 0: 
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The next proposition, which we state without proof, shows 


the relation between sets of capacity 0 and sets of Hausdorff 
measure 0. It is due to Frostman [11]. 

If h(t) is a continuous non-decreasing function of += 0 
with h(0) = 0 and h(t) > 0 for t > 0, the Hausdorff outer mea- 
sure H corresponding to h is defined as follows : 


H(A)=limH,(A) where  H,(A) = inf ZA(d(A,)), 
F>o 


where d(A,) is the diameter of A, and the infimum is taken 
over all sequences A, satisfying ACU A, and d(A,;) < p. 

For «> 0, the Hausdorff «-dimensional measure is the 
Hausdorff measure corresponding to h(t) = c(«)é*, c(x) a sui- 
table constant; the 0-dimensional, or logarithmic Hausdorff 


measure is the one corresponding to A(t) = s Ti 
We say that H is weak relative to H if log 
« hit) 
mf REA co. 


(Thus the $-dimensional measure is weak relative to the 
a-dimensional measure if 8 > «.) 

Frostman’s theorem is as follows. 

25) If the (n-2«)-dimensional measure of A. is 0,., then 
Yoa(A) =0. If Ya(A) = 0 then H(A) = 0 for every Haus- 
dorff measure which is weak relative to the (n-2«)-dimensional 
measure. 


Remark 4. — In the case a=n/2 Frostman proves a 


slightly stronger statement: if y,(A)=0 then H(A)=0 for 


every Hausdorff measure with f “t1h(t) dt <co.. The first part | 


of 25) can be strengthened as follows: if the (n—2x)-dimen- — 


sional measure of A is finite then Ya(A) —0. This result for 
a=n/2 and n=2 is essentially due to P. Erdés and J. Gillis 
[10a] (a simpler proof was given more recently by L. Carleson 
[4a]). The proof was extended to arbitrary n and’ «X<n/2 
by W. F. Donoghue (as yet unpublished). 7% 
It is clear from proposition 20) that if A is a set of 2a-capa- 
city 0, then the projection of A on any hyperplane has 2a-capa- 
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city 0. To conclude the section we give a partial converse. 
of this which will be used in the next section. 

26) If A is a set whose projection on some hyperplane of 
dimension n-k, ka, has 2a-capacity 0, then ASN Ne 


Proor. — It is sufficient to consider k = 1, in which case, 
by virtue of proposition 20), the assertion is equivalent to the 
following lemma. 


Lemma 1. — If Ae,,, «1, then the union of all lines 
which meet A and are parallel to the x,-axis belongs to Asq_ >. 


Proor. — First we consider «= 1. In this case, by 20), 
the projection of A on the hyperplane z, = 0 has 2-capacity 0, 
and by 23) it has 1-capacity 0 relative to the hyperplane. 
Therefore, it has (n-1)-dimensional Lebesgue measure 0. 
By a standard theorem in measure theory, the union of 
the lines which meet A and are parallel to the x,-axis 
must have n-dimensional Lebesgue measure 0, that is, O-capa- 


city 0. | 
Now assume that « > 1 and that ACE[G,g(z) = + © |, 


0 < geL’, and put $ 
ss = . 4 nh ; 
a(x) = SUP: she g(x’, t) dt. 


According to an important inequality of Hardy and Little- 
wood [12], ge L’. It will be shown that if x is any point 
such that G,g(x), G,g(x), and G,_,g(x) are all finite, then the 
line through x parallel to the x,-axis does not meet A. This 
will prove the proposition, because the set of x such that 
either G.g(x), Gug(x) or Gz_, g(x) is = + 00 has (2x-2)-capa- 
city 0. 

F rom (4, 5) it is clear that if G,g(x) + Ga_18(x) < ©, then 


(352) Added in proofs. A stronger result holds due to M. Ohtsuka [13d]: the 
hypothesis k < « is replaced by k < 2a and the thesis y2a—9(A) = 0 is replaced by 
Y2a—x(A) = 0. However the weaker result of the text is sufficient for our pur- 
| poses. 
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and ore )< 00, we have for h 0 


ee ava f GT et — 1,1 dehy | 
cr “pau gta —y' Scie 


by: 
=e a foie res oly stl | g(a’ —y', 2) dy’ dz, dt}, 
h Rn—1 

age Zn , 
[ele —y #0 an spp 
G 


me iS a(Y’>Tn— Zn AU Gal's 2) 


This shows that G,g(x', x, + h) < © for all A and hence that 
no point (x’,x, + h) belongs to A. 


§ 7. — Differentiability of functions in P*. 


The purpose of this section is to characterize the functions 
in P* by differentiability and continuity properties. 


Tasorem 1. — Let we P* and let || —m<a. The deri- 
vative D,u exists in the ordinary sense exc. Y,,_», and Diu e P*—™, — 
If u—G,g and m<a, then Du(z) = [ PSE) g(y) dy 
exc. Usa—om- If] is a permutation of i, then Diu(x) = Dju(x) 
exc. Usa—om- If mXa—1, Diu is absolutely continuous on — 
all lines in any given direction except those contained entirely 
in a set €%Asg—sm—2("*). Finally, the direct formulas (1, 5) 
and (1, 10) for d,(u) and |\ul|, respectively, are valid for all ue P* : 
and ’ 


u)(= >» du-mDiu), 
(7, 1) ee 
lll = yf) D [|D,z||k_m- 
jjj=n 


(%) A function is absolutely continuous on a straight line if it is absolutely conti- 
nuous on each finite interval of the line. 
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Proor. — By using Fourier transforms we deduce that 
there are potentials u,e P*—"! such that à, — i/E/àû and, when 
replacing Dju, they satisfy (7. 1). Furthermore, we see 
immediately (by passing to Fourier transforms) that the 


difference quotient 7 ue we Shae tay se dl mic) 


converges in P*~/I to u,3, (|]|Saæ—1). An easy induction 
shows then that the theorem reduces to the following two 
statements: 1° the absolute continuity of u, (replacing Du) 
and the pointwise convergence of the difference quotients 
exc. Use o/j,2, and 2° Dju = (D,G,) « g exc. Are_ 2); We prove 
first 1°; it is clear that we can restrict ourselves to the 


consideration of w(1.e. |j|=0), «1 and the derivative ee 

We start with the case «= 1 (which is treated sepa- 
rately since there is no kernel G). Let fu,} be a 
sequence in Cÿ(R") which converges in P1 to the given func- 
tion u. By (7,1), which obviously holds for functions in 
Cy(R"), the sequence jt converges in P° = L? to some func- 


n 
tion ye P°®. By picking a subsequence if necessary, it can 


be assumed that for fixed x’ outside a set E’C R"-1 of (n-1)- 
dux(x", Ln) 
dx, 
respect to the variable x,. By using Lemma 1 at the end of 
the last section, and again picking a subsequence if necessary, 
it can be assumed that if 2’ ¢ E’, then u,(x', x,) > u(x', 2). 

Then if x’ E’ we have 


dimensional measure 0, — (z’,2,) in L? with 


u(a’, b) — u(2’, a) = lim [u,(2’, b) — u,(2’, a)] 


b , b 
me À ule ap = [ fa D dt. 


It follows that if x’ ¢ E’, then u(z’, z,) is absolutely continuous in 


du 


2, so that (x’, x,) exists and is equal to 9(z’, x,) for almost 


n 


all z,. Hence ou exists and is equal to » almost everywhere. 


Now suppose ‘that a> 4, and consider u=G,g, with 
gel?. If we put 


h 
B(x’, Ly) = = _ f lg(æ”, a, + t)[dt 
29 
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then, by the Hardy-Littlewood inequality [12], ge L?. Let — 
oe dGa(z — y)|- oa | 
A = EL (gay = + 2] 
Since 


ae—y)|1 (*,, Ep, ® 
rege ley 1 Ya OL PEN ge) 
it follows that if æé A,, then 
_ NE 0Ge 
(2) Orin f eee ae) a [ CRTC ER 


h>0 dT, 


and also that 


(7,3) [RAT "ety, ve + 0) dt dy 


dx, 
=> {G.(xz’—y’, a +h—y,) —G,(2'—y’, x,— yn) } g(y) dy. à 


Now let u = Gag exc. %,, and let A, be the union of all 
lines parallel to the x,-axis which contain some point of 


Elu(a) Æ Gag(æ)]U E [Galg|(z) = +]. Then if ze A,UA,, 
(7, 2) and (7, 3) give 


(7,3) lim u(x’, t, + h)—u(x',x,) __dG 
É h 


4 
h>0 dx, *g(x) 1 


so that mt exists provided that 2¢ A,UA,. 
By (4, 5), A; = %2-2, and by the lemma at the end of the 
last section, A,e%,,_,. Hence, for every ue P* the deri- 


TAL SOUR vo . : . 
vative rer exists in the pointwise sense except on a set of 
x 


(2a-2)-capacity 0. | 

e prove now the statement about absolute continuity. — 
If Lis any line parallel to the x,-axis and not contained entirely — 
in A; U Ag, then there is a point æe/—(A, U A,), and, as À, 
is a union of lines, all points (x’,æ,+h)el—A,. It follows 
that the right hand side of (7, 3) can be written as 


5 [w(a', a + #) — ule’, 2] 
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and hence u(2’, x, + h), as a function of h, is an integral, and 
_ therefore absolutely continuous. 

Finally, to prove that Dju = (D,G,) « gexc. a9 ;; we proceed 
by induction with respect to the number of indices in the 
system 7. We use an argument completely similar to the one 
which led to (7,2), (7,3) and (7,3’). The kernel G, is now replaced 
by D,G, and we use the inequality 


| D,G.(2)|S c[Ga(x) + G._y()], 
with a constant c depending only on «@,|j|, and n. Thisi nequa- 
lity is deduced in the same way as (4,5), from (3,7), (4,1), (4,2) 
and (4,3). 


As corollaries of Theorem 1 we can now prove. 


Corotitary 1. — If « > 2m, where m is a positive integer, 


and if ge L?, 
(1 — A)"Gig(x) = Ga-ong(z). 
We apply here formula (4, 11). 
Corotrary 2. — If m is a positive integer and g e L?, 
(1 — A)"G,,,g(x) = g(x), almost everywhere. 


Proor. — The formula for derivatives of a potential in 
Theorem 1 is not valid for orders |i| = « ("). Since we have 
to prove equality of two functions in L?, the simplest is to 
compare their Fourier transforms, both of which turn out 
to be £. 

Corollary 2 shows that G,,(x — y) is a fundamental solu- 
tion corresponding to (1— A)". As was already mentioned 
in § 6 (see (6, 6)), G is the pseudo-reproducing kernel of P*. 
For « = m the reproducing property. can be put in a form 
avoiding the use of measures: 


CoroLLary 3. — For we P”, we have 
m k nat 
ula) = SV) D (SE) PA ay exe. Ban") 
É=0 ik oy oy 


i = . 
(87) The formula a Gag(z) = if a gly) dy for |i] =a can be made 


valid if we consider the integral as a singular integral. 
(38) A similar direct formula for arbitrary « is more complicated; double integrals 
_ must be used. 
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! d'u ! . ¢ we 
Proor. — Since oe for |i] = k< m is at least in L? and 
y 4 


4 
De = (— 1)" ve, each term in the sum is a potential 
of order > m. Furthermore the Fourier transforms of both 
sides are obviously equal. Hence the equation is true almost 
everywhere and since both sides are in P* our statement 
follows. | 

In proving a converse of Theorem 1 we shall use a genera- 
lization of the Frostman mean value theorem, 1), $ 4. It 
will be recalled that a part of the Frostman theorem asserts 
that for each positive measure w the value of a potential 
Gate at a point x, is the limit of the averages of G,,4 over 
spheres with center x, and radius converging to 0. In the 
generalization of this theorem the spheres are replaced by 
much more general closed sets, the essential point being. 
that the closed sets can be quite thinly distributed. 

1) Let 2 be a given point, and for each positive integer k 
let A, be a closed set contained in S(x, px), where p; 0. If 
for some B<« there is a constant c>0 such that 


(7, 4) Yap(An) = CYag[S(Tos Px)], 


then each A, supports a measure Y* of total mass 1 such that 
Gap+(o) = Ti f Grate(y) dv*(y) 


for every positive Borel measure u. A suitable choice for v* 
is the normalised capacitary distribution for A,. 

A similar result holds for each function u in P* exc. Uso. 

2) For each point x and each positive integer k let A,(x) be 
a closed set contained in S(x, px(x)) where o,(a) > 0. If for 
each x there is a B< « and a constant c>0 (both may depend | 
on x) such that (7, 4) holds, then each A,(x) supports a mearure 
vz of total mass 1 such that for every function u e P* 


u(2) = lim Jf uly) dvk(y) exe. Mra. 
A suitable choice for vi is the normalized capacitary distribution 


for A,(x). | 
The proofs of 1) and 2) are given in [15] for the special case 


Pbeeg mn 
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8—=«. In view of proposition 22) of the last section, however, 
if the hypothesis (7, 4) holds for some 8 <«, then it holds 
also for B = « (”). Indications of how thinly the sets A,(z) 
can be distributed are given by the results on the nature of 
the capacity of a set near the end of the last section. Additional 
_ results related to 1) and 2) can be found in [15]. 


Remark 1. — It is not necessary to require the sets A, to 
be closed, provided the outer capacity y, is replaced by the 
inner capacity. Of course, either the outer or the inner capa- 
city can be used if the A, are capacitable, in particular, if 
they are analytic. In this case v* cannot necessarily be taken 
to be the normalized capacitary distribution for A}, but rather 
ean be taken to be the normalized capacitary distribution of 
some closed subset of A,. 

3) If ue P*, then for each ¢>0 there is a set B. such that 
Ysa(B:) € and such that the restriction of u to R'—B, is 
continuous. Conversely, if a function u has this continuity 
property and is equal almost everywhere to a function in P*, 
then ue P*. 


Proor. — The first part of the proposition is evident from 
proposition 2), § 2, chapter 1. The second part is proved 
_ by showing that if »eP* and if u=-v almost everywhere, 
then u = v except on a set of 2a-capacity 0. 

To see this, let € > 0 be given, and let B; be a set such 
that y2(B:) < € and such that on R*—B, both uw and » are 
continuous. We may obviously increase B. to be an open 
set with the same properties; we may therefore assume that 
B. is an open set. Choose g.>0 such that [|g.[ff: <e and such 
that G,g.(z) > 1 everywhere on B. and let 


D, = [Gad > 2]: 


Then clearly D.2B. and Y.a(D-)< 4e. Moreover, if a € D., 
then G,g.(a%) is not the limit of mean values of Gg.(y) over 
» the sets S(x, Pr) NB: for any sequence p, 0. Therefore 


(39) The proof of 1) is rather simple, the proof of 2) rather delicate. In many 
applications the special case 8 = 0 is sufficient, and this special case is an almost 
immediate consequence of the Frostman theorem itself. 
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it follows from 1) (with 8 = 0) and the Remark 1 above, that : 


|S(&o; p) | | B.| ny 0, 
|S(z, pb) 


so that in particular, [S(x, p) — B.| £ 0. 
Since u=v almost everywhere, we have 


July) dy = fly) dy, 
S(t, p) —B:  S(t p) —B. 


and, as both w and ¢ are continuous on R*—B, and as 


|S(a, p) — B.| 4 0, we can divide both sides by |S(a%, p) — B:| : 


and let p — 0 and conclude that u(x) = »(%). This shows 
that u = # outside D., and since y,,(D.) < 4e, it follows that 
u = v except on a set of 2a-capacity 0. 

We can now state the converse of Theorem 1. 


Turorem 2. — Let we L? and m be an integer, OX ma, 


The function u belongs to P* if the following conditions are 
satisfied : 

a) u is defined except on a set of 2x-capacity 0 and for each 
¢>0 there exists a set B; CR” with yo.(B:)<¢ such that u, 
restricted to R°—B, is continuous. 

b) All derivatives Du of orders |j| < m exist when determined 
successively pointwise in the ordinary sense each one except 
on a set of corresponding (2a-2|j|)-capacity 0; each derivative 
of order |j|<<m is absolutely continuous on all lines in the 
directions of coordinate axes except a set of such lines forming 
a union of (2a-2|j|-2)-capacity 0. 

c) All derivatives of order |j| =m are in P*-", 


Proor. — One could give different proofs of this theorem 
(for instance by using the theory of distributions and propo- 
sition 3). The most direct, perhaps, is the one using regula- 
rization. If u,=e,*u, then, by using partial integration 
one gets successively for all |]|<m 

Dju, = (Dye) *u =e, * Dyu. 
Hence, for |j| = m, since Djue P*-"CL?, 


Dju, = (2n)"*(i)"6,2 = (2n)""6, Dju. 


— 
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It follows that Dj =(i)"/a and, Due Pr", weL? gives 
(since (1 + [E*)*< 2*[4 + JE (1 + 161)" 


Jf \ale(a + ee) dE <2 [ faal[A + JE (A + fé)" dé 
= 2 fart + D EL eye) dE < 


Therefore u is equal to some u’ e P* almost everywhere and 
by proposition 3) and condition a), we P*. 


Remark 2. — Our proof shows that condition b) can be 
considerably weakened. In this condition it is enough to 


Mme UL 
assume that for k= 1, ...,n, the pure derivatives … j<m, 
xv 


aré equal a.e. to functions absolutely continuous on almost 
all lines parallel to the x,- axis. Correspondingly, condition c) 
can be (and should be) relaxed as follows: all derivatives 


—,k=1,...,n are equal a.e. to functions in P*~”. In the 


_ last formula of the proof the inequality would be 
fivru-nenrasanes [jap] 1+ Sed tanae |<e. 
k=2 


Remark 3. — Theorems 1 and 2 and the preceding remark 
allow a simple direct characterization of functions u e P* 
without using the Fourier transforms. To this effect we take 
m = the largest integer < &«. The function u should be in L* 


; oe ie. À: du 
and satisfy condition a) of Theorem 2, the derivatives resp 


k 
4<k<n,|j|<«—1 should exist pointwise and be equiva- 
lent. to absolutely continuous funtions except on a set of 


m 
lines of measure 0 and ods for each k must have a finite 
k 


Dirichlet integral of order «—m (if a=m it is Just 
' f Me de) This integral, for «> m, is given by (1, 4). 


da” 
The Agee ul is given by (7, 1) where ||D,ul|;_n are given 
directly by any of the formulas (1, 10), (4, 9), or (4, 10). 
_ The next proposition is obtained immediately by using 


F 
| 
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Fourier transforms, proposition 5), § 2, and the corollary to | 
proposition 2) § 2. 

4) If we P*+', then for every unit vector e and every real « 


number h, 
u(x + he) — u(x) 


Pa HEI < Illa 


Conversely, if u e P* and if for each vector e in a basis for R' 
there is a constant M such that for every real h 


u(x + he) — u(x) 
h 


<M, 


then u is equal except on a set of 24-capacity 0 to a function in P**". 


§ 8. — Restrictions to subspaces. 


The purpose of the section is to characterize the restrictions 
of the functions in P* to a subspace R‘C R*. In accordance 
with conventions, quantities associated with R* are primed. 
In addition, if u is a function defined on R"”, uw’ denotes its 


restriction to R*. 
a 


TuroreM 1 a. — Ifuwe P*, 2a > n—k,thenu'e P° > Ts 


and : 
jaye to ese Bay 
P 2% mel (x) 


k—n 


à'(E") = (2m) * danas u(&’, E")d£" almost everywhere. 


-Proor. — For u e P*, let Tu denote the function on the right 
side of the second formula in (8, 1). We shall show first that 
Tu(&’) is defined almost everywhere and that if 


PETER: 


(8, 1) 


oly CER 


then 


ik 
(8, 2) sh ree y 


22 Kay 2 INC? 
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If we apply the Schwarz inequality to the product (1 -+|&/*)—*”. 
(1 + |&f)*" a(&) we obtain (at first with à replaced by [à] 
in order to show the absolute integrability of the functions 
involved) 


GE Oa" (rae JA + Pare 


Des, d à & 
a ee a + [EPA (E) dE". 
(HI * 
n—k 
Multiplying by (1 + EP) * and integrating with respect 
to &’, we get (8, 2) and also the fact that the integral for 
Tu(&’) is absolutely convergent for almost all &’. 

Now, if ue Cÿ (R"), then, as is well known, Tu is simply à’, 
Let u be an arbitrary function in P* and let {Um} be a sequence 
in CS (R’) which converges to u in P* and pointwise except 
on a set of 2a-capacity 0. The inequality (8, 2) shows that 


n—k 


{um} is Cauchy in Po? (R;), and the second formula in 


(6, 10) shows that u, — vu’ pointwise in R, exc. M%iag_—n4,- 
n—k 


This proves that weP ? (R*) and also the inequality 
in (8, 1). 

From the fact that Tu,— Tu relative to the norm |}#||, 
and therefore relative to the L? norm, it follows that for some 
subsequence {u,,}, Tu,,(’) > Tu(&’) pointwise almost every- 


n—k 
2 


. . a— 
where. On the other hand, since u,, > wu’ in P >» Um, > à 
in L?, and hence some subsequence converges to à’ almost 
° Al Al 
everywhere. Therefore, since Tu,, — à», we have Tu = à 


almost everywhere. 


_n=k 
Turorem 1 b. — If weP" * (R*‘), 22>>n—kh, then the 
restriction of the function weP* whose Fourier transform ts 
given by | 


n—k ny 


4 2? Ta) (VELEN) TE, à 
(8, 3) SRE ARTE) a+ EP} (&") 
Ge) 


is u’, and for this function u equality holds in (8, 1). 


458 N. ARONSZAJN AND K. T. SMITH 


Proor. — Inspection shows that any function whose Fourier 
transform is given by (8, 3) is equal almost everywhere to a 
function ue P*. The second formula (in 8, 1) shows that the 
Fourier transform of the restriction of u to R* is 4”, and hence 
that the restriction of u to R* is equal to w’ almost everywhere, 


a—2=k 
and therefore, since both functions belong to P ° (R*) 
except on a set of %-,4,- Computation shows that for these 
u and u’ equality holds in (8, 1). 


Remark 1. — Formulas (6,11) and (6,10) show that if 
u = Gia—n+x for some measure Le (,_,}, (4 may even be 
a signed measure, i.e. in Q,,_,,,—0%_,+%) then the function 
u defined by (8, 3) is simply 


arte D(a) 


RE 


Next we give a generalization of Theorem 1 b to the case 
in which not only the function but also certain of its normal 
derivatives are given on a hyperplane R" (in the previous 
notations we now put k = n—1). In the formula we make 
use of a system of functions &,(t) biorthogonal to the powers 
of t on (— oo, + o) with respect to the weight function 


(4+ #)-*. To be explicit, let r be an integer <a> and 


let 9, be the polynomial of degree < r which satisfies 


co sq d 
Ci ain Ailey tg ES A ES 


Turorem 1c. — Let r be an integer <a and let 
À 

v,eP VA (R*™) for p=0,1,...,r. If u is the function 

in P* whose Fourier transform is given by | 


(8, 5) 
Q(E) = (2r}/2 . p(A+lET) Ze SR 5 (ee 
= a ( ) 2 (4+ [fe oo Teese) oll 
(8, 6) D = ofa!) for p=0,4, coast, 


Agee +. 
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and there is a constant c (depending only on « and r) such that 


8,7 Jol So SS Help 


Moreover, u is the function in P* with minimum norm satis- 


fying (8, 6). 


Proor. — From the fact that v,<¢P ? (R"-!) it follows 
that the product of each summand in (8,5) by (1 + |&|?)*” 
is square integrable over R*, so that by proposition 5) § 2, 
there does exist a function ue P* whose Fourier transform 
is given by (8,5) and whose «a-norm satisfies (8,7). The 
dt » 
a 
Theorem 1a (and Theorem 1 of the last section) the Fourier 

du, ; . 
transform of —;(x", 0) is 


aa? 
Gif f° (i)? A) a, 


constant c can be taken to be 2x(r + 1) max [ 
Rs: 


which, by (8,4) is easily shown to be #,(&’). Therefore 


u(x’, 0) _ é 


dx? P 
FPT (pr) dPu(x', 0) 
? aa? 
In order to prove that u is the function with minimum «-norm 
among all functions in P* which satisfy (8,6), we have to 
prove that wu is orthogonal to all »¢P* which satisfy 
ary 
wh 
transform, the problem is to show that 


(a’) almost everywhere, and since both are in 


== 7,2) OXC. Mt saa lt 


P 


(x',0) =0 for p—0,...,r. In terms of the Fourier 


A 


fl + IEP (EE) dE = 0 
for all » which satisfy 
JG), =0 for = p=0,...,7. 


| This is immediate, since 9, is a polynomial of degree <r. 
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Remark 2. — It is easy to see by the same argument that 


try +3< 3 <a, and u is determined by (8, 5), then 


(8, 8) In £ a Dylleally_ ps: 


where c, depends on a, 8, and r. This shows (interchanging 
the roles of « and 8) that Theorem 1 c can be strengthened 
in the following way: 


Suppose that Bert and that for p=0, tj 


Pp PA USER (Ra), Then there exists ue PP such that ge 6) 
ee (8, 7) hold. 

In the next propositions we will use the following notations : 
as before x’ denotes the first k coordinates of x as well as the 
corresponding point of R*; x” denotes the last (n—k) coor- 
dinates of x as well as the corresponding point of R’~*—the 
subspace where x’ =0. If E is a subset of R’, E, denotes 
the set of all x” such that (2',2”)eE. If fis a function in R’, 
fx is the function on R*—* defined by f(x") = f(a’, x’). By 

2a) Y2a) etc., are denoted the classes, functions, etc., corres- 
ponding to R'-*, 
1) If ACR" and Ace M,, and if 0X 6<« then, for all x 
exc. Ysa 285 Aa e Wig. 
2) If we P*(R") and OX BXa, then u,e P8(R"-*) for 


all x’ exc. Mix _26- 
Proors. — We assume first that 0<B< «. Kagriger 


a—$ 
ueP*(R"). The function A(t) = (1 + [E|*) * (1+|E"] y'a à 


is in L? and | Ile SIA + |£|*) * dl, hence its inverse Fourier 


transform h(x) satisfies 


(8, 9) IR (æ){ oe) S wi 


==8 
Since a(&) = (1+ 81’) 2 (A+R te DT ), by using the kernels 
a-g and Gg corresponding to spaces R: and R'-* we can 
write 


(8, q 
ua, d) = for fant Gage — y')Ge(a” —y")h(y’, y) dy’ dy’: 


eg, FE e 


ee ae 
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This equality is at first valid only almost everywhere. Howe- 
ver, if we apply the above formulas to the regularized functions 
U, — e,*u, the corresponding h, is obviously e,*h and the 
equation 


(8, 10’) 
(2, 2°) = fou Jane Gea’ — y') Gi (x! — y") hily’, y") dy’ dy” 


is valid everywhere. We put now 
M2’, y”) = mr Ga ple’ tes y’) he(y’, dy’, 


hey’) =| i bres (y’, y”) Pay” | 


and get 
(ra) = fru» Gee” —y" alo’, y" dy", 
ll = Jal orlo’, y’) dy” 
= fina fan fe Get —y') sel’ —2' Jey’, y)he(2',y”) dy’ da’ dy" 
| <[ [Geste — hey") dy’ |, 
(8,11) mel < fy Gap” — y')hie(y’) dy. 


Similarly, for u,—u,, putting 


oY) = [ foneltely’s y")—he ly’ y") dy” | 


as 
2 


we get 
(8, 11’) IL Url RA Ga p(x" + y’ he, oly’) dy’. 


Since hj, , converges to 0 in L?(R*) when p and p, > 0, we 
can choose a sequence pm N 0 such that the series 


pla!) + DY Benen (2) = He’) 


converges strongly in L’(R*) and hence the sequence 
{us} converges in P8(R"—*) for all ze R* except where 
Gi_gH’(2’) = + 00 i.e. except a set B’ eM, 3. For each x 
outside of this set we can then choose a subsequence {u,,,} 
converging pointwise in R*~* except on a set Buy € Us. 

To prove proposition 1) we replace u by » = Gg, ge L’(R’), 
gl 0, such that v(x) = + 0 for eA. Then P,(x) —> (2) 
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everywhere in extended sense and now, denoting the above 
sets B’ and B{;» by A’ and AG@y we get Ay» CA», and hence 
A, e ig except for ze A’ < As _sg. 

To prove proposition 2), denote by A the set where u,(2) 
does not converge to u(x). Using proposition 1) we find a set 
A'e%;,_,g outside of which A,;e%;5. Then, for x’ & A'UB, 
Up», a(%") converges pointwise outside of A, to u,(x”) and 
hence u,(x”) coincides with the limit of {us} in 


PP(R"—*) exc. Wig. 


We still have to settle the extreme cases: 1) 0= 8 =a, 


2) 0=6 <a, and 3) 0< 8B =a.’ The first is trivial. The 
last two cases are treated like the general one : we must remem- 
ber only that the operator Gy reduces to identity for 0 = 0. 
For instance, 
for 0=68<a (8,10) becomes 
u(x’, 2") = [Gaz —y')h(y", 2") dy 

for 0<B=a (8,11) becomes [us < he(z’). 

As special cases or corollaries of proposition 2) we mention 
the following: 

2a)0<$=a. Almost everywhere in R*, u, ¢ P*(R"~*). 

2b) 0=6<a. Except on a set of 2a-capacity 0 in R’*, 
uy, € L?(R"-*), 

2c) If a> 


u 


a, uz is continuous in R'-* except for 2’ 
in a set of 29-capacity 0 in R* for any à < a2 


It should be noticed, however, that if ast we obtain 
ak ri 
from 2) that u,xeP *(R"~*) except on a set of logarithmic 
capacity 0 in R* whereas we know from Theorem 1a that 
ry 


u, eP° *(R"-*) for all x’ e Re. 


§ 9. Functions locally in P* on an open set. 


If D is an open set, P#,(D) denotes the class of all tan 
on D which belong to P* locally, that is, the class of all func- 
tions wu defined on D exc. %,, such that each point of D has 


ris 2 — 
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a neighborhood on which w coincides with some function in P*. 
Many results about functions in P%,(D) are immediate conse- 
quences of results already proved about functions in P*. For 
example, if ue P£,(D) and if |i] < x, then D,u exists in the 
ordinary sense exc. %4~2):; and belongs to P#-li I(D). Or, if 
ue PZ(D) and if 2a > peat, then the restriction of w to 


DANR* belongs to P,,. : (DA R*). In this section we give a 
few results about P%,(D) which are not so obviously covered 
by the earlier theorems. 

1) ue P%.(D) if and only if for each compact K CD there 
exists a function ux € P*(R") which coincides with u on the 


set K. 


Proor. — The first half follows directly from the definition 
of P%.. To prove the second part we use the method of parti- 
tion of unity. 

We choose a locally finite covering {U;} of D by open sets 
such that U;CD and that each U, be sufficiently small so 
that there exists a function u;¢P*(R") coinciding with u 
on U;. We take then a partition of unity corresponding to 
the covering {U,} i.e. functions +;,e CS(R,) with values bet- 
ween 0 and 1, such that each 9, vanishes outside of U; and that 
X¢,(xz) = 1 for each ve D. 


We take now those U,,, ..., U;, which intersect the compact 
K; there is only a finite number of them. The function 
Pili, Poe TP Pili, 


is then the desired function ux. In fact, by proposition 6) 
§ 2, each œu;e P(R,). Then for xe D, qu = ¢,u, and for 
EK, g,(t)u(2) +... + meule) = u(a)Zei(x) = u(c). 

As corollaries from 1) we get 

1’) If we P£(D) and 9 e C9 and has a compact support 
in D then qu, when extended by 0 outside of D, belongs to P*(R’). 

Here again we use 6) § 2. 

1") If u has a compact support in D and we extend u by 0 
outside of D, then u e P%,(D) if and only if u e P*(R”). 

As we diréhdy mentioned before, Theorem 1, $ 7 on diffe- 
rentiation has an obvious extension in a locdlized form to 
Pz.(D). The extension, however, of the converse, Theo- 
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rem 2, is not so immediate. We prove it here under the weak 
hypotheses stated in Remark 2, section 7. 

2) Let m be an integer 0<£m< «. The function u belongs 
to Pi (D) if 


a) u is defined in D except a set of 2a-capacity 0 and for « 


each e>0 there exists BeCD with Y:4(Be) < €, so that u res- 
tricted to D-Be is continuous. 

b) All pure derivatives _. k = A4, Th) peg cep ast. rl 

J F 

exist pointwise almost everywhere and all those of order ] <m 
are equivalent to absolutely continuous functions on almost 
all lines parallel to the corresponding x,-axis (*°). 
d"u 
Oh 
equal to functions in PZ-™(D). 


c) The derivatives » k=1,...,n, are almost everywhere 


Proor. — The first step is to prove that all the derivatives « 


——> J=i}...,m are) locally L* inv D.” This 18 ue 108 


j =mbyc). Toshowit for] < m we have to extend a lemma 
by Nikodym [13 b]. We introduce the following notations : 
Let Q be the closed cube OX x, Sa, k= 1,...,n, Q, the 
face of Q lying in the coordinate hyperplane orthogonal to 


the x,-axis, x") a variable point in Q,. A point x in Q will © 


be written (a, x,) for any k. 


Lemma. — Let u be defined almost everywhere in the n-dimen- | 


sional cube Q. Suppose furthermore that for each k,1<k< n, 


k 
and for almost all 2e Q,, the derivatives 4%), 1=),4 


à ns | : | 
...,m-—1, are equivalent to absolutely continuous functions | 


in 0 eso. Then if each os k= 1,2, ...,n is in LAO), 
j k 


all the derivatives ay ee G2) à 
are in L?(Q). om, 


5 AO] =O 1e Sd 4 


Proor. — We use induction with respect to the dimension n. 
For n= 1, the theorem is obviously true. Suppose that. it 


is true for dimension n — 1 and fix an index k, 1<k< n. | 


(*) The last condition means that for almost all such lines 1 intersecting D the — 


derivatives are absolutely continuous on every closed segment contained in! nD. 


ser ee + — 
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By our assumptions it is clear that we can find a function 

. px(a®, x,) defined for almost all 2%eQ, and which is a 

polynomial of order <m—1 in x, such that if u,(x) is 

defined by 

i iL Ty xm k 2 7\m—1 
(9, 0) u,( ax", 2) = put, am) + | omu(ax, t) (ax —t)"* y 

, (mf! 
then 
Yux(z) _ Vu(x) 


CAD ee meer 


almost everywhere in Q for] =0,1,...,m. 


Consider the (n — 1)-dimensional cubes obtained by inter- 
secting Q with the hyperplanes x, = const., OS 4S a. It 
is clear that by the hypotheses of our lemma, for almost 
all +, in [0, a] the function wu satisfies in these (n — 1)-cubes 
the conditions of our lemma with respect to the n — 1 remai- 
ning variables. Hence we can find m distinct values Go 


OS m<..:<an<a such that 
re a;)|” day =) S Sou lao a;)|? dta®©<o. 


For almost all 2 in Q,, p,(%™, t) can be determined by 
its values at t= a, ..., a, (we use the Lagrange interpolation 
formula). Therefore, from (9.0) we get 


olay ra" u(ae, t) (a, — 1)" "1 
0,2) (a, =) = [EE Se at 


= qe) 0 Ty (yg) (ou, (a= 
D a Km œ) i) day = (m—1)! mt 


where q(t) is the polynomial II (t — de and q’ is its derivative. 


By taking in (9, 2) the dérivhtites Ne fop pus ty ai atmos À 

| j 

we derive met bonis trouble an evaluation 

T'ES 
fut 


duy( a A x)! 
LE dit, S 


El 


u(x, xy)? 
Co 


dx, + Ÿ [u,(at®, a | 


= 


30 
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with constant c > 0 depending only on-the ais, a, .m, and n, — 
Integration in (9, 3) with respect to 2 over Q, and (9, 1) « 
together with (9, 0’) gives then the lemma. — AA 4 

Going back to the proof of proposition 2), considera compact — 
K CD and a bounded open set UD K such that UC D. Take 
g eCÿ(R") such that (x) = 1 on K and g(x) ='0 outside « 
of U. We write » = qu extending this function by 0 outside 
of D. It is obvious that » e L?(R") by the above lemma, that 
condition a) of theorem 2, § 7 is ‘satisfied and that condition 6) 
of this theorem in the weakened form of remark 2 is satisfied 
also. However, condition c) of the theorem, even in the 
weakened version of remark 2 presents still a problem. - Let 
us write — 


| 
L 


| A ay Mth go fs ttn Whats 6 tw 
(9) 4) “dap oak = ere t (tae wae L ET 


The first term is equivalent to a function in P*~” but the best 
we know about the remaining terms, by the above lemma, 


is that they are in L?. Hence = e L? = P° and by theorem 2 
k 
(for « = m) ye P” and so ue P7,(D). | 


_Suppose that we know already that ue P8,(D) for some 8 © 
withm£f$< a Then by (9, 4) and theorem 1, § 7 (applied — 


to SE with 7 = m—1) we get that aa ae uivalent to a 
dti J 8 oe q | 


| rr, | 
function in P* with B, = min (« — m, 8—m +1). Again, 
by theorem 2, remark 2, it follows that » is a potential of order | 
min(«, 6 + 4) and hence uw is locally such a potential. This + 
procedure allows us to reach stepwise (in a number of steps — 
smaller than « — m + 1) the stage where min(a, 8 + 1) = a, 
when the proof will be done. 
. For later use we record a similar proposition (with a similar 
proof) which gives sufficient conditions in order that a function 
on D be equal almost everywhere to a function in P¢,(D). 

2°) If a measurable function u defined almost everywhere on D 
satisfies conditions b) and c) of proposition 2, then u is equal 
almost everywhere to a function in P¢,(D). eal 
_ A transformation is said to be of class Cc" on an open set 
if each of its coordinate functions is of class C™ on the open 


Ai eo A 
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set. À transformation is a homeomorphism of class C9 
if both the transformation and its inverse are of class CC). 

3) If T is a transformation of D* into D which is locally a 
homeomorphism of class C% then for each ue P%,(D) the 
function T*u(x) = u(Tx) belongs to P%,(D*). If «4, the 


partial derivatives of T*u are calculated by the usual formulas 
for the partial derivatives of composite functions. 


_ Proor. — By a classical theorem of topology, T transforms 
open sets on open sets (#). Therefore, it can be assumed 
(by restricting ourselves to a subdomain of D*) that T is a 
homeomorphism of class C@"", Also, by multiplying u by 
a function 9 e C$ (D), it can be assumed that u has compact 
support in D. Hence it is sufficient to prove the following 
statement (which is a special case of the proposition). 

4) Let T be a homeomorphism of class C@* of D* onto D, 
and let U be a relatively compact open subset of D. Then there 


is a constant c such that if u e P* and u vanishes outside U, then 
T'u e P* and ||T*ul|, < elluj|.. 


Proor. — If w is of class C@"*) then T*u is also of class 
Ce"), so, by proposition 5) § 2, T*ue P*. In evaluating 
the norm of T*u, formula (1, 5) is used. For integral values 
of « the existence of the constant c is obvious from the classical 
formula for the transformation of multiple integrals. For 
non-integral values of « the double integral over R* is domi- 
nated by a sum of integrals 


te: so tal and odo 


The first of these is 0, since w vanishes outside U. The 
second is easily seen to be dominated by |T*u|,. (the constant 
depends on the distance from U to the boundary of D), and 
hence by |w. Finally, the evaluations that were used in 
the proof of proposition 6) §2, and the classical formula for 
the transformation of intégrals show that the third is also 
dominated by |u|,. Thus, the proposition is proved for u 
of class CG”. Itis proved for arbitrary u by using approxi- 
mations of- class C@*, The approximating functions can 
| (a) If a* = 0, the implicit function theorem can be used here, but. if CM 0 the 
theorem of Brouwer is needed. + 
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be chosen to vanish outside an arbitrary neighborhood. of. us) 
and the above results applied to this neighborhood. : à 

Proposition 3) shows that P£,(D) is defined not only ri. 
Dis an open subset of R", but actually when D is an open subset — 
of any differentiable manifold of class C1. This fact will 
be important in chapter Iv, part. 11. 

To finish this section we prove that some general potentials 
are locally in P*. 

Consider a measure & (in general a signed measure) for which 
the potential G,u has a meaning. Following (6, 4) this requires 


a—n—i 


9,5) JAH) * e-Midu(a <a. 


In general G,u(x) is defined and finite exc. Yf,, (see 18), § 6). 
However, more can be said under additional assumptions. 1 
5) If p ene (9, 5) and in some domain D, dy. (x) = g(a) dx 

with ge P£.(D ), then u= Gu restricted to D is in Pas F(D) 


Pe! me 


Proor. — an any bounded open set U with UCD and 
take 9 e C7(R") and such that 9(x) = 1 on U and 9 vanishes 
outside of a compact lyingin D. Then ah ogdx+ A) du. 


and 
(9,6) Gyu(x )= f Ga( (x — y) o(y) g(y) dy 
rea a—y) (1—9(y)) du(y) 


Sines og e PR), the first potential e P*+*(R"). In the second, 
there are no masses in the open set U and hence the second 
integral is an analytic regular function of the n variables 
& = (%,...,%) in U (®). It follows from 2) that the second © 
integral belongs to all classes PL(U) and thus we Pz*8(U), # 
Since u is an arbitrary open bounded subset of D we get our — 
statement. 


Remark. — A statement ahnitad 5) can be proved concer- 
ning more classical potentials such as newtonian or more 
generally Riesz potentials R,w corresponding to the kernel 


R,(r) = Cart" (48), 


(**) To see this, in the integral replace the variables x, by FE ie Ziey 
ipo is possible since G,(r) is an analytic function of r regular outside r = 0. 
(*) For a Zn, and a — nan even integer, this definition of R, should be changed 


by putting a factor lg a and adding similar terms of lower order in r. 


Sc A tie me Me te le a 


ee 
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_ Since for «<n, up to a constant coefficient, R,(r) is the 
principal term of the development of G,(r) around 0, both 
kernels together with all their derivatives behave alike in 
any fixed bounded set (**). It follows that when the measure 
uw (or density g) have compact support the potentials Rap 
and G,v. behave alike in every bounded domain as concerns 
sets where they are defined, or differentiability or the transfer 
of differentiation under the sign of integral. The essential 
difference between the potentials Ru and G,y is in their 
global behavior; R,u is much less manageable than G,v.. This 
is due to the fact that the kernel R,(r) is never in L? or in LA. 


However, fora < LL the kernel is L1 inside a sphere r< 19 


and L? outside of the sphere, which allows the use of classical 
theorems in Fourier transforms for the corresponding potentials 
of functions in L?. 

Coming back to the extension of 5) to Ru we notice that 
the condition (9,5) should be replaced now by 


(9, 7) FA + tel) "dp(2) < oo (5). 


Replacing (9, 5) by (9, 7) in the statement of 5), and u = Gap 
by u= Ru, the proof proceeds in the same way (with G 
replaced by R). The second integral in (9,6) is again analytic 
in U. The first, however, causes more trouble, and we must 
use proposition 2). To this effect we differentiate (which 
we may do) m times under the integration sign, m being such 
that 0< a—m< a The resulting differentiated kernels 
D,R, are then in L? in a sphere and in L? outside of a sphere 
‘which allows the application of classical theorems to the Fou- 
rier transform of D,R,(pg) and we obtain 


—— 


DR (66) = (27) DR (eg) = ("EI (98) 


Since og is an entire function and (1 + [El2)* og is in L? and 
since |j| = m, [A] SE”, [PIE < EM it. follows that 


(#) For a > n, these facts are true only for derivatives of orders >a—n but those 


of lower orders are continuous at 0. 
(#) Or the corresponding expression when «— nis an even non-negative integer. 
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‘ a+Bom De . x 
14 1b DR. (92) is in. L?, hence D,R,(pg) e P*+*—-™ 
aie makes it possible to apply 2), 
This line of proof leaves out two exceptional cases: n= 2, 
a an integer and n= 1,4 — k + x’ with k integer and 


1/2 <a < 1. 


Another way of proving that R,(?g)¢ pz+8(U) which 
avoids the exceptional cases is to prove it first for small a, 
OZ a < ce We then use the composition formula 
RER, hs +R, with a = 0 + --: + &, 0<a<>- 
We have successively R,, (og) e P#m*+8(U), R,,.,*R,(28) 
Pam-s*2m*B8(U) and so on till R,(og) e P#*S8(U). Since the 
composition formula is valid only for a<n, for azn 
we have to replace it by an approximate composition formula 
where the composition is taken not over the whole space but 
over a sufficiently large sphere containing U. The result 
of the composition differs then from R, by a function regular 
in U and thus the proof can be achieved. 


§ 10. — Relations between the classes P* and L!. 


In this section we establish the L’ class to which a potential 
Gaf, fe L’, p=1, belongs. When p = 2 we obtain the L? 
on to. which. the functions in P* belong. 


1) IffeL?, p= 1, then G,fe L! for every q > p satisfying 
1 


1° : 

sie PIS À 1 ee Se 
pue om JR and “ne 0, 
2 ot, seb , st 1 Mies 
q p n uf pean or na pe 


and there is a constant M depending only on «, n, p, and q such that 
| |Gaflhe S M|F|ILr. 

| pppons — A classical theorem of W. H. Youne states that 

ft 44 DS dure de, x by ea th te A dog 

ane if we L’ (R"), 9 eL?(R") then Lee ch 

var lex ollie SS |lul lel ne. 


¢ 
It 
‘ 


nm ht nm ~ 


SE 


THEORY OF BESSEL :POTENTIALS 474 


_ Since G, e L'(R") for every r > 1 with LS 12 we get 
r n 


immediately for any qg2>p satisfying SL ohn LA 
pon 
\|GaF\lne < ||Galfurl|f||p with Le ae + 1. 
r q P 


'. This gives the statement (with M —||G,lhr) except when 
= Hamas > 0 and p >1. In this case, however, Soboleff’s 
theorem, [15 b] or [14], states that 
3 [|Ref lhe S MffÎlue. 
Since «< <n and R,(x) > G.(x), it follows that 
[IGaflhe S Mlle, 
which finishes the proof. 
CoroLLARY. — P*C L! for every q = 2 satisfying 


: sae tbl ! on 1 on 
—X——— L Y= — > 0 L L= =: 
$ 11. — Comparison of the class P* with various other classes. 


In the present section we are going to compare our potentials 
of order « with other classes of functions introduced and used 
previously by different authors. These are essentially the 


classes of Riesz potentials of order « (for a<F), the (BL)- 


classes and the classes H* = W* = W% for « a non-negative 
integer. We will not give proofs in the remarks which follow; 
most of these proofs rely on arguments similar to those used 
‘in preceding sections. | | 


A. The Riesz potentials of order «. — These were introduced 
by the present authors in [1] for « < n/2 as the perfect func- 
tional completion of the class Cy with respect to the Dirichlet 
norm of order a, Vd,(u). They were also introduced by 
J. Deny [8] as potentials of magnetic distributions of order 


472 N.. 'ÆARONSZAIN‘AND K:°T. SMITH 


2« which form the completion of the class of signed measures 
of finite 2a-energy with respect to the energy norm. For 
a > n/2, C does a ie a functional completion with respect, 
to the norm V/d,(u) (see 2), § 1). 

By using the ai kind of computations as those which 
lead in § 1 to (1,5) (or (1, 10)) we can give a direct formula 
for d,(u) without using derivatives, for ue Cy. To this effect 


RE ——— 
oe 


we introduce the k-th differences of u(x), Afu(x, x, ..-, 24) 


as follows. 


(11,4) Acu(x) = u(z), 
AFu(z; By +++) Zks Zk+1) 7. Au(z; By +.) 2x) 
— Au(z + Ziti; Zp ++ +9 Zk) 


We then take any decomposition a = a + --+ + o%, 
0 < a, < 1 and obtain 


* ne + 
Mls a ae day. du (a) 
= Te (n, a) nee lu fee eee ae [ ax iprtan 9 da dz, ( ). 


In this way d,(u) has a meaning for all measurable fundies u. 
We could be tempted to consider those w for which (11, 2) 
is finite as Riesz potentials of order «. However, on the class 


of all such functions \/d,(u) is a pseudo-norm; it is 0 if (and 
only if) wis equivalent to a polynomial of order <k. It can 
be proved that this class is independent of the decomposition 
& = & +... +a, except for the adjunction of additional 
polynomials when we increase k. 

‘Let us call the class of u with (11, 2) finite F**. Obviously 
A‘u(a, %, ...,2x) is L? for almost all systems. (z, ..., 2). 
From this, by an inductive argument as in Nikodym’s lemma 
(see § 9), we can prove that ue L?, (R"). 

If « € n/2 it can be proved that F** admits of a direct 
decomposition, 


(41,3) F** = [polynomials of order < k] + C?, 


the second class being the functional completion of Cf under 
the norm (11, 2) relative to the class of sets of measure 0, 


(**) A similar formula, using higher differences instead of derivatives can be 
obtained for ||u||3. The reason such formulas are not given in the main text is that 
they do not lead in a simple manner to norms in subdomains of R". 


ee 


ms = 


a 


mt 
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1.6. the class of all functions equivalent to Riesz potentials 
of order « Such decomposition is no longer possible for 


n 
a>—. 


Our space P* is a subclass of F**. A function w in F** 
which is equivalent to a function in P* is characterized by the 
simple fact that we L?. Each function in F*“ can be proved 
to be equivalent to a function in P¢,(R"). We can consider 


as the essential part of F** the subclass F* * of P#,(R") with 


loc 
finite (11,2). Ifweadd /|uf dx to (11, 2) fora fixed bounded 
set of positive Lebesgue measure, we obtain a quadratic norm 


which makes F** into a complete functional space. This 
space is the perfect functional completion of C*(R?) N F** 
with respect to this new norm. For « > n/2 it will be a proper 
functional space. | 


2. (BL)-classes of order «. — These classes were introduced 
first for «= 1 by O. Nikodym [13 5], for « a positive integer by 
J. Deny [8], and for arbitrary « by J. Deny and J. L. Lions [8 a] 
as a special case of much more general (BL)-classes which, 
besides those which are akin to our spaces P*, contain many 
other important classes. They are divided into two cate- 
gories : those « in large sense » and those in « precise sense ». 

Those in large sense akin to our P* (which we will denote by 
(BL),) were formed explicitly for « an integer by assuming 
that the derivatives exist pointwise a.e. (original definition) 
or that they are taken in the sense of distributions and that 
the last derivatives (of order « when « integer, of order a” 


when «@ is not an integer) have a finite VC MES norm. These 
classes are essentially the same as the above classes F*" 
except that the latter contain polynomials of higher order 
and that in the original definition the exceptional class of 
sets was somehow smaller than the sets of measure 0 (see [8 a]). 
The classes in precise sense differ from those in large sense 
only by the fact that their exceptional sets are taken smaller 
than in the original, namely they are sets of 2-capacity 0. 


~ Spaces H" = W" = W},, m positive integer. — These spaces 

are used by many authors working in partial differential equa- 

tions (the notation depending on the author). A function u 
31 
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belongs to H"(R") if it is L? and has strong derivatives in LA 
sense of all orders < m. | 

The space H” is exactly the functional completion of Cy 
with respect to our norm |u|, or ||w||, relative to the class of 
all sets of Lebesgue measure 0. It is therefore an « imperfect » 
version of P”. 


GENERAL REMARK. — All functions in the above considered 
spaces are equivalent to functions in the corresponding P* 
or P%,. We can always replace the former by the latter 
for which all our results concerning differentiability and res- 
trictions to lower dimensional spaces, etc., are valid. This 
replacement can be very easily achieved by considering as 
the corrected value of the function w at a point x the mean 


value limit iif 
lim agp u(y) dy = u'(x) 
IS| Js 


for spheres S with center at x, with radius converging to 0. 
The corrected function u’ is defined wherever the limit exists 
(in any case a.e. if w is locally integrable), it is equivalent to &w 
(when ue Li.) and belongs to P* or P%, whenever w is equi- 

valent to such a function. 


b 


BIBLIOGRAPHY 


[0] N. Aronszasn, Boundary values of functions with finite Dirichlet 
integral, Conference on Partial Differential equations, 1954, University 
of Kansas, Lawrence, Kansas. | 

[1] N. Aronszasn and K.T. Smirm, Functional spaces and functional 
completion, Annales del’ Inst. Fourier, vol. 6, 1955-1956, pp. 125-185. 

[2] N. Aronszasn and K.T. Smrrm, Characterization of positive repro- 
ducing kernels, Applications to Green’s functions, American Journ! 


Math., vol. 79, 1957, pp. 611-622. | ‘i 
[3] S. Pe SERB Vorlesungen über Fouriersche Integrale, Chelsea, New York, 


[4] M. Brexor, Points irréguliers et transformations continues en théorie 
du potentiel, Journal de Math. Pures et Appl., vol. 19, 1940. 

[4a] L. Canresox, On the connection between Hausdorff measures and 
capacity, Arkiv. f. Mat. vol. 36, 1957, pp. 403-406. 4 

[5] H. Carran, Sur les fondements de la théorie du potentiel, Bull. Soc. . 
Math. de France, vol. 69, 1941, pp. 71-96. 

[6] H. Carran, Théorie du potentiel newtonien : énergie, capacité, suites 
de potentiels, Bull. Soc. Math. de France, vol. 73, 1945, pp. 74-106. 


THEORY OF BESSEL POTENTIALS 475 


[7] G. Coquer, Theory of capacities, Ann. de I’ Inst. Fourier, vol. 5, 1953- 
1954, pp. 131-295. 

[7 a] G. Cuoguer and J. Deny, Modèles finis en théorie du potentiel, 
Journ. d Analyse Math., vol. 5, 1956-1957, pp. 77-135. 

[8] J. Deny, Les potentiels d’énergie finie, Acta Math., vol. 82, 1950, 
pp. 107-183. 

[8 a] J. Deny and J. L. Lions, Les espaces du type de Beppo Levi, Ann. 
de l’Inst. Fourier, vol. 5, 1955, pp. 305-370. 

[9] A. Erpetyr, W. Macnus, F. Osernettincer and F.G. Tricomi, 
Tables of Integral Transforms II, New York, McGraw-Hill, 1954. 

[10] A. Erpery1, W. Macnus, F. Osernertincer and F.G. Tricomi, 
Higher Transcendental Functions II, New York, McGraw-Hill, 1953. 

[10 a] P. Ervos and J. Gitxts, Note on the transfinite diameter, J. Lond. 
Math. Soc., vol. 12 (1937). 

[11] O. Frosrman, Potentiels d’équilibre et capacité des ensembles, Thesis, 
Lund, 1935. 

[11 a] B. Fuerepe, Extremal length and functional completion, Acta Math., 
vol. 98, 1957, pp. 171-249. 

[12] G. H. Harpy, J. E. Lirrtewoop et G. Potya, Inequalities, Cambridge, 
The University Press, 1934. 

[43} M. D. Kirszpraun, Uber die zusammenziehende und Lipschitzsche 
Transformationen, Fund. Math., vol. 22, 1934. 

[13 a] K. Kunveu1, Etude sur la théorie du potentiel generalisé, Osaka, 
Math. Journ., vol. 2, 1950, pp. 63-103. 

[13 b] O. Nixopym, Sur une classe de fonctions considérées dans l’étude 
du probléme de Dirichlet, Fund. Math., vol. 21, 1933, pp. 129-150. 

[43 c] N. Nrnomrya, Etude sur la théorie du potentiel pris par rapport au 
noyau symétrique, J. Inst. Polytech. Osaka City Univ., vol. 8, 1957, 
pp. 147-179. 

[13 d] M. Oursuxa, Capacité des ensembles produits, Nagoya Math. Journ. 
vol. 12, 1957, pp. 95-130. 

[14] L. Scawarrz, Théorie des distributions, I, II. Ac. Sci. Ind., vol. 1091, 
1122, Paris, 1950-1951. 

[14 a] L. N. Stosoperzxy, Spaces of S. L. Sosorerr of fractional order... 
(in Russian) Doklady Akad. Nauk, S.S.S.R., 118, 1958, pp. 243-246. 

[14 b] L. N. Scosoperzxy, Évaluations of solutions... (in Russian), Doklady 
Akad. Nauk S.S.S.R., vol. 120, 1958, pp. 468-471. 

[15] K.T. Smirm, Mean values and continuity of Riesz potentials, Comm. 
Pure and Applied Math., vol. 9, 1956, pp. 569-576. 

[15 a] K. T. Sir, Functional spaces, functional completion and differential 
problems, Conference on Partial Differential Equations, University 
of Kansas, 1954, pp. 59-75. 

[15 b] S. L. Sosorerr, Sur un théorème de l’analyse fonctionnelle, C. R. Ac. 
Sci. U.R.S.S., vol. 29, 1938, pp. 5-9. 


[16] G. N. Warson, A Treatise on the Theory of Bessel Functions, Cambridge, 


—=- >, PUS 


The University Press, 1922. 


deñsnét ©. bic rs 


é eae? IE - MSIE Sten ¥ 
MIE D A eel re ten Bag re 
EOE I ops de GO PCA er 2e ms mt | 


‘aybrdinad omnes ee ae ; pate se, Hoe 


ears jar aa #0. non 
SEARO gas 0 emo 


aa 


Try +4 hi Le “Rx à ALT IE né 


tod "4 À 

4 nf PME les anit enféboM vrac #; ben ravoous 
SiLD ey TLRS Sersichielhe 

fs sub, Can “tie Maida 


Ts 4 ob ane? “the ph site: od LE de wi à aoe 
| (EQ0E qq ve € lov sise mas Te 


a” ft, 


tet CU DS \ 


ossi. 1 toute align eens Maps, DÉRRt rent deu 


divs tints 


A4 A+ datés 200 meus ph Songe io 4 done #7 nue x 


ke puit 
te ENT MATE ied RATES tnt er Se . 
@ES-1T2 .qq lis BR fou 


| Vo 


boi nastier Oe | ‘ 
precast 
a PURE tte” FOLIE. DE sini TA 


Ann. Inst. Fourier, Grenoble 
11, (1961), 477-499. 


HYPOELLIPTIC DIFFERENTIAL OPERATORS (:) 


par Lars HORMANDER (Princeton) 


1. Introduction. 


A differential operator P(x, D) with coefficients in C° is 
called hypoelliptic if the equation 


ET à Pir, Lu" 


only has solutions ue C* when fe C*. (For the notations see 
section 2.) When the coefficients are constant, a complete 

algebraic characterization of hypoelliptic operators was given 

in [1]. For variable coefficients a sufficient condition for hypoel- 
- lipticity has been given by several authors (see [2], [3], [4], 
- [6]), namely that the operators with constant coefficients 
- P(x, D) obtained by giving x fixed values shall be hypoelliptic 
- and equally strong in the sense defined in [1]. In fact, the 
» latter condition enables one to carry over most results known 
in the case of constant coefficients at least locally by means 
- of a perturbation argument (see [4]). A weaker sufficient 
- condition has also been given by Trèves [6], but it is extremely 
- implicit and difficult to verify for a given operator. His proofs 
_ depend on the construction of a parametrix for the adjoint 
» operator by the method of successive approximations, in an 
_ abstract and very intricate form. We shall here use the same 
* idea but in a technically different and really straight-forward 


4 (4) This work was sponsored by the Office of Ordnance Research, U. S. Army. 
| 31, 
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way. This will yield sufficient conditions for hypoellipticity 
which are weaker than those of [2], [3], [4] and are satisfied 
by the only other example of a hypoelliptic operator given 
in [6]. 


2. The plan for constructing a parametrix. 


In this section we shall only give a formal outline of the 
construction of a parametrix which will be carried out in 
section 4. Accordingly, we shall postpone discussing the 
convergence of the integrals occurring here. 

We first introduce some notations. Differential operators 
will be written in the form 


P(x, D) = Xa,(x)D* 
where a = (a, ..., &,), called a multi-index, is a sequence of 
integers between 1 and the dimension n of the space, and 
Di = (— djday,)... (— 10/dae,). > 


The empty multi-index will be denoted by 0; we set D? à 14: 
The length k of the multi-index is denoted by |a|. If | 


c= (81 heey En) 
is a real vector, we write 
Pirelli 
where &, = Ea, ++» a, The derivatives of P(x, €) with respéct 


to § are sometimes denoted by P@(z, &); 


PO (2, 5) = dl@lP(a, &)/dbe, ... We, | 


Derivatives with respect to £ or x will be denoted by DE 
or D£. Finally, we shall use the notation low | 


4 
2 


P(x, &) = (Z|P@a, E)f2)?. 


A fundamental solution E{x, y). of a differential operator 


P(x, D) is a kernel (in fact a distribution) such that — 
(2.4) g(e) = Pla, D) fE(@ y)o(y) dy 


if ç has compact support. In the case where the coefficients 


« 2 { 
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are constant, it is convenient to construct a fundamental 


solution by means of the Fourier transformation, that is, to 


set 
JE y)gly) dy = (2n)-* fe DP(E)-16(E) dk, 
where | 
(2. 2) $(E) = fe" o(2) de 


is the Fourier transform of ¢. We shall imitate this in the 


- case of variable coefficients, thus try to find a kernel K such 


that 
(2.3) g(x) = P(w, D)(2n)-" f eK (a, &)8(E) dE 


when ¢ has compact support. Operating under the integral 
sign we find that this is equivalent to 


(24) (2) = (2n)-" fe P(w, D, + &) K(x, E) 6(E) dé. 
Thus we have to find a kernel K such that 


or, which is equivalent in view of Taylor’s formula, 


(2.5) Pla, 8) K(x, &) + 3 PO, 8) DEK(e, B)/lal!= 1. 


The equation (2.5) can be solved approximately in the 
following way. First we neglect the sum since it would have 
been absent if the coefficients were constant. Thus we define 


_a kernel K, by the equation 


(2. 6) P(x, £) K,(x, €) = 1. 


_ To compensate the error committed in solving (2. 5) in this way 


_ we then define successively kernels K, by means of the recursion 
formula 


+ 
) 
y 
A 


se 


site 37) | 
P(a, &) Ky... (2,6) at PE §) DEK, (a, &)/lall = 0, 720. 


Adding the equations (2. 7).and (2.6) we obtain 


(2. 8) P(a, D, + £) (Ky +--+ K) + Pa, E Ki = 4. 


«PEN 
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Hence, formally, we obtain instead of (2. 3) 
(2. 9) 
o(x)= P(x, D)(2n)-" f &*®(K,(x, E) +--- + Kj(a, €))$(8) 
+ (2n)-* fel Pla, &) Ky.(@, 8) ne dé. 


If the polynomial P(z, €) has real zeros, the kernels K, 
become singular. However, if the zeros are all contained in 
a fixed compact set, as will be the case here, it is easy to avoid 
the singularities in the following way. Choose a function 
ÿ =C? which is equal to 1 in a neighborhood of the zeros of 
P(x, &) (as a function of &). Set 4, = 1 — Yo, so that }, = 4 


outside a compact set. Since 


die UA + Vo — P(a, D, + £) (Ko See 2 K,) 4; 
ot: P(a, 3) K,.,4, + Vo 
we may then replace (2. 9) by ; | 
(2. 10) 
g(x) = P(e, D)(2n)-* fe P(K,(a, E) ++ Kia, E)4i(E)6(E)dE 
+ (2n)-* eX ®(P(x, E) Ki.i(e, ©) Qi(E) + polE)) $(€) dE 


In the next section we shall introduce certain conditions. 
which ensure that the kernel K,, ,(z, §) decreases very rapidly | 
as § > oo when j is large. The last term in (2. 10) will then be — 
an integral operator with a very smooth kernel when expressed 
in terms of + instead of $. The first term on the right hand side | 
of (2. 10), on the other hand, will be easy to study with the — 
same methods that are used in the case of constant coefficients. 

A 


3. The condition HE. 


The recursion formula (2. 7) indicates that to be sure that | 
K,., decreases faster than K, at infinity, we need to know that 
differentiation of P(x, Ë) with respect to £ will decrease the 
growth at infinity more than the corresponding differentiation — 
with respect to x will increase the growth. This leads to the 
condition posed in the following definition. 


DEFINITION. — The operator P(z, D) will be said to satisfy 


the condition HE in Q if P(x, D) is not identically 0 in any com: 
ponent of Q and 


bete . 
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a) The coefficients are in C*(Q); 

b) There are functions M,(x, €) defined in Q X R® such 
that for all « and 8 

(3.1), |DEDEP(w, §)| Cp, (1 + [8])-47'MP (a, €)P(a, 8), 6 € R", 

(3. 2) LE M, à < CU + [EI 
Here d is a positive constant, Cg, and C, are bounded when x 
varies in compact subsets of Q, and we have used the notation 


M&-¢ — MM, ra dal PAS Ade M 


Since this condition, although very convenient in the proofs, 
may seem involved and difficult to check, we also give a simpler 
but more restrictive condition. 


Turorem 3. 1. — Let the coefficients of P(x, D) be in C°(Q) 


* and set 


M(é) = sup P(y: E)/P(x, &). 


Assume that the coefficients only depend on %, ..., x, and set 
|a|, = the number of indices < k in «. If there are positive 
constants C and d such that 


(3.3) |PCXy, &)/P(y, &) S C(4 + [ED M(E) 4, 
(y, §)e€Q x R’, 
(3. 4) ME) = Crt + Je)", 


it then follows that P(x, D) satisfies the condition HE. 


4 


Proor. — Set M,(&) = M(&) when ;<k and M,(é)=14 
when j > k. If 6 = 0, the inequality (3. 1) then follows from 
(3. 3), and (3. 1) is trivial if |6|,—0 but [f| 0, the left 
hand side being 0. Hence we may assume that |6|, ~ 0. 

It is clear that (3. 4) implies that the degree of P(x, §) in & 


- is bounded when xe. Hence there exists a maximal set of 


" 


“an 
4 


» points x; such that the polynomials P,() = P(a;, &) are linearly 


va 


independent. We can thus write 


P(x, &) = Ec{x) P,() 


; with uniquely determined coefficients c;e C*(Q). From the 
formula 


— ie nl 


DEPOa, 8) = SDÉc (x) P(E), 


482 LARS HÜRMANDER 


we obtain by using (3. 3) nan the Lau of ME), with y 


replaced by x, that 
[DEP@(a, #1 < Cp, -(4 + [EDMIM(E) Eh B(a, 8). 
When ||, ~ 0, this implies (3. 1). The proof is complete. 


RE ad 


Remark. — The sufficient condition for hypoellipticity 


given in [2], [3] and [4] is that M shall be bounded and (3. 3) 
valid with the factor M7** omitted. Hence Theorem 5. 1 
below will contain the results of those papers. In section 6 we 
shall also give some other examples, in particular one studied 
in [6]. 

Before proceeding we shall write (3. 1) in a more useful 
form. First note that taking 8} =0 in (3. 1), squaring and adding 
over all « #0, we obtain, since M,a, §) = 1, 


P(x, EP S|P(a, &)P + CP(x, &)(4 + ED. 


Here C, is bounded on compact subsets of Q. (From now on 
this will be the case whenever we indicate that a constant 
depends on x. The same notation will be used for different 
constants.) Hence there is a constant A, such that 


(3. 5) P(a, §) < 2|P(a, E)|, [6] = A, 
so we may replace (3. 1) by 
(3. 1) 


 IDÉDÉP(x, &)| Cp, a(4 + (EI) AAIMÉ (x, &)|P(a, &)|, [8 = As. 


We note that if follows from (3. 1)’ that P(x, £) 0 when. 


[§] = A,. For if P(x, £o) = 0 and [£| > A,,, it follows from 


(3. 1)’ that DEP (ao, 5) = 0 for all a, hence P(a, €) = 0. for 


all §. Since (3. 4)’ with « = 0 and |8| = 1 shows that 
|grad, P(x, 8) £ CarlP(x, &)| when || > A,, 


it would follow that P(x, £) = 0 for all £ and all x in the same | 


component of Q as x), which contradicts. the definition. We 
can thus define the kernels K,(x, §) by means of (2. 6) and 
(2. 7) when |&| > A,. | 


TueEorem 3. 2. — If P(x, D) D) satsifies the condition HE andthe 


kernels K, are defined by (2.6) and (2: 7), we have the estimates 


(3. 6) 
|DEDEK (a, §)| Ca go, (1 + 18)“ el OMB-2 (2, €)/|P(a, E)], ESA 


Pe 
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Remark. — Note that for j = 0 this differs from (3. 1)’ only in 
the fact that P(z, €) has been replaced by 1/P(x, &) = Ko(z, &). 
It is thus clear that (3. 6) for 7 = 0 implies (3. 1)’ so that 
(3. 6) is in fact equivalent to the assumptions. 


_Proor oF THEOREM 3. 2. — When j = |a| = |8| = 0, 
the estimate (3. 6) is trivial. We shall prove it in general 
by induction. With the convention K_, = 0, it follows from 
(2. 6) and (2. 7) by application of the FR operator 
DÉDÉ that 

(3.7), P(x,E)DÉDÉK,(7, § we ie DEP(a, DE a ie §)) 

PS cs Oe Debs DEP Glas 

if, |a| + |] Tin The sums are extended over all «’, 
a”, B’, 8” with «’ + a” =a and 8’ - 6” = .6,"except im ithe 
qn denoted by ©’, where the term «’ = 8’ = 0 shall be omit- 
ted. 
: Assume that (3.6) is already proved when 7 is replaced by 
a smaller number or the multi-indices a, 6 are replaced. by 
multi-indices of smaller total length. In view of (3. 1)’ we 
can then estimate the right hand side of (3. 7) by a constant 
times 


(4+ ||) “st ME (x, E) + a re, (a, §). 


Since |y| — 1 = 0 in the pe sum, this proves (3. 6). 
Two corollaries of Theorem 3. 2 will be useful in the next 
section. rs 


CororLary 3. 1. — if P(x, D) satisfies the condition HE, 
we have 


(8.8) |DE(P(a, €)Ky(e, €))] S Cp (1 + UB), HZ Ace 
| Proor. — The inequality follows immediately from Leibniz’ 
formula, (3. 1)’ and (3. 6) if we estimate MB (a, €) by C.(1+ El) Ft, 
which is possible in view of (3. 2). 

CorozLary 3. 2. — If P(x, D) satisfies the condition HE and 
we denote by m, the order of ie D) we have 


3.9) |DÉDÉK 8 eS Cage rl te aS la1+1BD 
(3.9) IDÉDER, Ba, ,J ee ele g 
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Proor. — In (3. 6) we estimate M®>* by (C,(1 + |E|)*-#)161, 
which is possible in view of (3. 2). It then only remains to 
prove that | 
(3.10)  1/IP(x, 6) S CAA + (1), [5] = À. 
By forming the Taylor expansion of P(x, §) at § we find that. 
P(x, 0)< C,(4 + HDi 207 ë), 
hence 
(3.11)  AJP(e,8 < C1 + [E1)™/P(a, 0). 
As proved after (3. 1)’ the polynomial P(x, &) is not identically 0 
for any x, hence P(x, 0) is continuous and =£ 0 everywhere. 
The inequality (3. 10) is therefore a consequence of (3. 11) | 
and (3. 5). | 


For reference in section 5 we end this section by proving 


Tueorem 3. 3. — If P(x, D) satisfies the condition HE, it 
follows that the adjoint operator ine D) also satisfies the condi- 
tion HE. 


Proor. — First recall that the adjoint is defined by the 
identity 
f (P(x, D)u)y da = f uP*(x, D)y dx 
when u and ¢ are in Cÿ(Q). This means that if we write 
P(a, D) = Yaja)P,(D) 


where P{D) are differential operators with constant coeffi- 


cient (for example the operators D* indexed as a sequence), 


then 
P*(x, Ds = EP, (—D) (aw) = 2 ((— D,)*a)(P@ (— D)e) [al ! 
Thus 
(8.12) Pa, —§) = B(—4)!*'DgP@(a, &)/|a| ! 
which gives in view of (3. 1)’ | 

(8.13) |P*(z, —§) —P(a, 6) <C.(1 + 16) P(x, &)1, ZA. 
Hence we can find B, so that 


(8.44) IP» ESP, —E)| when |t|>B,. 
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From (3. 12) and (3. 4)’ we now immediately obtain using 
. (3. 14) that | 
(3.15) IDÉDÉP“(z, —%)| 
SCp,o(4 + [EI TIMÉ (2, E)IP'(æ, —&)|, [8] ZB:, 


which proves the theorem. 


4. Regularity properties of the parametrix. 


We assume once for all in this section that P(x, D) satisfies 
the condition HE. By Q’ we denote a relatively compact 
open subset of Q and by A’ an upper bound for A, when x e (. 
We shall study the integral operators in (2. 10) for ze’, 

_ taking )(&) = 1 when |&| <A’. Note that if re’ it follows 
from (3. 9) that all integrals in (2. 10) converge, hence that 
(2. 10) is valid. 


Turorem 4. 1. — The integral 

(4. 1) 
“B(x, y) = (2n)-* fe" (d, (E) Pla, € Kya (v, 8) + Yol®)) dE, 
( re’, 
| converges absolutely and F, is in C(Q'X R") if dj +1)>(n+k). 
If 2e CR"), we then have 
| (4.2) [Fe pe dy = (20) fee (P(e, D Ke, DU) 

+ Vo(&))$(E) dé. 

- Proor. — From Corollary 3. 1 it follows that when |6|<k 
Bande {)’, | A’, | 
À (4.3) (AFL DEPCe, E)Ky(e, DSC EI). 
| Since the exponent k — d(j + 1) is < — n by assumption, the 
* inequality (4. 3) shows that the integral (4. 1) and the integrals 


- obtained by at most k differentiations under the integral sign 
are absolutely and uniformly convergent. This proves the 


theorem since À een = af f g d& for arbitrary integrable 


- functions f and g. 
“ In general, the other terms in the right hand side of (2. 10) 


Ps TU 
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cannot be written ‘as integral operators on ¢ with functions 
as kernels. However, we can introduce distribution kernels in 
the following way. If F is in C;’(Q” x R"), we set 


Bla, 8) = feo F(a, y) dy 
and write 
(4.4) EF) = (2n)-*f &®K,(x, Ed, (E)F (x, €) ean 


Since K, is bounded by a power of || at infinity (Corollary 
3. 2), it is clear that this does define a distribution in Q’ x R’. 


Turorem 4. 2. — The distribution E, in Q’ x R" defined by 
(4. 4) is an infinitely differentiable function outside the diagonal. 
If-¢ e CS (R") and x is in Q’ but not in the support of +, we have 


(4. 5) JE, yjo(u) dy = (2x) fe OK, (a, Eda GSE) dE. 


Proor. — To prove that E, is smooth outside the dine 
we shall study the product (x — y),E;. Since © 


em €) f ex y), F(a, y) dy = Dé F(a, E)), 
we have 


((& — y)aE,)(F) = E(x — yaF(x, y)) = 
= (27) fe F(a, EC Dz)*(K,(a, E)d1(E)) dE dx. 


. If we choose & soi large that 


d(j +la) > n+m, m = sup Mes 


æEQ' 
it follows from (3. 9) that (— D;)* (K,(z, E)W.(E)) is integrable, 
uniformly in +. Hence we tate + 
((x — y)aE)) (F 


Sf Pee, x dy (2e) fe (— Dy (Kya, 8) a) dés 
_This.means that (#—y), E, is equal to a continuous ia | 
(4. 8) (@—y) By = (27) fet (= Dy)" (Kix, aE 
If the Sn ee | 
(47) à >} lal) >In bm |b yl 
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is valid, we still obtain a uniformly convergent integral if 
we apply the differential operator DÉDY to the integral (4. 6), 
for in view of (3. 9) the integrand obtained after differentiating 
will have a bound of the form 


C(1 + JE] )"* 181+ tri 2g + at) 
which is integrable in view of (4. 7). Hence E, is infinitely 
differentiable outside the diagonal. 


To prove the last statement we observe that if ge C?(Q’) 
has a support disjoint from that of +, the definition (4. 4) 


of E, applied to F(a, y) = g(x) ¢(y) shows that 


Jf Esa, y) Ble) 9(y) de dy 
= = (2n)-" [ g(a) de [ ex OK (2, 3) (6) $(E) dz 


since g(x) ¢(y) vanishes in a neighborhood of the diagonal. 
This implies (4. 5). The proof is complete. 

If ge CF (Q’) and ¢ e C?(R") we shall, following Schwartz [5], 
denote the function (x, y) > g(x) ¢(y) defined in Q’ x R® by 
g xX o. We also recall that a distribution E in Q’ x R” is called 
regular in x if for every fixed ¢ e Cÿ (R") there is a function 


a Eg e C*(Q’) such that 


(4. 8) E(g x 9) =f gEgdz, geCs(Q)’; 
similarly E is called regular in y if to every fixed ge Cp (Q’) 


- there is a function E*g e C*(R”) such that 


(409) E(g x) = (Es)? dy, geCe(R"). 
(Obviously Eg and E*g are uniquely determined by these 


identities.) | 


Tueorem 4. 3. — The distribution E, in Q’ X R" defined 


- by (4. 4) is regular both in x and in y. 


Proor. — To prove the regularity in x, which we do not 


1 strictly need in the next section,we only have to note that the 
_ function. | | 


ee LS 


(410) (Bo) = (27) fe PR (a, EIGER) & 


f 


* satisfies (4. 8) and is in C*(Q’) if pe Cÿ(R”) In fact, since ¢ 
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tends to 0 at infinity faster than (1+ |&|)"™ for every N, 1t. 
follows from (3. 9) that the integral (4. 10) is absolutely and 
uniformly convergent and remains so after any number of 
differentiations with respect to x. 

The regularity with respect to y is less trivial. Writing 


(4.44) GE = (27 fe OK (x, EH (E)g(æ) de, 
we have 
Eg x #)= J G(E)6(E) dé = [ G(a)p(e) de 
provided that G is integrable. We shall prove this’ and, 


moreover, that G(E)(1 + |&|)* is bounded for every N. This 


will show that G e C°(R") and since Ejg = G, the proof of 
the theorem will then be complete. 

To estimate G we multiply (4. 11) by |&|** and integrate by 
parts. If we denote the Laplace operator by A, this gives ~ 


JEI*G(E) = (2n)-(— 1)" [ek PAR Ky(a, )g(x))},(E) de. 
wits g is in C,°(Q’), so we obtain by using the estimate (3. 9) 
that 

EIMIGE)| SCL + [En 0 
Since G = 0 in a neighborhood of 0, this gives with anothe 
constant 
IG(E)| S C4 + [Ep 


This completes the proof of the theorem, for k is an arbitrary 
positive integer. 


Remark. — The proof of this theorem is essentially the 


same as that of proposition 1. 18 in [6]. 1 


5. Hypoellipticity of operators satisfying the condition HE. 


It is very well known how regularity theorems can be proved 
when one has a parametrix with the properties obtained in — 
the preceding paragraph. However, we shall supply the proof 
here for the convenience of the reader. (See also Schwartz [5].) 
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*Tueorem 5. 1. — Every differential operator satisfying the 
condition HE in Q is hypoelliptic in Q. 


Proor. — Denote the adjoint operator by P(x, D). Accor- 
ding to Theorem 3. 3 the operator P(x, D) also satisfies the 
condition HE. We have to prove that if we9(Q) and 
P*(a, D)u=f, then ue C%(w) if w is an open subset of Q 
such that feC*(w). There is no restriction in assuming that 
w is relatively compact, and multipliyng uw by a function in 
C5 (Q) which equals 1 in » we may then reduce ourselves to 
the case where ue &’(Q). We choose a relatively compact 
subdomain 2’ of Q such that the support of w is contained 
in Q’, Replacing w by a smaller domain we may finally write 
f=g-+h where geC?(Q') and À vanishes in w. 

Summing up, we have to prove that if we &’(Q’), 


P*(a, Dju=g+h, 
where geC,°(Q’) and À vanishes in w, then ue C"(w) for an 
arbitrary integer m. 


With ¢ «C,°(m) we now apply (2. 10) in combination with 
(4. 2) and (4. 10). This gives 


ola) = Pla, D)S (Exg)(a) + J Fe, y) ev) dy 


Let & be the order of the distribution w and choose j so large 
that F,<«C#+"(Q’ x R"). Since w has compact support we then 
obtain — 


(5.4) ule) =(Prw( BEve) + JE, v))e dy 


Here we have used the properties of the direct product of 
distributions (Schwartz [5]); the notation u(F,(-, y)) means 


that the distribution uw operates on the variable indicated by 


a dot. Since F; is in C”**, this a function in C”(w). The other 


terms in (5.1) we rewrite in the following way 


= Ml ilite dd SES S 


(P*u)(Exg) = (g + A)(Eue) = Exlg X ¢) + A(Exg) 
=f (Bie)e dy + f MEd, y))e(u) dy. 


The last computation follows again from the fact that 


(Exg)(a) = [Ex(2, y)¢ly) dy, veo, 
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in view of Theorem 4. 2, by using the properties of the direct 
product and the fact that the support of h belongs to Cw. 
Hence u is in w equal to the function 


y = SEA) + SME, y)) + oF 9). 


ne crn ay 


Since all terms except the last are in C*(w) and the last is | 


in C"(w), this completes the proof. 


6. Examples. 


We first give an example which proves that an operator which 
is elliptic except at a point where the principal part degenerates 
may still be hypoelliptic if the principal part vanishes so rapidly 
that the strength of the operator does not change too fast. 


… Exampce, 1. — The , operator corresponding to 
(6.4) P(x, &) = 1+ |a||5|* 


satis fies the condition HE, hence is hypoelliptic, if v> p.. 


Proor. — We shall choose for j=1, ..., n 
Mx, &) = M(a, &) = ((1 + pr)/(L + rt) 
where p = |&| and r= [x]. We may of course assume that 
r< 1; the inequality (3. 2) is then fulfilled since v > x and 
io tS MG@,&) S (1 Hp) 

For 0 <j < 2v and 0 < k< 2u we shall prove that 
| (6. 2) 11 PME NN PME aes | + o)%/(A + rv ot) . 
is bounded if 0 < d<1—vy/y. That (6. 2) is bounded for 
0<e< Lis trivial. If the number c defined by 

po = 2a — hk + (k — july + dk | 
is negative, the boundedness of (6. 2) is trivial also for p > 4 
since the total order in p of the factors in (6. 2) which do not 


contain r is zc, On the other hand, if c > 0 we can estimate 
(6. 2) for p > 1 by a constant times 


rey mas (ae (A + r?vp?2t)1 + av 


we 


HYPOELLIPTIC: DIFFERENTIAL: OPERATORS 491 
3 Since 2y — 7 — ve = ky(1 — d — u/v)/u > 0 and 
2 + (k— PIN Ve KL — du > 0 


this proves the boundedness. 
We shall also give two examples of operators in two variables, 
related to the example of Trèves [6]. 


Exampte 2. — The operator corresponding to 
(6. 3) P(xyS) = 8 + Es" + te(a) EES + 1 


satisfies the condition HE, hence is hypoelliptic, if ceC* is 


real valued and 


(6.4) (a—1)/2m + bn <1, af2m+ (b — 1)f2n < 1. 


Note that (6. 4) means that the first order derivatives of 
_ the polynomial P,(&) = ES? shall be strictly weaker than 
P,(E) = &" + &" + 1. The operator is of constant strength if, 
and for general c only if, a/2m + b/2n<1. The example 
then gives nothing new. 

The example studied by Tréves [6] is of the form (6. 3) with 
 m=1;, n=2, a=1, b—3 and c depending only on 2. 
- The inequalities (6. 4) are not satisfied in this example, so we 
give another containing the example of [6] where we use 
in an essential way that c only depends on x. 


Exampite 3. — The operator given by (6. 3) satisfies HE, 
hence is hypoelliptic, if ceC° is a real valued function of x, 
only, and 


(6.5) (a — 1)/2m + b/2n < 1, 0<a< 2m. 


_ We leave it to the reader to verify that the hypotheses of 
_ Theorem 3. 1 are fulfilled in examples 2 and 3. 
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VARIATIONS OF COMPLEX STRUCTURES 
ON AN OPEN RIEMANN SURFACE 


by Mudumbai S. NARASIMHAN (Bombay) 


1. Introduction. 


_. The purpose of this paper is to study the local properties 
of variations of complex structures on a relatively compact 
subdomain of an open Riemann surface. 

Let M be an open Riemann surface and M, a relatively com- 
pact subdomain of M. Let S(t) be a family of complex struc- 
tures on M (or on a neighbourhood of M,) which depends 
holomorphically on t, ¢ being in a neighbourhood U, of t 
in C”. We suppose that (1) is identical with the given struc- 
ture on M. Consider the family of complex structures S(t, M.) 
induced on M, by S(t). The family S(t, M,) defines a complex 
- analytic structure on M, X U,; we denote by (M, x U;) the 
complex analytic manifold (or structure) thus defined.. The 
projection 7,: M x U, > U, defines a family of deformations 

of complex structures in the sense of Kodaira-Spencer. 

_ . We first prove that for every sufficiently small Stein neigh- 
- bourhood U of t), S(M, X U) is a Stein manifold (Theorem 1), 
> We then show that the restriction of the family 


ma: SM, x U,) > U, 


to a sufficiently small neighbourhood U of t is complex ana- 
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lytically homeomorphic to the family 7: Q — r(Q) < C”, 
where Q is an open Stein submanifold of the product complex 
manifold M X C™ and x: M x C"—> C" is the canonical pro- 
jection of M x C" onto C" (Theorem 2). This result may 
be viewed as a sort of local triviality (« semi-triviality ») or a 
local imbedding theorem. 


We prove also an analogue of Theorem 2 for differentiable » 


variations of complex structures (Theorem 3). 

The proofs use the theory of linear elliptic partial diffe- 
rential equations and some tools from functional analysis. 

We now give a rough sketch of the proofs. We show that 
there exists a sufficiently small neighbourhood U, of t such 
that any functions which is holomorphic (upto the boun- 
dary) on any fibre over a point of U, can be extended to a 
holomorphic function on the whole fibre system restricted 
to U,. From this it follows easily that we can separate points 
on the fibre system by holomorphic functions and that there 
exist (m + 1) holomorphic functions which form a local coor- 
dinate system at a given point. To prove the holomorph- 
convexity, we first prove, by considering variations of com- 
plex structures on a disc, that the fibre system, restricted to 
a small Stein neighbourhood of f), is « locally holomorphically 
convex ». Then, by solving a problem analogous to the first 


Cousin problem with the help of currents, the holomorph- | 


convexity is proved. 

Once Theorem 1 is proved, Theorem B on Stein manifolds 
assures the vanishing of certain cohomology groups; we then 
prove theorem 2, adopting a method of Kodaira-Spencer. 

Theorem 3 (differentiable case) is proved by solving the 


following problem : given Cousin data on S(t, M,) which depend — 


differentiably on the parameter, to find solutions of the 
(first) Cousin problem such that the solutions also depend 
differentiably on the parameter. The proof is inspired by a 
proof (unpublished) by L. Schwartz of some results concer- 
ning Cousin problems on a compact Riemann surface with 
varying complex structures and by some considerations in 
Kodaira-Spencer [2]. | 

The author is thankful to Professor L. Schwartz for sugges- 


ting the use of Lemma 1, which simplifies the earlier demons- 


tration of the author using power series expansions, 


= 
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2. Statement of the theorems. 


Let M be an open Riemann surface. Let @ be the holo- 


morphic tangent bundle of M. Let 6(0 @ 0*) denote the 
space of C*(0, 1) forms with coefficients in 0, endowed with 


the natural topology [5]. If %<6(0@0*) and z a local 
coordinate system then & is of the form u{(z) dz@o/oz. If we 
define || = || locally, then |j| is intrinsically defined as a 
function on M. If &¢&(0@0*) with |ÿ] <1 then locally 
the forms dz + u(z) dz define a (1, 0) form for a complex 
structure and thus & defines a complex structure on M. 

Let à, e C” and U, be an open set in C” containing t). ’t' 

will denote a point in Up. 
_ For our purposes a holomorphic family S(t) of complex 
structures on M will be, by definition, a holomorphic func- 
tion Et) defined in U, with values in &(0@0*) such that 
[B(#)] < 1 and &(t4) = 0. We then have on M x U, an almost 
- complex structure defined locally by the forms dz + w(t, z) dz, 
por. , dt” where t, , t” are the coordinate function in C”. 
1a Mot Sanne’ erates is integrable since &(z, t) is 
holomorphic in t. Hence we have a complex structure on 
M xX U, (see also proposition 1). We denote M X Up, endowed 
_ with this complex structure by S(M x U,). The projection 
. m1: S(M x Us) > Us is holomorphic and we have a holo- 
morphic familly of deformations of complex structures in 
the sense of Kodaira-Spencer [2]. 
| If M, is a subdomain of M and V a neighbourhood of f in 
- C” with VcU,, we denote the manifold M, x V with the 
- complex structure induced from J(M X U,) by SM x V). We 
denote by Y(t) the complex analytic structure on M defined 
by (+). 

We have 


_. Tuerorem 1. — Let S be a holomorphic family of complex 
- structures on an open Riemann surface M. Let M, be a relatively 
compact subdomain of M. Then there exists a neighbourhood V 
| of ty such that for every Stein neighbourhood U of to contained 
in V, SM X U) is a Stein oo 
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Turorem 2. — Let § be a holomorphic family of complex 
structures on an open Riemann surface M and M, a relatively 
compact subdomain of M. Then there exist a neighbourhood U 
of to, an open Stein submanifold Q of the product manifold 
M X C", a complex analytic homeomorphism ® of $(M, X U) 
onto Q and a complex analytic homeomorphism % of U onto 
r(Q) (rx denoting the projection M X C"—>C") such that the 
following diagram is commutative : 


JM XU)— + Q 


3 le 


U +, (0). 


Remark. — In Theorems 1 and 2 and as well in Theorem 3, 
if the boundary of M, is smooth it is sufficient to assume that 
the variation is given only upto the boundary of M,. 

Let U, be an open subset in R” and 4 e U,. A differen- 
tiable family of complex structures we mean differentiable 
function fi(t) defined in U, with values in 6(0 @6*) such 
that |&(t)| < 1 and &(t) = 0. (By differentiable we always 
mean « indefinitely differentiable ».) For a subdomain M, of 
M we denote by S(t, M,), te Uo, the surface M, endowed 
with the complex structure defined by &(t). 

We have then 


Tueorem 3. — Let S(t) be a family of complex structures on 
M depending differentiably on t, t being in a neighbourhood of 
t in R". Let M, be a relatively compact subdomain of M. Then. 
there exist a neighbourhood U: of ty and a differentiable map ® 
of M, X U into M which maps each fibre S(t, M,), te U, biholo- : 
morphically into M. 


3. Some lemmas in functional analysis and potential theory. 


Some of the lemmas stated in this section are more or less 
well-known. We state them here for convenience of reference. 
We denote by Up an open set in C” or R" according as we — 
consider holomorphic or differentiable variations. f) is a point 


of Up. 
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Let E and F be two complete barrelled locally convex topolo- 
gical vector spaces. We shall say that a family of continuous 
linear operators T,: E—F, teU,, depends holomorphi- 
cally (resp. differentiably) on te U, if t > T, is a holomorphic 
(resp. differentiable) function of U, with values in 4{E, F), 
where {(E, F) denotes the space of continuous linear ope- 
rators of E into F endowed with the topology simple conver- 
gence. We remark that if T, depends holomorphically (resp. 
differentiably, differentiably) on ¢ and f(é) is a holomorphic 


(resp. differentiable) function with values in E then t > T/f(¢) 


is a holomorphic (resp. differentiable) function with values 


in F. 
Lemma 1. — Let E and F be two Banach spaces and T,: 


“ E—F depend holomorphically (resp. differentiably) on t. 
_ Assume that T, is an isomorphism. Then there exists a neigh- 


bourhood U}, of t, such that T, is an isomorphism for each te Uy 


- and the operators Tr‘: F > E depend holomorphically (resp. diffe- 


- rentiably) onte Us. 


This lemma is a special case of implicit function theorem 


“ in Banach spaces and is proved easily. 


“A. & dde 


; 


Lemma 2. — Let E and F be two Banach spaces and T,: 
EF depend holomorphically (resp. differentiably) on t. 
Assume that T, admits of a right inverse. Then there exists a 
neighbourhood U of t such that for te U,, T, admits of a 
right inverse depending holomorphically (resp. di fferentiably) 
on t. 

Proof. — We recall that a right inverse for Ty, is a conti- 
nuous linear map S,: FE such that T,°5,, is the 
identity map of F. Now we apply Lemma 1 to the operators 


1Y | S,,(F) ° S,,(F) pe F 
and Lemma 2 follows. 
Let D be a relatively compact open subset of G. Let « be 


a fixed real number with 0<a< 1. Let f be a complex 
valued function satisfying a Hôlder condition of order « on 


D D. Put 


If lloa,> = Sup fl + Sup. If = aise Ga). 
| L ever inv 


32 
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We denote the space of these functions by H,(D). 


If f is a function which is once differentiable such that 


its partial derivatives satisfy in D a Holder condition of 
order « put 


Il.a.2 = Sup If] + af 


of 
dz oz 


o, a,D 0,a,D 


Let H,,(D) denote the space of such functions. 
Let now D be a disc [1] << R, 0<R< o in the plane. 


The operator = is a continuous linear operator from the 
Z 


Banach space H, ,(D) (with the norm ||/||,,.) to the Banach 
space H,(D) (with the norm ||f||,, à). 
Lemna 3. — Let D be a disc in the plane. The operator 
re) 
=: H,,,(D) > H,(D) 
admits of a right inverse. 1 
This lemma is classical. For instance convolution with — 
yields a right inverse [1]. 
Let M, be a relatively compact subdomain of an open 
Riemann surface M such that M, is bounded by a finite num- 
ber of disjoint analytic Jordan curves. We shall say, for bre- 


vity, that M, has an analytic boundary. We shall denote by | 


dM, boundary of M, in M. 

Let D,, ..., D,, Dy41, ..., D, be a covering of M, by coor- 
dinate discs D, in M with D, compact and contained in a 
coordinate disc such that the following conditions are satis- 


fied : 


i) D, is contained in M, for i= 1, ..., k 
ui) if z, is the coordinate function in D, mapping D, onto |z| 
< €, then z, maps forj =k + 41, ...,, D,n M, onto the « semi- 


disc» {|z| < e, Imz> 0} and D, nM, onto j--e< Riz <e}. 
Let D; denote the covering of M, formed by D,, ..., D, 
LA n M, ..., D, n M. Let {Di} bea shrinking of the covering 
ke 
Let H,,,(M,) denote the Banach space of complex valued 
functions in My which are once differentiable in M, and whose 
first partial derivatives satisfy a Hélder condition of order « 


—— 
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in every compact subset contained in a coordinate neigh- 


bourhood of M, (e.g. D;) with the norm 
Mas = Sup [for 
0,1 
Let H,(Ms) denote the space of (0, 1) forms whose coefficients 
satisfy a Hélder condition of order « in every compact set 


contained in a coordinate neighbourhood of My. If fe H, (M) 


and f =f, dz' in D’ (z being the coordinate function in Dj) 


define 
[If llo, «., M} Fe Sup [Allo «, D;3 
0,1 
with this norm H,(M,) becomes a Banach space. 


Lemma 4. — Let M, be a relatively compact subdomain of M 
with analytic boundary. Then the operator 


0,4 
dz: Hy, (Mo) ai H, (M5) 


admits of a right inverse. 


- . Proof. — We give a sketch of the proof of this lemma. 


- Let M, be a relatively compact subdomain of M, with analy- 


tic boundary, containing | | D,. We first remark that we 
= tt 


can find a continuous linear map p: H,(M,) > (Mi) such 


- that yop = identity map of H,(M,), where y : H,(M,) > H,(M) 
- denotes the restriction map. [The question being local at 


the boundary, locally the extension is given by reflection at 
the x-axis. For details see e.g. [4, Th. 2. 4]]. On M, x M, there 


_ exists (H. Behnke-K. Stein, Math. Ann. 120, p. 436) a mero- 


% 
ts 


# 
4 


ï 
c 


ee a ee i i Stat LEE Lis 


morphic differential K(z, d¢), holomorphic for z= such 
that in a coordinate disc around z=( we have, 


K(z, d) = comma 


We may then estimate the potential 
Pe | a: Ot 
Tif = 26, K(z, de) AFO, — f ¢ H(Mi) 


on compact subsets of D, using the estimate on a disc 


+ regular function d. 
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. 0,1 | 
for the potential with the kernel re [1]. If fe H(M) let à 
Tf denote the restriction of T;(p(f)) to Mo. Then dTf—f 


and 
Ta < Calle(A Ilo, a, < Calf lo, a, Mo 


with positive constants C, and C,. This proves Lemma 4. 
The next lemma will be required only for the holomorphic 
tangent bundle of M. But we shall prove it for a general holo- 
morphic line bundle. 
Let L be a holomorphic line bundle on M. Let H,,(M, L) 
denote the Banach space of sections of L in My which are once 
differentiable in My and whose first partial derivatives satisfy 


a Hôlder condition of order «a. Let Hy (Mo, L) denote the 
Banach space of Hülder continuous (0, 1) forms in M, with 


coefficients in L (we introduce norms on H,,,(M,, L) and H,(L) 
0,1 
as on H, ,(M,) and H,(M,). 
Lemma 5. — Let L be a holomorphic line bundle on M. Let 


M, be a relatively compact subdomain with analytic boundary. 
Then the operator 


d;: Hy,4(Mp, L) + H,(M,, L) 
admits of a right inverse. 


Proof. — Since M is an open Riemann surface, every holo- 
morphic line bundle on M is holomorphically trivial. This 
follows for example from the exact sequence. 


H+(M, 0) + H(M, 0*) > H2(M, 2) 


remarking that H1(M, O) = 0, H?(M, Z) = 0. (Here O denotes 
the sheaf of germs of holomorphic functions and O* the — 
sheaf of germs of non-vanishing holomorphic functions.) 
Since L is holomorphically trivial on M there exist topolo- 
gical isomorphisms 


a+ Hy, (Moy L) => Hy, (Mh) 
te: H,(My, L) + H,(Mp) 


— 
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_ such that the following diagram is commutative: 


4 
Fy, «(Mo L) 1, a(Mo) 
\a: \a: 
0,1 be 0,4 
H.(Mo, L) Tat H,(M) 
0, 
Since dz: Hy, «(Mo) — H,(M,) admits of a right inverse it fol- 
0,1 
lows thats d;: H,,,(Mo, L) — H,(M, L) admits of a right 


inverse. 


4. Variation of complex structures on a disc. 


Proposition 1. — Let D be adisc in the plane. Let p(t) = (2, t) 
be a holomorphic function defined in a neighbourhood of ty in 
C" with values in H,(D) with w(t) = 0. Then there exist a neigh- 
bourhood U' of t) and a C1 function C(z, t) defined in D X U’ 
such that 77 aed) 

dC(z, t OCC zie ie, 
dz HART Es) 


+ SCA ee ei te 
‘ | ot ) ? ’ 


ii) there exist positive constants K,, and K; such that one has 
Ki — 2] & las t) —C(z, #)| Ki] an —%| for z, 2 eD and 
all te U’. 1 

À Le: rage hee ÉD EL RED PERS ET 


» 2 =D, the func- 


tion t > F(t) is a holomorphic function in U' with values in 


D'(D), where D'(D) denotes the space of distributions in D; 


moreover for each fixed t, F(z, t) is holomorphic outside z for 


the complex structure defined by dz + p(z, t) dz(|u| < 1). 


Proof. — There exists a constant G > 0 such that for 
f, ge H,(D) one has ||fgllo.e < Cillfllo, al/8llo, a Hence the ope- 
rator of multiplication by u(z, t) is a holomorphic function 
of t with values in (H,, H,). It follows that the operators 

Oa 0) 
T; “iat (x, he : H,,.(D) + H,(D) 


) 
depend holomorphically on t. Now T, AT By Lemma ,3 
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T, admits a right inverse. Hence by lemma 2 there exists 

a neighbourhood U” of ft and continuous linear operators 
S, : H, > Hh,. 

depending holomorphically on t e U” such that T, ° 5,= Identity 

map of H,. Now u(t) is a holomorphic function with values 


in H,. Hence f(t) = S{u(t)) is a holomorphic function with 
values in H,,,. Let 


C(z, t) = 2+ f(z, t). 


C(z, t) is of class Ce Moreover 


2 = 29 ue, + u(z, t) 


so that C(z, t) satisfies 


04 4) Pe its ET 

. oz er ae ; 

ù Mali ga eo 4 TE 
2 > hala 


To prove ii) we remark that there exists a constant k >0 | 
(depending only on D) such that for each fe H,,, one has 


1) — (22) SA — 2] [fl 2% € D. 


(This is proved easily applying the mean value theorem.) 
Since f(to) —0 we can choose a relatively compact neigh- — 


bourhood U’ oft, with U’ c U” such that fort e U’, TOI + 

given € with O<e< 1. It is evident that there exists a — 

constant K, such that ; 
G(z, t) — (ze D Keli —al, teU’, 2, me D. 

On the other hand 


Lars t) — Gex D = [fa + f(a; )}—f2 + f(a, D} 
> |a — al — Ifa, t) — f(z, t)| 

| > (1 —e)|a — zl. 

This completes the proof of ii). 


ee. 


3 | al 
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To prove iii), we note that for ¢ fixed 1/C(z, t) —C(z, t) 1s 


a locally summable function in D (see ii); and since 


F(z, )| << Ky */|z—29l, 


te U', we see, by Lebesgue’s dominated convergence theo- 
rem, that ¢—> F(t) is a continuous function with values in 
D'(D). To prove that F(¢) is a holomorphic function with 
values in 9’(D) it is sufficient to prove that h(t) = (F(t), +) 
is a holomorphic function of t for each ¢ e D(D). [D(D) denotes 
the space of C* functions with compact supports in D; (F(t), 9) 
denotes the scalar product between F(t) and +]. As was noted 
earlier A(t) is a continuous function. Let t, = (ti, ..., ti) e U”. 
We shall show that A(#, @, ..., #7) is differentiable at # 
as-a function of ét. 


Let 
Lx AE de mic sok) elt yebe meet mil — i). 


: Then 


of 


[C(z, t.) — (2, HYD“ (Cs, in ti, + PE i C(Zo, ti …..) t)] d. d 
M PA PE 
where K is the support of 9. 


We assert that there exists a constant K, such that for # 
in a sufficiently small neighbourhood of t; we have 


(A) 
UC, th, st) —G( Soy bay «= t”)|—[C(z, td, th, .. 


wth I 


< K;/|z— a]. 


) t?)—C (2, t’, tis ae 


In fact, consider the function with values in H,,, defined in 
a neighbourhood of & : 


C(t, P)— OE, A for pt 2 ds 
al) = y Asa 
de (t', ee 1) ML d'= 1 


Since {(t) is a holomorphic function with values in H, ,, 
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t') is a continuous function and hence in a neighbourhood of 


t', |le(t")Ilt, à < Ky. Using the inequality 
If) —f(#)| < Ala — al PR, « 


we obtain (A). From (A) and the first inequality in ii) we 


sa : eat tiaaes 


see that the integrand is majorised by K,/|z — z,| for all ¢' 


in a sufficiently small neighbourhood of ti. By Lebesgue’s 
theorem we see that lim $(¢') ) exists and is equal to 


t.>t 


<¢t (z) Ju = TR EU ct, e009 te) a}, do ¥ | 
x u ti, = ei (NF 101188 


7 if) (AC A LEP} 


b> we show that the other derivatives exist. This 
proves that h(t) is holomorphic. 

From the first inequality in ii) we see that C(z, t) —C(z, t) 40 
for z=4 z, te U’. The second assertion in ii) follows immedia- 
tely from this fact. This completes the proof of Proposition 4. 


Remark 2. — Using i) and ü) we can show easily that 
if U is a polydise contained in U’ the map (¢, z) — (t, C(é, z)) 
maps ¥(U x D) (endowed with the complex structure defi- 
ned by dz + u(z, t) dz, dt’, ..., dt”, |u(z, t)| <1), biholomor- 
phically onto a bounded ‘doniain cof holomorphy in C"+!. 


Proposition 1 is also valid if we replace'the disc by a-bounded © 


plane domain with a smooth boundary. Thus Theorems 4 
and 2 are immediate consequences of Proposition 1 in the 
case of plane domains. 


5. Elementary kernels for elliptic differential operators 
depending holomorphically on a parameter. 


Let M be an open Riemann surface and let “D(M), ‘6(M), 


pq Ps 
D'(M), &/(M)(p = 0, 1, g=0, 1) denote the space of C° 
forms of type (p, a) with compact supports, C® forms of type 


(p, q), currents of type (p,q) and currents of type (p, q) with | 


compact supports père each endowed with the usual 


topology [5]. 


i a 
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Let S(t, M) be a family of complex structures depending 
0,0 


holomorphically on t. Define T,:9’(M) + '(M) by 


0,0 

Tif = Gf — (a(t), df), — fe 9’(M) 
where (G(t), d,f) denotes the current of type (0, 1) obtained 
by contracting &(t) (which is of type (—1, 1)) and d,f 
(which is of type (1, 0)). We remark that a function f is holo- 
morphic for the structure S(t, M) if and only if Tf — 0. A 
function f defined on U, X M is holomorphic for the structure 
S(U, X M) if and only if it satisfies the system of differen- 
tial equations : 


dE Len 


Proposition 2. — Let M, be a relatively compact subdomain 
of M, with analytic boundary. Then there exists a neighbourhood Us 


of t and for te U, continuous linear operators 5, (M) _> 5 (M) 

0,4 
depending holomorphically on t such that for fe&'(M;) one 
has Tf, == rd (T, == d; — (&, d,)). 


Proof. — Let H,,,(M,) and H, (My) have the meaning given 
in § 3. By Lemma 4, T,,: Hi, > H, has a right inverse. Let 
yak fl, — H,,, be right inverses defined in a neighbourhood 
Us of & depending holomorphically on ¢ (Lemma 2). S,; maps 
(M) into H,,. We shall show that S;: D> Hi, can be 


extended to a continuous linear map, still denoted by S,, of 


€" into a and Sp é! > 9 depends holomorphically on t. 
This will prove Proposition 2, as is easy to see. | 
Now each T, is a linear elliptic operator. By the hypo-ellip- 
0,4 0, 0 0,4 0,0 à À 
‘ticity of T,, S, maps Ÿ into 6 and $,: D — 6 is continuous by 
Banach’s closed graph theorem. We prove that S,: D—+6 
depends holomorphically on ¢. Let ce. Then the current 
F(z, t) = S, satisfies the system of differential equations 
T,F = g ; 
oF 


; i = 9; bE ee, 2°: At 
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Derm MNT 


Since this system is elliptic, F(z, t) is a C* function in My X Us. § 


It follows that t > Sg is a holomorphic function with values 


Let T;: 4’ > be the transpose of the differential ope- 


rator T, Then T, is a linear elliptic differential operator . 


with C® coefficients. Let S;: 8# +9 be the transpose of 
» > , 0 . 
2 Ÿ +6. Then S, : & > 9! depends ORDER on i 
0,1 
By the hypo-ellipticity of S;, 5; maps ® into & and S, : D 8 


is continuous. As we proved for "à we prove, pan the 


hypo-ellipticity of the system is, 2 that S,: ay + 


dys er 


depends holomorphically on t. By taking transposes we obtain . 


Si: g! — 9 depending holomorphically on ¢ and coinciding 


on 9 with'the S, originally given. 
This proves Proposition 2. 


6. A result on the prolongation 
of holomorphic functions. 


Proposition 3. — Let M, be a relatively compact subdomain 


of M with analytic boundary. Then there exists a neighbourhood — 


Uz of ty with the following property: if f(z) is a function which 
is holomorphic for the structure J(t,) in M,, te U,, then there 


exists a function F(z, t) in My X U, which is holomorphic for | 


the structure S(M, X U:) UE that F(z, ins f(z). 


Proof. — Let S,: H,(M) — H,,,(M) be right inverses for 


T, depending holomorphically on teU,. Now fe Hy. 


Define 


F(z, t) =f—STif, ‘(te Un). 
We then have 


T.f— Sf) = TP TS 1f = Tf— Tf = 0; 


Bt Deep — "— = 
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| since Tf = 0, F(z, t,) = f(z). F(z, t) satisfies the system of 
differential equations 


T,F(z, t) = 0, 
act Goinsies 
ot! ? aaa ’ » Mm. 


Hence F(z, ¢) is holomorphic for the structure (M, X U,). 


7. Proof of Theorem 1. 


We now proceed to prove Theorem 1. Let M, be a relatively 
compact sub-domain of M with analytic boundary such that 
Mic M,. Let O,, ..., O;, ..., O; be a finite number of coor- 


dinate discs for the structure #(t,) with O, ¢ M, and U;0;> My. 
. Let z be the coordinate function in O;. Then & = p,dz'® i 
z 


Let V,, i — 1, ..., k, be neighbourhoods of t, such that func- 
tions ((z, t), zeO,;, te V, can be defined satisfying condi- 
tions i), ii), ili) of Proposition 1. (By an obvious abuse of 
notation we use the letter z to denote a point on the Riemann 
| surface and as well its image by the coordinate function 2’.) 
Let U; and U, be neighbourhoods of f given in Proposition 2 
and 3. Let V and V’ relatively compact neghbourhoods of 


tf, such that VcV’ and V’c () V,nU, n Us. Let U be 


LHI, ove, 
a Stein neighbourhood of #, contained in V. 

We first show that holomorphic functions on S(M, X U) 
separate points. Since (#, ..., {”) are holomorphic functions 
on SU x M,) we have only to consider the case when the 
points are on the same fibre. Let then (z, 4), (%, 4) be two 
points t,¢ U, 4, 2 eM,, 4 %. Now there exists a function 
- f(z) holomorphic in M, for 94) with f(%) # f(z). [This is 
shown, for example, by taking an open set slightly larger 
than M, and using the fact every open Riemann surface is 
a Stein manifold.] By Proposition 3 there exists a function 
F(z, t) holomorphic for the structure J(My X U) such that 
F(a, h) = f (2). Hence F(z, 4) = F(z, ty). 

: Next let (4, 4), 4 e M, 4 ¢U be a point in M, x U. We 
» shall show that there exist (m + 1) functions in M, x U which 
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are holomorphic on $(M, X U) and which form a local coor- 
dinate system at (4, 4). Let f(z) be a function holomorphic 
for J(t,) in M, which forms a local coordinate system at 2 
in M,. Let F(z, t) be an extension of f(z) to M, X U as a 
function holomorphic for the structure (M, X U). Suppose 


ie 


z <O,. With respect to the coordinate system (zi, t, ..., &) 
the Jacobian of (F,t',..,t”) at (z, t,) 1s 

[ELU ‘| # (1 —|p(2, #)|?) 
or Rai (ts 91°) 


But (; a +0; for if it were zero, then of == io CA would 


be zero so that the Jacobian of f at z au be zero. Thus 
the Jacobian of (F,f',.,t") at (z, 4) is different from zero. 
Finally we show that given infinite discrete set of points 
{Zn tn}, Zn € Mi, à, € U there exists a holomorphic function W 
on $(M, X U) such that the sequence {W(z,, t,)} is not boun- 
ded. Now either the sequence {t,} contains an infinite dis- 
crete subset or the sequence {z,} contains an infinite dis- 
crete subset. If {t,} contains an infinite discrete subset we 
ean find, since U is Stein, a holomorphic function F(t) in 
U such that {F(t,)} is not bounded. Then W{z, t) = F(t) is 
holomorphic on 5(M, x U) and Ÿ(z,, ¢,) is not bounded. If { z,} 


contains an infinite discrete abseusenne {za} let 3eM cM, 


be an adherent point of {z,}, z)¢M,. Suppose z <Q. 
‘Consider the currents of degree 0, F(é) = 1/¢,(z', t) —G(z, t) 


in O,. Since F(t)äs a holomorphic function with values 9'(O,) 


and T,: 9'(0,) > 9'(0,) depends ‘homorphically on t, T,F() 


is a holomorphic function t with values in (0). But the 


ne 


supports of T,F(t) are at z and hence T,F(t) is a holomorphic « 


. . ea | 
function with values in &'(M,). Let S, be the operators given 


by Proposition 2, in U;. Let V(t) = S(T,F(#)). Then 
T,Y(t) = (T,F(0), 


MO + Lis 7 
ati ae | +? » 
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. Since z & M,, W({) defines a function in M, X U satisfying in 
M, X.U 


T,¥(z; t) a 0, 
ate rire eee ee LO 
ot 


that is W(z, t) is holomorphic on (M, X U). It remains to 
show that {W(z,, t,)} is not bounded. Let O; be a relatively 
compact neighbourhood of z such that O0/c 0; We may 
suppose that all z, belong to Oj. On O; X V’ the currents 
» G(z, 1) = F(z) — W{z) satisfies the system of differential 
equations 

T,G(zy t) = 0 


2 Gad 20) i= 45 .., m. 
dt' 


Hence G(z, t) is a C® function in O, x V’ and is hence bounded 
on O} x U. For zeM, X O, te U 


W(z, t) = F(z, t) —G(z, à). 


Hence 
F(Z tx) = F(z,t%) — G(z; tx) = 
So 


Laits wAndit ot 
CZ» tx) —C(Zos tx) 


|" (Zuy ty) + Gr 4) > Ko*/ len — 20|- 


by Proposition 1. Since G(z, t;) is bounded and % is adherent 
to z,, it follows that ¥'(z,, t,) is not bounded. This completes 
the proof of Theorem 1. 


aot G(z,, tx) 


8. Proof of Theorem 2. 


The proof is essentially same as the proof of Theorem 5. 1 
in Kodaira-Spencer [2], once we have Theorem 1. Still we give 
the complete proof since some changes are required in our 
case. It is sufficient to prove the theorem without the requi- 
rement that Q be Stein. For, once we have a ® with Q an 
open subset of M x C” we could restrict ® to SM, x U) 
_ where U is a sufficiently small Stein neighbourhood of # 
and obtain Theorem 2 (since SM, x U) is Stein by Theorem 1). 
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Thus it is enough to show that there exist a neighbourhood 


U’ of t, an analytic homeomorphism ®: 9(M, X U”) +0 
where Q is an open submanifold of M x C", and an analytic 
homeomorphism 9: U’ + (Q) such that the following dia- 
gram is commutative : 


g(U’ x M,)—~ .Q 


Use 5%. 2(Q) 


We make the following inductive assumption : 

A,-1: If the dimension of U, is (p — 1) and M,, is any rela- 
tively compact subdomain of an open Riemann surface M, 
then there exists a neighbourhood U of t and a holomorphic 
map h: §(M, x U) into M which maps each fibre biholo- 
morphically into M. 

Now, assumig A,_, we prove A,. 

Let M, be a relatively compact subdomain of M such that 
M, cM,. Let W be a sufficiently small Stein neighbourhood 
of t in C?, with W compact, Wc U,. Then 9(M, x W) is 
a Stein manifold. If # denotes the holomorphic tangent 
bundle along the fibres, then by Theorem B on Stein manifolds 
H‘(S(M, <x W), #) = 0. From the exact sequence 


H°(S(My x W), II) > H®°(W, T) > HSM x W), 9) 


(Il denotes the sheaf of germs of holomorphic vector fields — 


which are projectable, T denotes the sheaf of germs of holo- 
morphic vector fields on W), we see that the vector field 


à can be lifted into a holomorphic vector field X of #(M, x W). 


We may suppose tf, = 0. Let f(x) = exp(—7’(x)X), x e M, x W’ 
where r(x) is defined as follows : if a = (2,8, ..., #), W(x) —#. 
By the complex analytic analogue of Proposition 5. 1 in [2], 
for a neighbourhood W’c W, f maps J(M, x W’) holomor- 
phically into (M, X (t', ..., @-', O)) mapping the fibre at 
(t', ...,#?) biholomorphically into J((#, ..., #71, O), My). M 
being a relatively compact subdomain of M, there exists, by 
the inductive hypothesis, a holomorphic map g: 


MORT, Doge oY OY Mi 
which maps each fibre biholomorphically into M. Taking the 


. 
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composite h = go f we get a holomorphic map of S(U, x M,) 


where U, is a neighbourhood of ¢, in C?, mapping each fibre 
biholomorphically into M. This proves A,. 
Once we have proved the assertion A,, consider the map 


®: Ux M,)+UxM 


defined by (t, z) >(t, A(t, z)). ® is holomorphic and one to 
one. By a known theorem on holomorphic functions ® maps 
$(U xX M;) biholomorphically onto an open subset Q of 


U x M and we have the commutative diagram 


Bilan Mes aie À 


This completes the proof of Theorem 2. 


9. Differentiable variations of complex structures. 
Proof of Theorem 3. 


Let §(t, M) be a differentiable variation of complex struc- 
tures on an open Riemann surface M, te U,cR”. Let J, 
be the almost complex structure tensor corresponding to the 
structure S(t, M). On M X U, let J denote the tensor along 
the fibres composed of {J,{. If X is a projectable vector field 
on M x U, (with respect to the projection M X U, + Up) we 
remark that the Lie derivative of J with respect to the vec- 
tor field X, denoted by [X, J], is defined as a tensor along 


F the fibres. 


Let X be a projectable vector field on M X U, satisfying 
the condition [X, J] = 0. Let M’ (resp U;) be a relatively 


; compact subdomain of M (resp. U;). If exp (sX) denotes the 


JANT TT 2 


i Shane, 


one parameter family of transformations associated with X, 
exp (sX) is a diffeomorphism of M’ x Uj into M X Up which 
maps #(t, M’), te U; biholomorphically into S(exp (sv)(t), M), 
where » denotes the projection of X on Uy. Now referring 


> to the proof of Theorem 2, we see that to prove Theorem 5 


it is sufficient to prove 
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Proposition 4. — Let S(t) be a differentiable family of 


complex structures on an. open Riemann surface M. Let My be 
a relatively compact subdomain of M. Then there exists a neigh- 
bourhood U, of t in R" such that every differentiable vector 
field (real) on U, can be lifted into a differentiable vector field 


X on M, X U, satisfying the condition [X, J] = 0, J denoting — 


the tensor along the fibres composed on the almost complex 
structure tensors along the fibres. 


Proof of Proposition 4. — Let M, be a relatively compact 
subdomain (of M) with analytic boundary, with M, <M). 
Let 9, denote the holomorphic tangent bundle of S(t, M). 
Let 3 = U0, be the bundle on M X U, composed of the 
holomorphic tangent bundles along the fibres. If U, is a spheri- 
cal neighbourhood of t) with U,¢ U, then %|M X U, is diffe- 


rentiably equivalent to the bundle U, X 0, (Homotopy theo-. 


rem). It follows that there exist isomorphisms 


Ui(t): Hi, (Mo, 9,) > Hi, (Mo, 04), 


0,4 


Yo(t): He(Mg, 9) > Ha(Moy 84), 


depending differentiably on ¢ such that (tf) = identity, 
Ya(to) = identity. Let 


T, = a(t) d;(t)4a(t)-2: Hy, a(Mo, ©,) > Ha(Mo, @) 


where d;(t) denotes the d; operator with respect to the struc- 


ture S(t). T, depends differentiably on ¢. Since T, = d;(t) 


admits of a right inverse by Lemma 5, there exist a neigh-. 


bourhood Us of t) and operators 


0,4 
Se : H, (M; 6) ve H; (Mo, 6,), te U; 


depending differentiably on te Us and such that S, is a 
right inverse of T, (Lemma 2). 

Let M, be a relatively compact subdomain of M with M, c M, 
Let U, be a neighbourhood of t such that there exist a finite 
open covering O,, ..., O, of M, and diffeomorphisms g, of 
O; X Us into G X U, which maps J(t, 0), teU, biholo- 


morphically into in @ X (t). [Such a neighbourhood U, exists. — 


This follows from the definition of differentiable variation of 
complex structures in the sense of Kodaira-Spencer. With our 


La 
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. definition this follows from the differentiable analogue of 
“ Proposition 1]. We denote the coordinate function in O, X U, 


by (z, t). 
Let U, be a relatively compact neighbourhood of t in R" 


such that U,cU,n Un Uy. Let » = ((t), ..., on(t)) be a 


differentiable vector field in U,. In O; x U, consider the 
vector field x; defined by (O, %(t), ..., v,(t)) with respect 
to the coordinate system (z, t). We have [x, J] =0. Put 


; 6; = Tt; — Ty in (O; x U,) n (O; x U,). Let 0 = 0, = iJ 6). 


Then 9; are sections of 3 over (O0, X U,) n (O; X Uy) whose 
restriction to each fibre is holomorphic. Evidently there 


… exist differentiable sections f/(z', t) of % over O, x U, such 


that fj — fj = 9%, in (0, X Uy) n(O, x U,). If we define 
o(t) = d;(t)f;(z’, t), o(t) is a (0, 1) form on S(t, M,) with values in 


_ 6, which depends differentiably on t. Let y(t) = o(t){¢(t)|Mo} 


[Ÿa(t) is the isomorphism defined earlier.] Then y(t) is a diffe- 
0,1 


» rentiable function with values in H,(M,, 0,,). For te U,, let 


hy(t) = S(t). Then h,(t) depends differentiably on t. Let 
hoft) ={,(t)}—1(h,(t)). Then A,(t) depends differentiably on t 
and satisfies d;(t)h,(t) = œ(t). [It follows easily from diffe- 


- rentiability theorem for elliptic differential equations that 
- h,(z, t) is a differentiable vector field on M, X Uj. See proposi- 
tion 1 in [3]]. Let 


fica $ {ha t) + Fa(z, #)} 
“and filet) => (fila 0 + Fat). 


Define | 
X=7,+h—f, in (0; n M,) x U,. 


j Then X is globally defined on M, X U,, projects into » and 
. satisfies the equation [X, J] = 0. This completes the proof 


tin oe ea de à 
he 


DT. a 


of Proposition 4. 
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FONCTIONS PLURISOUSHARMONIQUES 
ET FONCTIONS ANALYTIQUES DE VARIABLES RÉELLES 


par Pierre LELONG (Paris). 


1. — Introduction. 


1. On se propose d’étudier ici certaines propriétés des fonc- 
tions plurisousharmoniques au voisinage d’un ensemble de 
points appartenant au sous-espace réel R?, plongé dans l’espace 
C? des p variables complexes X, = x, + iy,, 1 < k < p; dans 


» la seconde partie du travail, des applications seront faites à 


Pétude des fonctions analytiques de variables réelles. 
Précisons quelques notations. On désignera par des majus- | 
cules les variables complexes, par des minuscules les variables 
réelles. Les ensembles d’intérieur non vide pour la topologie de C? 
seront notés par des lettres grecques. On considérera en parti- 
culier la situation suivante: A est un domaine de C? qui coupe 
le sous-espace réel R?, (y, = 0), selon un ensemble D non vide, 
qui est un domaine pour la topologie de R?. On note FA, par 
abréviation, une famille localement bornée supérieurement de 
fonctions définies dans A. 
+ On sait (cf. [6, c, IX]) que si ¢,(X) est une suite F1 de fonctions 


_ plurisousharmoniques, les fonctions ‘ (X) = sup, 9,(X) et 


sae 


w'(X) = lim sup, 9,(X) ne’sont pas, en général, des fonctions 
plurisousharmoniques, ‘mais appartiennent à une classe 
plus générale (M). La’ plus petite majorante semi-continue 
supérieurement d’une fonction w e (M) est une fonction pluri- 
sousharmonique #*, dite sa « régularisée », qu’on notera 


toujours par le signe «Ona w < w° partout et l’on est ramené 


> 


_ "ANR Le DÉS. 


à l'étude de l’ensemble &(w < w#*). On distinguera ici les 
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classes (My) et (M), (M)c(M). La classe (M) contient les 
fonctions plurisousharmoniques et est fermée par rapport 
aux opérations qui consistent à construire : 
A, — l'enveloppe supérieure de suites FA de fonctions de (Mp). 
A, — la limite (— +) de suites non croissantes de 


— ae 


fonctions de (M,). Toute fonction #e(M,) appartient aux : 


classes de Baire et a, de ce fait, pour restriction à une sous- 
variété de C? = R?? une fonction mesurable. 

La classe (M) est définie de méme, A, étant remplacé par 
lopération A; consistant à construire l’enveloppe supérieure 
des sous-familles FA non nécessairement dénombrables. 

On montrera que l’ensemble &( << w*) a pour restriction 
au sous-espace réel R? un ensemble de R?-mesure nulle. En 
fait des propriétés un plus peu précises seront établies. Comme 
la classe (M) est invariante par rapport aux homéomorphismes 
analytiques complexes, les restrictions de &(#~< #*) aux 
sous-variétés de R?? = C? localement équivalentes a R?, 
(par exemple les arêtes des polycercles), sont aussi des 
ensembles de mesure nulle. Ces précisions sur l’ensemble 
&(~ << #*) sont essentielles pour les applications. Elles ne 
peuvent évidemment, être obtenues à partir du fait que w 
est une fonction R??-quasi-sousharmonique et &(#< #*) de 
R??-capacité nulle; d’une manière générale le sous-espace R? 


de R?? étant de R??-capacité nulle, les applications directes de — 


la théorie du potentiel fourniraient ici des énoncés insuffisants. 
L'étude faite conduit dans la deuxième partie de ce travail 
($ 3) à des résultats concernant les fonctions analytiques de 


plusieurs variables réelles. En utilisant essentiellement les 


propriétés des fonctions plurisousharmoniques au voisinage 


de RP, on étendra à certaines classes de fonctions analytiques 
de deux groupes de variables réelles, un résultat de F. Hartogs, 
d’après lequel une fonction de plusieurs variables complexes, 
holomorphe par rapport à chacune d’entre elles séparément, 


L x a . 5 
(c’est-à-dire quand on donne aux autres variables des valeurs 


fixes, quelconques), est une fonction holomorphe de l’ensemble 
des variables. La démontration de ‘cet énoncé classique uti- 
lise, comme on sait, outre le théorème de Baire, une propriété 
des fonctions sousharmoniques que nous avons énoncée 
ailleurs (cf. [6, a], et [5]) sous la forme générale que nous 


rappelons ici : 
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Soit (x) = v(a, ..., %,), a <t< b, une famille de fonc- 
tions sousharmoniques définie et localement bornée supérieu- 
rement dans un domaine G de l’espace euclidien R'; si l’on a 


dans G: 
(4, 1) lim sup (x) < g(x) 
t>b 


ou g(x) est une fonction continue, alors, 4 tout compact 
KcG et à tout € > 0, correspond une valeur |, a< t < 5, 
telle qu’on ait 


(1, 2) w(t) < g(t) + € 


pour t >t, et ve K. 

Cet énoncé, dans le cas d’une suite 9,(v), donne une majo- 
ration uniforme, sur tout compact de G, des »,(x), à partir 
d’une majoration de lim sup »,(x) par une fonction continue. 

Si maintenant, 9X) étant une famille FA de fonctions pluri- 
sousharmoniques, on fait l’hypothése (1, 1) relativement aux 
seules restrictions 9,2) au sous-espace réel R?, obtient-on 
encore une majoration uniforme, du type (1, 2), sur tout 
compact K pris dans D = An R?? Il en est bien ainsi et l’on 
obtient une majoration uniforme non seulement sur tout 
compact de D, mais encore, ce qui est essentiel pour certaines 
applications, sur tout compact de A suffisamment voisin 
d’un compact de D, done sur des voisinages ouverts de K 
dans C?. C’est l’objet de l’énoncé suivant : 

Tutortme. — Soit »(X), X,= 2% + iy, a<t< db, une 
famille Fy de fonctions plurisousharmoniques localement bor- 
nées supérieurement dans leur ensemble dans un domaine A 
de CP, dont l'intersection D = An R? avec l’espace réel R? de 
CP est un domaine; soit g(x) une fonction continue dans D, g(X) 
une fonction continue dans À ayant g(x) pour restriction à D. 
Si l’on a 

(1, 3) lim sup (2) < g(x) 
sur D, alors: 

1) A tout compact Ke D et à tout e > 0, correspond ty, 
a to < b, tel qu'on ait 

(1, 4) | vx) < g(t) + € 


pour xe K, t > to; 
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41)-A tout compact K= D: et ‘tout e > 0, on peut \faire | 
correspondre un ouvert A’c A de C? qui content K et une 
valeur to, a to <'b, tels qu’on ait rt 


(1, 5) o(X) < 8(X) + € 
pour XcA’,t>t. | 


Il s Véna tit que la majoration uniforme (1,5) vaut sur tout 
compact de C? suffisamment voisin de l’ensemble K de R?, 
pris compact dans D. | 

Le théorème 1 est la pièce essentielle de la démonstration don- 
née au § 3: lorsqu'une fonction f(x, u) = f(a, . . ., Lp, Un, + - +) Ug) 
est, par rapport à chaque groupe de vatiables, séparément 
(c’est-à-dire les valeurs attribuées aux variables, de l’autre 
groupe demeurant fixes, quelconques) une fonction analytique 
appartenant à une classe { définie au § 3, f(x, wu) est. analy- 
tique de l’ensemble des p+ q variables x, u. Bien entendu, 
aucune hypothèse n’est faite concernant le _comportement 
(par exemple Ja continuité) de f par rapport. a l’ensemble! des 
variables. | 

Les classes £ de fonctions analytiques de variables réelles 
sont définies de la manière suivante: un ensemble de fonctions 
f(a; +.., æ,) forme une classe { dans un domaine D si tout 
point de D est centre d’un polycerele dans l’espace complexifié 
C?, ces polycercles formant une famille qui ne dépend, que de £ 
et de D; leur réunion est un ouvert Q(D), et toute fonction 
feï%se prolonge en une fonction f(X) holomorphe dans Q (D). 
De plus il existe une majoration ds |f(X)| sur tout compact 


l'E Q(D) donnée par: 
(1,7) at MA) < Cr sup} f(z)|, 


G étant un compact de D associé au compact I’ de Q(D) et 
Cp une constante qui ne dépend que de cette configuration, 
Enfin, on suppose que pour fe et f, «4, ona: a(f — fr) «4, 
pour toute constante a. Cette condition impose à £ d’être un 
espace vectoriel si f = 0 appartient à {. Les fonctions harmo- 
niques, les fonctions polyharmoniques dans D forment des 
classes 4; il en est de même des solutions d’ équations aux 
dérivées partielles linéaires, lorsqu'on peut établir l’existence de 
la majoration (1, 7). Toute 16 AGiOR f (a, u), dont les restrictions 
f(x) et f,(u) appartiennent respectivement à des classes Lay, 
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£, du type indiqué, est une fonction analytique de l’ensemble 
des variables (x, u) = (2:,...,2,, Uy, ..., u,). Comme exemple 
citons: si f(#, u) est séparément harmonique des variables 
(a) et (u); alors f(x, u) est analytique — sans autre hypothèse 
— de l’ensemble (x, u) et est alors harmonique dans l’espace 
produit, des (x, u); ce résultat particulier peut être rapproché 
du résultat de F. Hartogs cité plus haut et le contient, comme 
on le voit aisément en considérant séparément la partie réelle 
et la partie imaginaire d’une fonction à valeurs complexes. 


2. — Majoration des fonctions plurisousharmoniques 
au voisinage du sous-espace réel. 

4. Rappelons qu’une fonction »(X,, ..., X,) =9(X), à 
valeurs réelles, — 00 << + , est dite plurisousharmo- 
nique dans un domaine À de C? si elle est semi-continue supé- 
rieurement et si, étant donnée une composante ouverte D 
de l'intersection P n À, où P est une droite complexe définie 
par X, = X% + a,T, T complexe, sa restriction #|P = Y(T) 
est la constante — o ou une fonction sousharmonique (’) 
sur D. On convient d’exclure la constante — oo des fonctions 
plurisousharmoniques, ainsi que des fonctions sousharmo- 
niques afin de n’avoir dans ces classes que des fonctions loca- 
lement sommables. 

Par définition, si » est plurisousharmonique et si l’on 
explicite #(X:, ..., Xp) = (1, Yrs ++ +5 Ls yp) les restrictions 
de » aux droites complexes C!(X,) parallèles aux axes sont, 
localement, des fonctions R?-sousharmoniques des (Ty Yr) 
ou la constante — 0; cette propriété sera parfois seule uti- 
lisée, avec la semi-continuité supérieure de »; de ce fait cer- 
tains énoncés s’appliqueront à la classe plus générale, mais 
non invariante par les transformations linéaires de C?, formée 
des fonctions R*-sousharmoniques qui sont séparément sous- 
harmoniques des couples (x, yx): 


| () On dira encore que la trace /,(T), est localement, soit la constante — , soit 
une fonction sousharmonique. Pour la définition et les propriétés utilisées ici des 


fonctions plurisousharmoniques, cf. [6, b], [6, ¢], [6, d]. On rappelle que toute fonc- 
tion‘ plurisousharmonique (dans CP) est une fonction R??-sousharmonique des 


variables æ,, yx, 1<k <p. 
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La notation FA désigne une famille de fonctions localement 


bornée supérieurement dans un domaine A. On adoptera-les 
définitions suivantes, conformes notamment à [6, a] et a [6, ¢]: 

1° Par régularisée supérieure (ou, simplement, régularisée 
quand il n’y a pas ambiguïté) d’une fonction discontinue, on 


entend sa plus petite majorante semi-continue supérieurement. | 


2° Par fonction quasi-sousharmonique, on entend, comme 
dans [6, a] et [6, c], une fonction égale à une fonction sous- 
harmonique, sauf aux points d’un ensemble E, de ‘capacité 
nulle, où elle lui est inférieure : les enveloppes supérieures des 
familles Fa de fonctions sousharmoniques sont quasi-sous- 
harmoniques, au sens précis adopté ici (?). Si w(x) est quasi- 
sousharmonique, sa régularisée #* est, par définition sous- 
harmonique et E = &(w < #*) de capacité nulle dans l’espace 
des (x). 

Rappelons que si (x) est quasi-sousharmonique et si 
À(w, x, r) désigne la moyenne de w sur la sphère 


S(a, r) = 6[|2’ — a| =r], 
de centre x, de rayon r, on a, en tout point x: 
(2,1) #æ*(x) =himA(w, x, r) 
æ*(x) = find sup æ(x HE), —E+0, Eee 


où e est un ensemble non effilé à l’origine £ = 0. La première 
égalité est conséquence du fait que &(# << #*) est de mesure 
nulle sur S(x, r) frontière de la boule B(x, r) ce qui entraîne 
A(w, à, r) = A(w*, x, r). Pour établir la seconde égalité, rappe- 
lons que e est dit effilé à l’origine, au sens de la théorie du 
potentiel, s’il existe une fonction sousharmonique u(x) au 
voisinage de x = 0, avec 


u(0) > lim sup u(x), æ—0, wee. 


De cette définition, il résulte que la réunion de deux ensembles 
effilés à l’origine est encore effilée à l’origine. Dans (2, LE 
l’ensemble e, = &( < #*) qui est de capacité nulle est effilé 
en +; alors «+ eétant un ensemble non effilé en x, e, =e—en CA 


(*) Signalons que M. Breror emploie ce mot dans un sens différent et appelle 
quasi-sousharmonique toute fonction qui ne diffère d’une fonction sousharmonique 
que sur un ensemble de capacité nulle. 


EE" —_ 


a 


— = 
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ne peut être effilé en x: = #* sur e, entraîne donc la seconde 
égalité (2, 4). 

Enfin rappelons un résultat de [3] qui nous sera utile dans 
l'étude des enveloppes supérieures de familles FA non dénom- 
brables de fonctions plurisousharmoniques : soit 


Vez) = [ dus(a)g(a, 2), w>0 


une famille ordonnée filtrante décroissante de potentiels de 
Green dans un domaine de l’espace R™ ayant une fonction 
de Green g(a, x), avec |u,| borné. Il existe une suite extraite 
tt, Ui, =n, Soit Vir(x), décroissante, telle que 4, converge 
vers x faiblement et qu’on ait 


V"(x) < inf, V(x) < lim, Vi(x). 


Il en résulte, en faisant le changement de sens nécessaire 
dans les inégalités pour passer aux fonctions sousharmo- 
niques : 


Proposition 2, 1. — Si (x) est une famille Fp de fonctions 
sousharmoniques avec : 


w(x) = sup,v{(x) 


il existe une suite », € Fp, telle que 
BD $UParalz) = ma) < we) < w°(2) 
wi (a) = (x). | 
Démontrons d’abord qu’on peut, étant donnée une boule 
B,, dont l’adhérence B, est compacte dans le domaine D de R” 
trouver 9, € Fn vérifiant (2, 2) dans B,: on complète Fp par 
adjonction des enveloppes supérieures des #, en nombre fini, 
puis, si C, est une borne supérieure des #, dans une boule 
concentrique B;=B;, on considère la famille des fonctions 
¥; = 9,—C, et on les représente dans B, sous la forme 


9, = — Ve 
vf 


où V" est le potentiel d’une mesure yu, > 0 située dans Bi, 
avec comme noyau la fonction de Green g(a, x) de B;. Alors 
d’après le théorème de convergence rappelé plus haut, il existe 
une suite extraite u, = u, qui converge faiblement vers une 
limite p, — V# étant une suite croissante et l’on a: 


# —C, = sup (— Vhr) = lim, (— V'") < sup, (— VH) << — Ve 
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et 8(#-<<\C1— VF) est de R"-capacité nulle. Chaque (— Via) est 


l'enveloppe supérieure d’un nombre fini de #;0on a donc 
wi = sup,%,, pour une sous-famille dénombrable », e Fr, ce 
qui établit (2, 2) dans B;. CU 

On pourra d’autre part recouvrir D par une famille dénom- 


brable de boules analogues à B,, compactes dans D soient” 


B,, ..., B, ... avec des constantes C,, ..., C, ... et dans 

chacune d’elles construire une suite 9,,, AVEC SUPy%q,s= Ws, 

w* = w*. Il suffira alors de prendre comme famille dénombrable 

v, Fp del’énoncé la famille {9,,,;, où g et s varient tous deux, 
. On énoncera encore : 


Proposition 2, 2. — Soient (x) une famille Fy de fonctions 
sousharmoniques dans un domaine D de R" et y une mesure 
positive sur D. A chaque sous-famille (f)¢Fp, faisons cor- 
respondre les fonctions 
sy nape hdd ak xe (f) 


(2, =) w,=limsupw(x+&)  § +0. 


Si 8(%, < 7) est de v-mesure nulle pour toutes les’ suites 
extraites de Fy, il est de .v-mesure nulle pour toutes les familles 
(f) E Fp. 


La démonstration est immédiate: (2, 2) entraîne ‘que 


pour (f)e F», il existe une suite »,¢(f) avec , = sup, »,, 


w = sup, %, et w; = w*. On a alors 
B(w < Ww) « Es < w") 

ce qui établit l’énoncé. Ainsi que le précédent, il n'intervient 
pas dans les applications faites au $ 3. Il est toutefois utile 
dans le cas d’une famille F, non dénombrable de fonctions 
plurisousharmoniques », pour montrer la mesurabilité ‘dé 
Sup. #, Sur certaines sous-variétés. nids: 

Étendons enfin un résultat établi dans [6, c], concernant 


Pinte LP 


9° 1 , . . . 4 
l'intégrale d’une fonction sousharmonique ou quasi-sous- * 


harmonique dépendant d’un paramètre t: 
Proposition 2, 3: Soit »(x, t) une fonction réelle 


(— 90 KP << + 0), 


définie pour ze D, te D'; (x, t) est pour t fixé une fovicttOK | 


quasi-sousharmonique de xe D ou la constante — o; pour 
æ fivé v(x, t) est fonction semi-continue supérieurement- de 


Mana 
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te D'; v(x, t) est borné supérieurement sur tout compact de 
D x D’. Alors si u est une mesure positive à support ge 
dans D', l intégrale 


(2, 4) w(a) = | du(t)o(a, à) 
est soit la constante — x dans D, soit une fonction quasi- 
sousharmonique. 


Pour la démonstration, remarquons d’abord que si 9(t) est 
une fonction semi-continue supérieurement, l'intégrale de 
Lebesgue f du(t)¢(t) vaut l’intégrale supérieure de Riemann. 
Soit P, = {e, ,} un partage du support S(u) de » en ensembles 
disjoints et u-mesurables, e, ;, avec Ye, , = S(u). 

Formons la somme de Riemann 

o(P,) = Zu(e,,:) leur, y(t). 


On considérera des partages Bt Baran. ee P,:, résultant de 


BP: par subdivision des e,; et l’on suppose que le diamètre 


maximum d, des e,,¢P, tend vers zéro quand n — + . 
Dans ces conditions on sait que o(P,) tend en décroissant 


- vers l'intégrale de Lebesgue fx?) ) du.(t). Pour appliquer à 


l'étude de w(x) défini par (2, 4), remarquons que si (x) est 
une famille Fp de fonctions dont chacune est soit quasi-sous- 


_ harmonique, soit la constante — dans D, l’enveloppe 
. supérieure 

sup #,(x) = u(x) 
. est quasi-sousharmonique, ou la constante — oo. En effet 
- soit 


4 


a 


sup %1(2) = g(2). 
Il existe une suite extraite #f = pr, avec 
sup six) = h(a), | a) ares D. 


Alors h(a ) est quasi-sousharmonique (ou ==— 0), 6(h<h’*) est 
de capacité nulle. On a alors 


sup P, (x) < u(x) < g(2) <g*(a) 


qu < ge SE(e, < 0%) + ER < pr). 


D'où : 
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Mais on-a h* = g*, donc &(u < g*) est de capacité nulle comme 
réunion dénombrable de tels ensembles, ce qui établit à la fois 
que u a pour régularisée g* et que u est quasi-sousharmonique, 
à l’exception du cas où toutes les fonctions considérées sont 
la constante — co. 

Il en résulte que, si l’on calcule l'intégrale (2, 4) à partir 
des o(P,), chaque o(P,) est soit la constante — oo, soit une 
fonction quasi-sousharmonique de ze D. Il en est donc encore 
de même de la limite de la suite décroissante o(P,), ce qui 
établit l'énoncé. Il donnera lieu à un énoncé analogue parti- 
culier au cas plurisousharmonique. 


REMARQUE 2, 1. — La démonstration précédente a montré: 
si »,(x) est une famille Fp de fonctions dont chacune est, 
soit quasi-sousharmonique, soit la constante — dans D, 
u(x) = sup v{x) est quasi-sousharmonique ou la constante — . 

Si la famille est celle des translatées on a un résultat plus 
précis : 

Soit e un ensemble de points d’adhérence e compacte dans D, 
domaine de R”, et p(x) une fonction sousharmonique ou quasi- 
sousharmonique dans D; si e n’est effilé en aucun point de sa 
frontière f, alors : 


w(x) = supe(x + y) 


JEe 


est une fonction sousharmonique continue de x. 
En effet, d’après l’hypothèse faite sur e, on a: 


w(x) = sup o(t + y) = sup e*(t + y) = sup W(a+y)= ES e*(a+y) 


de sorte que # est semi-continue supérieurement. De plus il. 


existe y, ef tel qu’on ait 


a) = Sup ru + y) = (0 + Vo). 


Alors s’il existait une suite x, > 2, avec w(x,) < W(To) —&, 
«> 0, on aurait, w'(y) < (x) — «, pour yeë, en posant. 


’ ka * 
w'(y) = sup, #"(æ, + y). 
La régularisée »’* est quasi-sousharmonique; comme e n’est 


effilé en aucun point de @, on aurait, d’après une remarque 
faite plus haut 


wy) <w(a)—a pour yes 


ee + 
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ave F é a ; 
qui entraînerait »*(y) S (20) — > pour y appartenant à un 
voisinage ouvert du compact €, et enfin (x) < w(x) aK pour 


Z appartenant à un voisinage ouvert de x, + é, contraire- 
ment à la définition de (a); ainsi æ est fonction quasi- 
sousharmonique continue, donc fonction sousharmonique 
continue. 

Rappelons (cf. [6, d]) que pour qu’une fonction soit pluri- 
sousharmonique dans un domaine A de C? = R®, il faut 
et il suffit qu’elle soit sousharmonique et le demeure pour 
les homéomorphismes linéaires sur les variables complexes 


de C?; l’enveloppe supérieure d’une famille Fy de fonctions 
plurisousharmoniques, l'intégrale w(X) = f du (é)o(X, t), où 
o(X, t) e FA et où p > 0, sont des fonctions plurisousharmo- 
niques lorsqu'elles sont des fonctions w(X) semi-continues supé- 
rieurement (cf. [6, c]). De ce qui précède, résulte encore que si 
l’on considère w(X) = sup 9(X + y), où ¢ est plurisousharmo- 


nique et e un compact, #(X) est encore plurisousharmonique. 


2. Enveloppes supérieures de suites localement bornées supé- 
rieurement de fonctions plurisousharmoniques. 

Dans ce qui suit on désignera par À un domaine de l’espace 
complexe C?, par F4 une famille localement bornée supérieure- 
. ment de fonctions définies dans A. On commencera par étudier 
le cas d’une suite Fy, de fonctions plurisousharmoniques, en 
démontrant des propriétés locales de l’enveloppe supérieure 


(2, 5) a(X) = sup, (X), o, e Fa: 
Le domaine À pourra être pris sous la forme 


= Dy Ky Ross Xe Dos 


produit topologique des domaines A, C1(X,). 
Remarquons tout d’abord : | | 
Si l’on a w = sup »,, ou les v, sont des fonctions semi-continues 
supérieurement, dans D et si l’on pose 
(2, 6) e(X) = sup # (X + y) 
où e est un ensemble compact dans A, alors w’' est encore une 
fonction de Baire. 


526 if 0 PIERRE: LELONG | 
La propriété n'utilise que la semi-continuité des Pr; ON a 
æ'(X) = sup w(X + y) = SUP sup, v,(X + y) =sup, sup ,(X + y) 


Or sup sv, (X + y) = »,(X) est semi-continue supérieurement, 
ve | 


e 
e étant compact; donc, finalement, w’ = sup #, est une limite 
croissante. de fonctions semi-continues supérieurement. 


_ Régularisées partielles. A côté de la régularisée supérieure 
w*(X) = limsup#(X + &), €eC?, nous considérerons des 
! >0 
régularisées partielles obtenues en assujettissant le vecteur & 
à appartenir à un sous-espace complexe. Nous poserons ainsi : 


(2,7) w,(X) = hm pr æ(X + 6), Ee C(X,,..., X,). 


D’après la remarque précédente si # est la fonction définie 
par (2, 5), les régularisées partielles sont des fonctions de Baire; 
on a en effet, par exemple, 


w,(X) = lim, sup w(X + &) 


où e, est la boule << de l'espace C1(X,, ..., X,). 
Nous démontrerons maintenant 


Tutorime 1. — L’enveloppe supérieure w(X) définie par (2,5) 
où v,(X) est dans A une suite localement bornée supérieurement de 
fonctions plurisousharmoniques, possède les propriétés suivantes: 

© P,. — En tout point XeA, on a — æ <w (X) < + 00; 
w(X) est borné supérieurement sur tout compact de A; 8(# = — oo) 
est de R??-capacité nulle. 

P,. — La restriction de w à une droite complexe X, = X?+ a,T 
est, localement, soit la constante — , soit une fonction UT) 
quasi-sousharmonique. | 

P,. — L'ensemble &(w < w*), où w* est la régularisée de w 
est la réunion de p ensembles n,, . . ., n,, appartenant aux classes * 
de Baire, et de R*?-capacité nulle, n, étant de plus coupé par les © 
droites complexes Ci(X,) selon des ‘ensembles de R®-capacité 
nulle; w* est une fonction plurisousharmonique. 

P,. — Soit X — X’ un homéomorphisme analytique complexe 
quelconque: alors la fonction transformée w'(X!) = w[X(X')] 
possède encore les propriétés P,, P,, Pg. do 
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Démonstration. — P,: d’après la définition de. æ(X) 
donnée par (2, 5), #(X) est localement borné supérieurement ; 
d'autre part les fonctions », sont plurisousharmoniques, 
donc des fonctions sousharmoniqués dans À considéré comme 
un domaine de R?:w(X) est donc quasi-sousharmonique, 
&(w < #*) est de R?? capacité nulle. 

P, : la restriction ¢,(X% + a,T) = v,(T) de la fonction pluri- 
sousharmonique 9, à une droite complexe issue de (Xi), de 

_ paramètres (a,) complexes est une fonction R2-sousharmo- 
nique, où la constante — oo, localement; # = sup, », a alors 
pour restriction sup, ,(T), qui est une fonction de même 
nature: 

P,: Pour établir la propriété P;, on considérera les régula- 
risées partielles successives de w : | 


* 
P= SH LH, Ss LHS CH, W 


_ où les variables sont considérées dans l’ordre A ay TER 
w, défini par (2, 1) est, d’après une remarque précédente, 
une fonction de Baire. Posons 


Ne = (ri < W3). 
On a alors 
P 


(2, 8) &(9 <9") = Sine 
On a ainsi décomposé 6(~ < »*) en une réunion de 
ensembles de Baire, de R??-capacité nulle. Pour établir la 
propriété indiquée des 4, on va montrer que la régularisation 
qui fait passer de w a * peut être faite en régularisant succes- 
sivement par rapport à chacune des variables, d’ailleurs dans 
- un ordre quelconque; conformément à (2, 7) on appelle régula- 
_ risée par rapport à la seule variable X, d’une fonction #, la 
fonction 


(2, 9) Ryw(X) = lim. sup w(X +E), Ee C1(X,). 


La méthode qui suit est celle de notre mémoire [6, c, IX]; 
. elle utilise les moyennes 


| Lis, Xiy rx) 


1 =) [#06 tne" du Pha  relpidl cc cathe 
. ; | 0 0 | 
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de w sur l’arête d’un polycercle 
P(X,, rx) = (| Xt — Xl < rx). 


On établira successivement : 


Proposition 2, 4. — Si w est Venveloppe supérieure (2, 5) 


d'une suite v, localement bornée supérieurement de fonctions 
plurisousharmoniques dans A, on a pour tout XeA: 


(2, 10) w*(X) = lim L(w, X,, rx). 
rh>0 


En effet pour P(X,, r,)cA, L(w, X,, r,) existe car », 
fonction de Baire, a pour restriction à l’arête du polycercle 
P(X,,; r;) une fonction bornée supérieurement, mesurable 
des 6,, ..., 0,; l'intégrale L(w, X,, r;) pour r, > 0, a de plus 
une valeur finie car il en est ainsi des L(v,, X,, r,). Elle vaut 
l'intégrale itérée calculée à partir de l’intégrale 


A rx d 
mae w(X, + re, Xs, ..., X,) dû. 


Celle-ci est fonction croissante convexe de log r,; L(w, X,, rx) 
est donc fonction convexe, croissante de chacune des variables 
u, = logr,. Dans ces conditions: elle a ses nombres dérivés 


bornés, donc elle est continue de r ensemble des u,, et elle est 
HeRETe des u,. La limite au second membre de (2, 10) existe — 
donc; elle vaut au plus #*(X), puisque w* est la plus petite — 


majorante semi-continue supérieurement de #. 


Pour établir l'inégalité de sens contraire, on supposera : 
sans inconvénient X, = 0 et w < 0 sur un polycercle P(0, rj), 


ce qui entraîne L(w, 0, r,) < 0 pour r, < r4. 


Pour une fonction sousharmonique »(X) << 0 dans le cercle | 


|X| <r’ de C(X), on a la majoration de Poisson: 


27 0 
2,11) AX)<g of ee x)? ore!) a, 


R désignant la partie réelle. Pour |X| <tr, 0<7<1, on: 


obtient 
| 4 ieee ae me i : | D Ts 
BeOS i ag o(reït) dd = 1 LA a L(¢, 0, Me 


En appliquant (2, 11) par rapport aux variables X,,..., X,,on 


nn — 
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. obtient pour une fonction plurisousharmonique 


o(X)=9(X,,..., Xp) <0, cf. [6, c, p. 310]: 


Je 
(TES) Le On) pour [XI 


On en déduit 
NY 1—7\ 1—7\ 
#(X) = supe(X) (72 sup Le, 0,n) (2) L(w 0, my) 


valable pour |X,| < tr,. Choisissons + tel qu’on ait 


SAVE Wak oho 


On aura: 


#*(0) = lim aij HE) < (1 —E)L(w, 0, r,). 


 L’inégalité étant valable quel que soit € > 0, on obtient 


#"(0) < L(w, ies 1 r, > 0, 
#*(0) < lim L(w, 0, r;) 
Tr >0 


» qui achève la démonstration de la Proposition 2, 4. 


On lPutilisera pour établir : 


Proposition 2, 5,. — Si w est l'enveloppe supérieure (2, 5) 


- d’une suite FA de fonctions plurisousharmoniques on a: 


(2, 12) | w* = R,[R:,.,p-1#] 


(2,13) u(X)= Ras) FRE (X +E), 
EeC?-1(X1, ..., Xp) 


| est la régularisée de w par rapport à l’ensemble des variables 


| (X1, Pat CI XsL3) et où 


(2, 13) u(X) = Ryu(X) = lim sup u(X +8), Fe CUX,) 


est la régularisée de la précédente par rapport à la seule variable X, 


La démonstration se fait en utilisant (2, 10) et le théorème 


| de Lebesgue : la restriction de w(X) à X, constant est en effet 


a. 


34 


see oe SINAN 
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soit la constante — oo, soit lenveloppe supérieure d’une 
famille Fy de fonctions plurisousharmoniques; on suppose 
A =A, x A, X+:-X A,. On a done d’après la proposition 2, 4: 


b je A ARS 
u(X) = lim, (2) ip uk 
. d w(X,+ rie, ..., Xp, + rp_rele-s, X,) dd, .. . dd, 2). 
0 


La fonction u(X) = u(X,, ..., X,) est d’après (2, 13), à 
X, ... X,_, constants, une fonction quasi-sousharmonique Fy 
X,, ou la constante — oo dans A,. On a alors d’après (2, 1): 
(Me) = Rue. op bhaey) 

(2, 14) = ian shh u(Xy, «2p Xo uy Xp Craiidl 


com 27% 


FA SEM Baye ver 
Haas triés die def 
R f (Xe tania any Xp ity) dy: act dÜ 


Le second membre s’exprime en appliquant successivement les 
théorèmes de Lebesgue et de Fubini, par: 

lim lim L(w, X, r;,). 

Pp0 0, p—1>0 
où L est fonction croissante des r,; d’après la Proposition 
précédente, on a donc: 


u'(X) = R,u(X) = R,[R;..,p-1#1(X) = *(X) 
ce qui établit l’énoncé. 


Proposition 2, 5,. — Si w est l'enveloppe supérieure définie. 
à la Proposition 2, 5,, on a | 


= R,R;...R;w | 


où R, désigne l'opération de LAN Sen par rapport à la. 
seule variable X,,, définie par (2, 9). | 
Démontrons par récurrence, l’énoncé étant vrai pour 
p= 1; s’il est vérifié pour p — 1, on a, en considérant la 
restriction # de w à X, constant: | 


(2, 45) Ri, . == Ryp—,Ryp—s RS. 


En effet # est soit la constante — dans A’ =A, X A... x A ak 
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soit l'enveloppe supérieure d’une suite Fy. de fonctions 
plurisousharmoniques ¢, restrictions des » 
On aura alors d’après (2, 12) : 


PUR ÎR 2/8] SRB, oo. Ryw. 


D'autre part on peut opérer sur les variables X, une permuta- 
tion quelconque sans modifier les hypothèses faites sur w, ni 
sur #", ce qui établit l’énoncé. 

Pour achever la démonstration de la propriété P,, reprenons 
a suite 


(2, 16) Y= Wy LM Pa QV Hy Kw, = w* 


où w, est défini par (2, 7). On a d’après la Proposition 2, 5,: 


n° 


FM pt 


#=R,w,-,=lim os ATE: SP OS ot ae. CPR, € 


Mais w,, pour X, seul variable, est fonction quasi-sousharmo- 
nique (ou = — «) dans A,; donc &(#,_, < w,) est coupé par 
les espaces C'(X,) selon des ensembles de R?-capacité nulle. 
Ainsi dans la décomposition (2, 8) on a 


E(# < w*) € En 


Où 4 = &(,_, << »,) est de R??-capacité nulle et est coupé par 
les espaces C'(X,) selon des ensembles de R?-capacité nulle. 
De plus la régularisée #*(X) vérifie d’après (2, 10), L(w, X,, r,) 
étant fonction croissante des r, : 


(2,17) #(X) < L(w, X, ry) < L(w", X, rs) 


qui établit #*(X) < L(#", X, r,); cette inégalité demeure 
valable après un changement d’axes quelconque et l’on sait 
qu’elle entraîne, si #* est semi-continue supérieurement, que 
æ* soit plurisousharmonique (cf. [6, c,]). La propriété P, 
est donc établie. 

La propriété P, est immédiate, un homéomorphisme ana- 
lytique complexe X — X’, (c’est-à-dire une transformation 
analytique complexe biunivoque) conservant le caractére pluri- 
sousharmonique des fonctions », (cf. [6, c,]) et toutes les 
propriétés utilisées. Le théorème 1 est donc établi. 


Remarque. — a) La régularisée partielle w,(X,, ... X,) est 
plurisousharmonique (ou =— oo) dans À, X -:. XA, à 
X,41... X, constants. 
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b) L'opération R, de régularisation par rapport à la variable 
X, peut être faite, la variable § étant prise dans Ci(X,) sur 
un ensemble e, non effilé à l’origine X, = 0: 


R,w(Xy ... X,) = lim gu a X5, - : MX eee » Koh) 
>0 
Eee,c Ci(X,). 
D'où le résultat utile, mais assez peu précis: 


CoroLLaIRE. — L'ensemble w(X + Y) < w*(X)— «a, « > 0, 
ne peut contenir le produit & X ... Xe,X ...Xe, d’ensembles 
non effilés à l’origine dans les espaces R*(X,). 


3. Les classes (M,) et (M). — Avant de tirer des consé- 
quences du théorème 1, on va montrer que les propriétés P,, 
P,, P;, P, sont conservées par deux opérations simples. 


DÉFINITION. — On appellera (My) une classe de fonctions à 
valeurs réelles comprenant les fonctions plurisousharmoniques 


et fermée par les opérations suivantes effectuées en infinité dénom- 
brable : 


A,. Construction de l'enveloppe supérieure d’une suite w, e (Mo) 
localement bornée supérieurement dans un domaine A de C?. 


A2: Construction de la limite w (autre que la constante — ) 
d’une suite décroissante w, € (Mo). 
Nous démontrerons alors : 


THÉORÈME 2.— Les fonctions de la classe (Mo) possèdent les 
propriétés P,, P,, Ps, P,. 


Démonstration. — Il suffit d’établir que A, et A, maintiennent 
les propriétés en question. 

Pour P, : il suffit de remarquer que ni A, ni A, ne font sortir 
de la classe des fonctions R*-sousharmoniques (dont on 
exclut la constante — 0). 

Pour P,: on applique la remarque précédente aux restric- 
tions des fonctions à une droite complexe quelconque. 

Pour démontrer P,, on va établir que si w,e(M,) est une 
suite Fa, et si w = sup, w,, 6(~ < w*) a encore une décom- 
position (2, 8). Il suffit d’établir qu’on a: 


P 
B(w < w°) « Nn, 


dub). db nie oe 
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les "x ayant les propriétés indiquées. A la suite w, © (M)) 
faisons correspondre la suite # des régularisées plurisous- 
harmoniques. On pose : 


w = sup #, < sup #7, = w < ww” 


On a alors: 
(2, 18) &( < w) € ME(w, < #2) + 8(w! < w"). 


Mais les #; sont une suite FA de fonctions plurisousharmoni- 
ques; chacun des ensembles du second membre a alors les 
propriétés a établir et l’on a: 

k=p 


. % P 
2,19) &(w<w*)e 2 [ntm] = 
= n= 

où n, a bien les propriétés voulues : être de R??-capacité nulle, 
appartenir aux classes de Baire et être coupé par les sous- 
espaces complexes C1(X,) selon des ensembles de R?-capacité 
nulle, ces propriétés se conservant par l’addition dénombrable. 
En même temps on voit que w’* = #*, 6(w < w’*) étant de 
R??-capacité nulle; donc l’opération A, conserve P.. 

Pour voir que A, conserve également P,, on procède de 
même; à la suite w, décroissante et tendant vers w(=E — ) 
on associe la suite décroissante des #%. On a 

lim wae She = ie pe: 
on conclut alors comme plus haut à partir de (2, 18) et de 
(2, 19). Il est d’autre part immédiat que P, est conservé par 
A, et A, ce qui achève la démonstration de l’énoncé. 

On va étendre les propriétés précédentes aux enveloppes supé- 
rieures de familles FA quelconques de fonctions plurisous- 
harmoniques. 


Dérinrrion. — On appelle (M) une classe de fonctions à 
valeurs réelles, contenant les fonctions plurisousharmoniques et 
fermée par les opérations A et À, : 

A! : Construction de l’enveloppe supérieure w, d’une famille (f) 
de fonctions »,e (Mi), localement bornée supérieurement dans 
un domaine À de C?. | cea 
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Nous démontrerons encore: 

Tutorime 3. — Toute fonction » de la classe (M) possède 
les propriétés P,, P,, P3, P,, où P3 s’énonce: 

P:: &(w < w*) est contenu dans un ensemble de Baire possé- 


Yap NT dag 


dant les propriétés de décomposition énoncées P, et il existe une : 


fonction w’ de classe (M), telle qu’on ait 
(2, 20) D < w LW”; oF =. 


La démonstration repose sur la Proposition (2, 1); nous 
montrerons d’abord que A; conserve la propriété P;. Soit », 
une famille F, de fonctions de classe (M), #* leurs régularisées; 
par hypothèse à w, correspond #; de classe (Mg) avec 


1 de he At 

Pr KS We WE; Wir = WE. 
Dans ces conditions montrons que 
w= sup; We 


possède encore la propriété P;: posons w, = supæ, et 
#2 = sup}, pour une suite (t,) extraite de la famille wf et 
choisie, selon la Proposition (2, 1) de manière qu’on ait w} = #7. 
On a alors sup æ,, << < m1; w{=w% est plurisousharmo- 
nique; de plus: | 


SUP #4, < sup WE, = Wa < wy, wt = wi 
(2, 21) 6(w < wi) € Dé, < w7,) + Es < 9) = E. 
Par hypothése chacun des ensembles écrits au second membre 


a la propriété P,; donc &( < w°) est contenu dans un ensemble 
de Baire, de R??-capacité nulle, qui admet la décomposition 


P 
E = Zn où chaque n, est de plus coupé par les espaces 


1 CN. 
C'(X;) selon des ensembles de R2-capacité nulle. Comme on 
i : ‘ : 
aw < wi, on voit que wi = w; = #" est la fonction pluri- 
sousharmonique régularisée de #*. Enfin on a aussi: 


(2, 22) wy re sup, Wi, < sup, Wu S sup, wi, —= We 
ce qui entraîne w’ < w < w*, avec: 
(2,23) 6(w'e w*) e DE(mi, > * + bm, < iv!) 


Le second membre est encore de R®?-capacité nulle; on a donc 


ne Mg. Ce he md 


nn D — ag 
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ww" = w*; æ' d’après (2, 22) est de classe (My), ce qui établit 
que A’ conserve P;, et l’on a (3) 


D LP LH = W'*, w’ e (M;). 
D’autre part A; conserve P,: en effet 
&(w = — 00) € &(w* = — oo) + E(w << w*) 


est de R??-capacité nulle. De même A; conserve P, car le 
raisonnement précédent, appliqué aux restrictions #, de w, à une 
droite complexe, montre que sup #, est quasi-sousharmo- 
nique ou la constante — oo. Enfin l’invariance (propriété P,) 
de la classe (M) par les homéomorphismes analytiques 
complexes est évidente. 

On a vu plus haut que l’opération A, conserve les pro- 
_priétés P,, P,, P,. Reste à montrer qu’elle conserve P3, c’est- 
a-dire que si w, est une suite décroissante de fonctions de 
(M), »=lim w, a encore la propriété P;; les w, forment 
une suite décroissante; on a lim #5 = ™, (w, = — ©, 
sinon #=— 0); w, est plurisousharmonique;  < ™,. 

D’autre part 


co 


E(æ < w,) ce D E(w, < wr), 


montre que 8(# <w,) est de R?-capacité nulle, de sorte 
_ qu'on a 
v= ©, 


co 


et que 8(w < w*)c Y 8(w, < wi) possède la propriété de 
| 4 P 
décomposition 8(#w < #*) = Ÿ n,, où n,, de R??-capacité nulle, 
1 


est coupé par les C'(X,) selon des ensembles de R?-capacité 
nulle. De plus si à #, on associe la fonction de Baire Wn, avec 


P< Wp, Mn = Wa 
on a, wv’ = lim wi, #* = »* = w, comme plus haut et 
| B(w' < w*) < DE (mr < 4") 
» avec w’ <w<w* = w"™, ce qui établit P;, la fonction »’ étant 
de la classe (M,). Finalement le théorème 3 est établi. 


(3) Remarque. — On a établi chemin faisant : si #, est une famille Fa de fonctions 
_ dé classe (M), w = sup #, #, = sup wf sont de classe (M) et ont des régularisées 


w* = w* identiques. 
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4. Restrictions à R? et aux variétés S. — Considérons, 


comme dans l’Introduction un domaine. A de C?, coupant. le 
sous-espace réel R? selon un domaine D non vide, et une 
famille F4 (c’est-à-dire localement bornée supérieurement) de 
fonctions plurisousharmoniques. Les enveloppes supérieures 


de sous-familles (f)e FA, les lim sup de suites extraites de 


FA appartiendront à la classe (M); pour une telle fonction 
æ e (M) on cherchera à déduire du comportement de la res- 
triction #{x) de w{(X) à R?, des majorations uniformes, sur 
un voisinage ouvert de D dans C? pour les fonctions de la 
sous-famille (f) ou de la suite considérée. Cette recherche 
fait intervenir l’ensemble 8(w < *), #* étant la régularisée 
de #(X) dans A; une majoration de w“{(x) sur R? entraîne 
ensuite une majoration de #*(X) dans un voisinage ouvert 
de Cr. 
Nous établirons d’abord : 


THÉORÈME 4. — Soit A un domaine de CP coupant le sous- 
espace réel R? selon un domaine de RP, soit D = An RP, et »(X) 
une fonction de classe (M) dans A. Alors 


&(w << #*) n RP 


est localement la somme de p ensembles ÿ:, ..., Ap, x étant 


coupé par les droites réelles de R? parallèles à l’axe des x, selon : 


des ensembles de R?-capacité nulle (*). De plus un homéomor- 
phisme analytique réel quelconque x, = 9,(2;) pour lequel on a 
D(a) 
D (x;) 


En effet P; entraîne. l’existence d’une fonction ’ € (Ms) 


+ 0 conserve cette propriété. 


avec Ww Cw cw = ww", E(w < w*) bw’ < w'*) e Ÿ ni où 
1 


“x ensemble de Baire de R*-capacité nulle, est coupé par 
les espaces C1(X,) selon des ensembles de R?-capacité nulle: 


1 
j 


| 
| 
| 


Considérons les restrictions ÿ{ à RP : ñ est coupé par les droites — 


R1(a,) selon des ensembles de R?-capacité nulle; posons 
Ne = Ë(æ < w*) 0 yp. ! | 


(4) On dira qu'un ensemble de points sur une droite réelle est de. R?-capacité 
nulle s’il est de capacité nulle dans un plan R® passant par cette droite, 
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On a fc et 6(w < w*)n R? — S fix ce qui établit la 
première partie de l’énoncé. : 

Pour établir la seconde partie remarquons que l’homéo- 
morphisme 2, = ¢,(2;) se prolonge en un homéomorphisme 
complexe, X; = ¢,(X,), les +, étant développables en série 
de Taylor à coefficients réels au voisinage d’un couple x” = ¢(2°) 
D(X,) 
D(X)) 
sous l’hypothése faite sur un voisinage de z° dans C?; il existe 
alors deux voisinages respectivement de x° et de x’° dans CP entre 
lesquels X; = 9,(X,) établit un homéomorphisme analytique 
complexe conservant R? et se réduisant sur R? à l’homéo- 
morphisme analytique réel x, = 9,(2,) : la propriété P, entraîne 
alors la propriété énoncée. | 

Il en résulte, #* étant la restriction de æ* à R?: 


de points correspondants : demeure en effet non nul, 


THÉORÈME 5. — Sit w(X) est de classe (M) dans A, avec 
An RP = D, sa restriction #(x) à RP est R?-mesurable; l’ensemble 
&( < #*) est de mesure nulle; l’intégrale f.(2) ate = Je *(a) dt, 
a une valeur finie pour tout ensemble mesurable E c D de mesure 


T(E) non nulle. 
En effet si w est de classe (Mj), #(x) est une fonction de Baire, 


P 
done mesurable; on a 6&(#% < #")=)%,, ot ÿ, est un 
4 


ensemble de Baire; les sections de ÿ, par les droites R1(x;) 
de R? sont des ensembles de Baire de R?-capacité nulle; ils 
sont donc de R!-mesure nulle. Si Y,(7,, ..., Zp) est la fonction 
caractéristique de #, mesurable pour la mesure dt, = dx, ... dax, 
de R’, on a, d’après le théorème de Fubini: 


hd. = [du UE dry day eee des | Yul, …., %;) dx, = 0 
qui montre 7(%,) = 0; 6(# < #*) est done de R?-mesure nulle, 
ce qui établit | 

(2, 24) Let) deg = |,9*(2) dre, 


pour tout ensemble E qui est R?-mesurable. On a vu de plus (cf. 
[6, d]) que la restriction d’une fonction plurisousharmonique 
_ w*(X) a R? était une fonction #*(x) localement sommable sur R? : 
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l'intégrale qui figure au second membre de (2, 24) a donc une. 


valeur finie pour tout ensemble E de mesure 7,(E) non nulle. 
Si maintenant » est de classe (M), il existe d’après P; une 

. : > . 
fonction w’ e (My) avec #’ < w < #* =w™, et l’on a d’après 


(2, 24) 
fra dre = fer) dt, = fee" dra, 


pour tout ensemble E qui est R?-mesurable, ce qui établit 
Pénoncé. | 

Les résultats précédents se transposent à une classe de 
variétés dans C? qui sont localement l’image analytique 
complexe de R?. 


Dérinition. — Un sous-ensemble A de C?, est dit une variété 
S, s’il existe un recouvrement dénombrable, localement fini de A 
par des cartes u,, où l’on a u, = A,n A, A, =T;,(A,); A, est un 
domaine de C, T; un homéomorphisme analytique complexe 
A,—A,, avec Ti(u,) = uj, et uy = A, n R?. 

L’aréte d’un polycercle |X} < 1, 1<j <p, définie par 
X, = ei est évidemment une variété S. De même l’arête 
des polyèdres analytiques de la forme I = 6(|f;(X,,..., X,)|<1), 
1<j <p, où l’on suppose que les f, établissent une corres- 
pondance biunivoque entre II et le polycercle précédent. 

Une carte u, sur A, variété S, est munie de coordonnées 
locales réelles (x,,;) obtenues en attribuant au point de y; les 
coordonnées du point de u, dans R?(x) qui lui correspond 
par Ti. Si un point appartient à wnu, sur A, il existe 
dans CP des ouverts Q,;, Q;, Q; et deux homéomorphismes 
complexes T;, T, tels que l’on ait Q,¢ Ay, Q,cA,, et 


Qy = T(Q,) = T,(Q)). 


D’ot Q, = T7'T,(Q,), ce qui établit : 

Sur une variété S, le changement de coordonnées locales (réelles) 
Senet comme la restriction à R? d’un homéomorphisme 
analytique complexe conservant R?. — 

Sur un compact de u,nu, le dététminant DEP CON 

| : D[(x)91 dr, 
est compris entre deux nombres strictement positifs. Si l’on 
munit chaque carte u, de la mesure dt, = dx,;... dx, ;, le chan- 
gement de coordonnées locales, ne conserve pas la mesure, 


ee 
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. mais conserve cependant la classe des ensembles de mesure 
nulle. On pourra énoncer : 


DériniTIoN. — Une partie E de À, variété S, est dite de 
mesure nulle sur A si E est de mesure nulle sur chaque carte u, 
de À rapportée à ses coordonnées locales. 


Le théorème 5 entraîne alors : 


THéorèME 6. — Si w(X) est de classe (M) dans un domaine 
de C? contenant A, variété (S), &(æ < w*) est de mesure nulle 


sur A; » a sa restriction # à À mesurable. et Ue = 43 #'dr, 
a une valeur finie pour tout ensemble E de mesure non nulle sur A. 


COROLLAIRE. — 6(w < w*) est de mesure nulle sur les arêtes 
des polyèdres analytiques Il définis plus haut. Pour un polycercle 
&(|X;— X,| L rx), on a en particulier L(w, Xj, r;) = L(w*, Xy rs). 

Pour les applications, il est utile de remarquer que les Pro- 
» positions (2, 5,) et (2, 5,) s’étendent aux fonctions de classe 
(M); on remarquera aussi que la trace de we (M) sur un 
sous-espace C1, q < p, est, localement, soit la constante — ©, 
soit de classe (M) dans C£. 


THEOREME 7. — Si w est de classe (M) dans A, et si l’on applique 
à sw les régularisations successives; R;, ..., R;, définies par: 

R,# = lim sup #(Xy, ..., X, + E,, ..., Xp); te C(X,) 
onaw =R,,... Ri. 
En effet la Proposition 2, 4 s’applique à w e (M), car on a 

(cf. la corollaire précédent) : L(w*, X,, r;) = L(w, X,, r;), d’où 
w*(X) = im (w*, Xz, Te) = lim L (, Xp, P;)- 
UF TR = 

D’autre part pour we (M,) la démonstration de la Propo- 
sition 2, 5, s'applique sans modification, l'intégrale au second 
membre de (2, 14) portant sur une fonction de Baire, donc 
-mesurable. Si we (M), on utilise la Propriété P;: il existe 
w'e(M,) avec w’<w, w’*=w*. Alors le théorème 7 étant 
vrai pour #’, on a | 


* 
w*=R, aut Ri < Ri, ene Riw <9 


et l'égalité des extrêmes établit l’énoncé. 


| 


: 


L: 
& 
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CoroLLAIRE 1. — On peut passer de w à w*, par la suite (2, 16) 
obtenue en régularisant successivement w sur des ensembles 
a  C(X,) ...,e,€C,(X,) non effilés à l’origine. 

On aura ainsi: 


(2,16, w= mom... Hc My =e", 
w, = Rw,-, = lim ds Paule, et At ee AU 
>0 
Ese 0! trae, 


ou encore 


w*(X) = lim sup lim sup ... lim sup #(X, + &, ... Xp + &) 


Ep>0 Ep1>0 Ep>0 


avec Eee, ..., &,ee,, e, étant non effilé à l’origine dans 


C'(X,). 
CoroLLaIRE 2. — Si w est de classe (M) l’ensemble des X tels que: 
w(Xo + X) < w*(X,) — «, a>0. 


ne peut contenir le produit e, X--:X e, si chaque e, est non 
effilé à l’origine dans C'(X,). 


CoROLLAIRE 3. — Si 2° est un point de R? c CP, et we (M), 
6[ w(x? + y) < w*(2")— a], « >0, y € R?, ne peut contenir un ouvert — 


de R? contenant x. 


CoROLLAIRE 4. — Pour passer de w à w* en un point x € R?, 
on peut « régulariser » sur l’espace réel R?, c’est-à-dire qu’on a 


#w*(x°) = lim sup (a + y), yeR?. 

En effet &[w(x) < #*(2°) — a], pour « > 0, ne peut contenir 
le produit d’intervalles I, ¢ R!(x,) ouverts, I, ayant x} comme 
point intérieur. 

Ces résultats s’appliquent en particulier si » est plurisous- 
harmonique. Rappelons qu’un ensemble e est dit [cf. (6, d)| 


C*-effilé à l’origine s’il existe une fonction V(X), plurisous- _ 


harmonique dans un voisinage de l’origine, vérifiant : 


V(0) > lim sup V(X), X—0, Xee. 


} 
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On obtient alors 


CoROLLAIRE 5. — Un ensemble C'-effilé à l’origine ne peut 
contenir le produit e, X--- Xe, d’ensembles Cy, €, étant non 
effilé à l’origine dans C'(X,); en particulier il ne peut contenir 
un ouvert de R? contenant l’origine. 


5. — Intégrale d’une fonction de classe (M). 
La proposition 2, 3 a un équivalent sous la forme suivante : 


TutorEmME 8. — Soit w(X, t) une fonction réelle 
(— a <w < + ©), 


définie pour Xe À, te D’; w(X, t) est pour t fixé une fonction 
de classe (M) dans A ou la constante — © ; pour X fixé, w(X, t) 
est fonction semi-continue supérieurement de te D’; on suppose 
#(X, t) borné supérieurement sur tout compact de A X D’. 
Alors si u est une mesure positive à support compact dans D’, 
l’intégrale 


#(X) = f dy. (t) (X, 9) 


est soit la constante — x dans A, soit une fonction de classe (M). 

La démonstration se fait comme celle de la Proposition 2, 3, 
la seule modification étant que les sommes o(P,) sont des 
fonctions (M) — ou la constante — oo. 


6. — Application à des problèmes de majoration. | 
Comme première application du théorème 5 démontrons : 


THEOREME 9. — Soit w(X) une fonction de classe (M) dans 
un domaine À de C?, An R? =D étant un domaine de R?; 
. soit g(X) une fonction continue dans A. Si 8|[w(x) < g(x)]| est 
de R?-mesure positive sur R?, il existe dans À un ouvert (pour 
la topologie C?) qui intersecte R? et sur lequel on a w(X)< g(X). 
- En effet on a :w(X) < w'(X) < g(X); d'autre part 
6[w(x) < #*(x)] étant de R?-mesure nulle, il existe au moins un 
» point 2° sur D = R? n A, en lequel on a #*(x,) < g(x°) ; w*(X) étant 
semi-continue supérieurement et g(X) continue, il existe alors un 
voisinage de x dans C? sur lequel on a encore #*(X) < g(X). 

Le problème posé dans I’ Introduction est résolu par l’énoncé 
suivant : | 
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Tutorime 10. — Soit v{X), a <t< b, une famille loca- 
lement bornée supérieurement de fonctions plurisousharmo- 
niques (ou plus généralement de fonctions de classe (M)) dans un 
domaine À de CP, An R?=D étant un domaine non vide de R?. 
Soit g(X) une fonction continue dans A; si l’on a sur D 


(2, 25) w(x) = lim sup v(x) < g(x) 
t> 

alors : 

i) A ë > 0 donné correspond un ouvert Q de la topologie C?, 
avec D cQ c A tel qu’on ait w*(X) < g(X) + € pour XeQ. 

ii) A un compact K donné dans D (pour la topologie R?), et 
à e > 0, correspond t,(K, €) tel qu’on ait 

(2,26) (v7) < g(x) + € pour zeK, t1>t(K,E). 


iti) A un compact K donné dans D et à e >0 correspondent. 
t, et un domaine de CP, soit À, c A, tel qu’on ait Kc A, et 


(2,27) v{X) < g(X) +e pour XeA, t>t. 


Démonstration. — On peut se ramener au cas où ¢9,(X) est 
plurisousharmonique car lim sup v{x) < g(x), entraîne 
t> 


w(x) = lim sup ¥i(%) < g(x). 


En effet si b,, a << b, < b, est une suite de nombres tendant 
vers b en croissant, et si l’on pose 


w,(X) = sup, »,(X) et w,(X) = sup, v(X), b<t<b- 
on a (cf. remarque p. 535) : 


w(X) = w*(X). 


Il en résulte : lim w,(X)=lim w;*(X), c’est-à-dire #*(X)=#"*{X). 
Ainsi + = lim sup », et »’ = lim sup v ont même régu- 
larisée. D'autre part, d’après le Corollaire 4 du théorème 7, 
on peut calculer cette régularisée par régularisation sur le 
sous-espace R?. Done en un point ze D, on a | 


w"(x) = lim sup (x + y), y e Re. 
y>0 


Alors w(x) < g(x), g(x) étant continue, entraîne 
w"(2) < (2), 
W(t) < 


et par suite (x) < w"(x) < g(a), 


hr at ot 
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de sorte que (2, 25) est encore vérifié si on remplace »¢, 
par +; les majorations à obtenir résulteront d’autre part des 
majorations correspondantes sur les #*. On est donc ramené 
au cas où les »(X) sont plurisousharmoniques. 

La partie i) est une conséquence du théorème 9: on a 
#"(æ) < g(x) pour xe D; tout xe D a donc un voisinage ouvert 
dans C? sur lequel on a encore #*(X)< g(X) +e; il existe 
dans À un ouvert de C?, soit Q, avec DeQcAÀ, sur lequel 
l'inégalité est vérifiée. 

Démontrons iii): D’après i), tout x e D a un voisinage dans 
C? sur lequel on a: 


(2, 28) w(X) < g(X) +7 = 8 (X) 
donc il existe un domaine A’ de C?, avec Kc A’cA dans 
lequel on a (2, 28). On choisit alors un domaine A, de C! 
d’adhérence compacte dans A’ soit : 


KeA,cA,cA’ 


et on utilise maintenant le fait que les ¢,(X) sont des fonctions 
sousharmoniques dans A’ considéré comme un domaine de 
R*?: d’après la propriété que nous avons appelée « propriété 
de Hartogs », (cf. [6, a] et [5]) des familles localement bornées 
supérieurement de telles fonctions, la majoration dans A’ 


lim sup s{X) < g’(X) 


où g’ est continue, entraîne qu’à € et au compact A, corres- 
ponde un t, tel qu’on ait 


(2, 29) | o(X) <e'(X) +5 = (X) + 


pour XeA,, t > t(A,, €), ce qui établit mi), A, étant un 
ouvert de C? contenant le compact K donné dans R?. 

Si maintenant au lieu du compact A,. on considère Kc A, 
la «propriété de Hartogs» montre encore qu'il existe &(K,e) tel 
qu’on ait 


mx) < ge) +5 = a(t) + 


| pour ze K, t > t(K, «), ce qui établit i). 
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Remarque. — Le théorème 10 s’applique aux: suites.v,(X) 1 


localement bornées supérieurement de fonctions plurisous; 
harmoniques et de fonctions (M) : (x) = lim sup, v,(x) < g(x); 
g(X) continue, entraîne l’existence d’un indice N à partir 
duquel (2, 26) respectivement (2, 27), sont vérifiés. 


7. Il est possible de préciser les majorations données en 


utilisant des configurations particulières. Considérons dans 
le plan de la variable complexe X = x + iy, le demi-cercle 


[3 + &[| X|? < a’, y < 0] 


et posons = agit Neh ys > <v<t. 


Sion calcule au point X € i, la valeur dh de la fonction harmo- 


nique dans r, qui vaut 1 sur le segment [2’, x’ + da’) du dia- . 


métre de ["., et zéro sur le reste de la frontière de [',, on obtient 


em 


goasepaoby sun nulle ted iahox ri daiab soupi 
MeN) [ee Fy lla? ae’)? ya) 


va’, X) da’, 


On notera 7(0, X)d0, la mesure harmonique en Xe de 


l'arc 6’, 6’ + dd’ du demi-cercle frontière de [’,. Alors pour une 
fonction »(X) SRE ou quasi-sousharmonique sur 
F;;, on a 


(25.2 (X)< (“ole x’) y(a', X) da’ hy p(aeït”) y(0’, X) dé’ 
= (0) + Je) 


avec 


ae ere 


T 
Si maintenant on considère le produit 
ik => 1e NL 4 Les = [| X,] < Ary y, > 0, 1 


et si l’on pose 


/\ 
= 
/\ 
Acs 


(1, + Jy) (+ Jp)() = oy 


eRe — - 
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on a, en itérant (2, 30), pour une fonction » plurisousharmo- 
nique : 


(2, 31) o(X)  s(X) 
pour Xe ['. Mais (2, 31) est valable aussi pour une fonction w 


de classe (M); l’arête de l'est une réunion de 2? variétés de 
classe S; on a donc 


SX) = o,(X), 
DIX) < w*(X) Soy(X) = ,(X). 
D'où 
(2, 32) w(X) < SX) = oy(X). 


A partir de (2, 32) et en opérant comme dans (6, d) on retrouve 
aisément le résultat que s(x), pour w de classe (M), est localement 
sommable sur R?. On pourra au lieu de (2, 30), utiliser la 
. forme simplifiée de la majoration : 


w(X) < (a 1) + M(2 wee 


| valable pour XeP,, o(2)<m sur le diamètre, »(X) < M, 
(M>~™m), sur [,. On obtient pour XeT’, p quelconque: 


#(X) < Peo 1) \ 5 bag 1) 
24 24 
+uf1—( RE 1)| 
où y, = pos Considérons le domaine 


I’ = &[|X,| < b, < a, 1<k<p] 


avec b, = a,tgu,, 0< u, < <= i - On aura alors, en posant 
1 HAT UE 0 ne) 
T T 
(2, 33) w(X) < mA + M(1— A). 


D'où l'énoncé suivant, pour deux polycercles centrés a 
. l’origine ou en un même point de l’espace réel R?: 
35 
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Proposition 2, 6. — Si w (X) est une fonction de classe (M) 
sur le polycercle I] = &[|X,| <a] et y vérifie w(X) M3, 
si d'autre part on a: | + Oh 
w(x) < M, 
sur IlnR?, alors elle vérifie 

w(X) < w*(X) < m+e<M, 

dans le polycercle concentrique |X,| < by < a, avec b, = a, tg u, 
où l’on a 


TE : 
oe M — m. 
(2, 34) ie Pas FELT r e< m Rare 
Il suffit en effet de vérifier que la condition (2, 34) assure : 
TE 
i | see ance. 


ce qui entraîne (2, 33): on a ainsi un moyen de préciser les 
ouverts de C? dont l’existence a été établie précédemment. 


3. — Application aux fonctions analytiques 
de variables réelles. 


< 


7. Dérinirion 3, 1. — Soit f(a, u) = f(x, ..., py Uys . ...w) 
une fonction de 2 groupes de variables x = (x,), u = (u), | 
réelles; f sera dite analytique de x et de u séparément dans un - 
ouvert D du produit R2*7 = R? xX Rf si: | 

a) pour chaque u fixé quelconque, les fonctions f(x) sont 
analytiques des x, sur les ouverts sections de D obtenus en don: — 
nant aux u; des valeurs constantes. | 

b) pour chaque x fixé quelconque, les fonctions f,(u) sont « 
analytiques des u, sur les ouverts sections de D obtenus en | 
donnant aux x, des valeurs constantes. 

On établira que l’appartenance des fonctions fa( A et fo" 

à certaînes classes de fonctions analytiques de variables réelles — 
entraine l'analyticité de f par rapport à l’ensemble des p+gq 
variables x, u. Il s’agit là de propriétés locales et on les étu- _ 
diera dans un domaine D = D, X D,, produit de deux domaines - 


Des D, pris respectivement dans R? et Ré- et ohonih nr Ries | 
à des boules: | | 


? il i104 


LS 
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“Tirons d’abord les conséquences du fait que f(x) et f,(w) 
sont supposés analytiques. Pour u fixé, ue D,, et pour z°e D,, 
il existe un polycercle maximal, de rayons égaux, soit 


|X; — 2] < u(x’) 


dans lequel la série de Taylor de f,(x) est convergente; elle 
s’écrit 


(3, 1) Z Aug eu) (Xi ae vos, (X,— a), 


Le nombre p,(x°) est l’écart (*) de xe D, à la frontière du 
domaine d’holomorphie de f(x). Si K, est un compact 
dans D,, on posera 

(3, 2) inf put) = p,(K,). 

æ€eK, 

Le nombre p,(K,) ainsi défini est positif et non nul; c’est 
l'écart de K,c D, à la frontière du domaine d’holomorphie 
de f,(X). Pour K, fixé dans D,, faisons varier u sur un compact 
K, dans D,. Lorsque f(x, u) est analytique dans D, x D, de 
l’ensemble des variables, x, u, le nombre p,(K,) a, pour ueK, 
une borne inférieure non nulle; en effet le compact K, x K, 
dans D, X D, est à une distance positive de la frontière du 
domaine d’holomorphie de f dans l’espace C?+‘; plus précisé- 
ment si l’on considère le développement de Taylor de f selon 
les puissances de (X;— x), (U;,—u;), pour x'eK,, u'eK,, et 
si r(x°, u’) est le rayon du polycercle maximum 


|X, — a] <r, (uy — wl <r 


dans lequel f est holomorphe, r(x, u) a pour (x, u)eK, X K,, 
un minimum non nul r(K, x K,) et l’on a 


(3, 3) inf pK.) > r(K; X Ki) > 0, 
uek, 


ce qui établit l’assertion. 
De même une fonction f,(U) est holomorphe dans un poly- 
cercle maximal |U, — uj)|< p,(u°) et pour u’eK,, p.(u) 


6) Par. écart de X = (X,) à un ensemble n, ou à un point, dans CP on entend 

| ici le sup. des r > 0 tels que le polycercle | Xj, — Xx|<r ne rencontre pas 1. On 

ne suppose pas les domaines d’holomorphie des fonctions f(x) ou f,(u) univalents, 
35. 
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a un minimum non nul, p,(K,); on a encore si f est analytique — 


de l’ensemble (x, u) : 


(3, 4) inf p,(K,) >r(K, X Ki) > 0. 
æEK, 
Ainsi : 
Proposition 3, 1. — Une condition nécessaire pour que | 


f(x, u), supposée ‘analytique des variables x et u séparément, 
soit analytique de l’ensemble des variables x,.u dans Dz X D, 
est que les rayons d’holomorphie p,(x) et p,(u) aient une borne 
inférieure non nulle quand x et u parcourent deux compacts 
quelconques K,, K,, pris respectivement dans D, et D,. 

Il est bien connu qu'une fonction f, analytique de x et de u 
séparément, même si |f| est borné, n’est pas nécessairement 
analytique de l’ensemble des variables) x, u. Ainsi la fonction 
définie par : 

x? 2434 u? 2 
[e,aqu) = boas pd pour z+ u? Z O0, 


f(0, 0) = 1, 


vérifie |[f| <4 et est analytique de x, u séparément pour 
—1<x< +1, —1<u< 1. Toutefois si K, et K, sont des 
segments contenant l’origine, (3, 3) n’est pas satisfait car 
fu(z) est une fraction de pôles x = + wi, et o,(K,) > 0 quand 


u—> 0; f(x, u), défini ainsi, n’est donc pas analytique de — 


l’ensemble (x, u) dans un domaine de R? contenant x = 0, 


u = 0. L'exemple pian? à un APE quelconque de variables | 


en remplaçant x? par Sat, u? par Su 


On mettra en évidence des classes 4 de fonctions analytiques 
de variables réelles, telles que les conditions f,(u) e 4, f,(x) e 4, 
entraînent que f(x, u) soit analytique de l’ensemble des variables 
H, U, OU L= (2, ..., Tp) et U = (Uy, ..., Uy)s 


8. Les classes 4, sont caractérisées par trois conditions, 
dont la premiére découle de la condition nécessaire énoncée 
plus haut. 


DériniTion 3, 2. — Un ensemble & de fonctions analytiques 


ee ae 


¢(@) = $(a, ..., à) définies dans un domaine D de R? est dit 


une classe 4 dans D ow une classe (4, D) si: 


Nemes: = 
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1) Au domaine D de R? est associée une famille ® de poly- 
cercles ouverts |X, — xi] < p(x), centrés sur D; tout point 
ze D est centre d'un tel polycercle de rayons non nuls: la 
famille ® ne dépend que de et de D et toute fonction ged 
est holomorphe dans les polycercles de ®. On désignera par Q(D) 
la réunion des polycercles de D; Q(D) est un domaine dans CP 
et toute ye s’y prolonge en une fonction holomorphe. 

li) Si 9: et $2 et appartiennent à Ÿ, a(¢,— 9%) appartient à L 
pour toute constante a complexe. 

ui) A tout compact l dans Q(D) correspond un compact G € D 
et un coefficient numérique Cr tel qu'on ait, pour toute ef, 
et tout X eT: 

(3, 5) l¢(X)| < Cr sup |9(2’)|. 

Le coefficient Cr ne dépend, pour {, D, donnés que de la confi- 
guration de I’ dans ((D). D’autre part la correspondance 
[+ G ou G—Y(T) entre le compact [de 2(D) dans C? et le 
compact Gc D de l’espace réel a la propriété suivante. Pour 
tout compact KcD, on a b(K)=K et la correspondance 
est continue au voisinage du couple K—K: à tout voisinage 
V (de la topologie R?) du compact K c D, correspond un voisinage 
À de K (dans la topologie CP) tel qu'on ait Y(l)cV pour 
l'eA. 

Les applications D > Q(D), [ — G(T), et les constantes Cr 
seront appelés les éléments de la classe (4, D). 


Remarques. — 10 On pourra se contenter de considérer 
les polycercles maximaux de la famille ®. 

20 Soit f,eL: i) exprime que, quand f décrit 4, f-f, décrit 
un espace vectoriel sur le corps des complexes. 

3° Les fonctions harmoniques dans D forment une classe 
(4, D). La famille ® est alors constituée par les polycercles 
centrés sur D, de rayons égaux, intérieurs à la cellule d’harmo- 
nicité de D (cf. [6, h]) et la condition (3, 5) est vérifiée, plus 
généralement, sur tout compact [ intérieur à la cellule 
d’harmonicité de D; la majoration (3, 5) s’obtient par la 
représentation intégrale de f(X) en fonction des valeurs 
f(x) sur la frontière de G, supposée régulière. 

Il en est de même pour les fonctions polyharmoniques 
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d’ordre m quelconque; elles sont’ holomorphes dans la cellule | 


d’harmonicité de D; une majoration du type (3, 5), existe 

encore (cf. [6, f, ]). 
Il existe des classes (£, D) composées de solutions d’équations 

aux dérivées partielles linéaires: les éléments de la classe, au 


L4 


sens précisé plus haut, sont donnés à partir de l’équation pour : 


les G, [', compacts, à frontière suffisamment régulière. 


9. Propriétés des classes {. — Donnons brièvement quelques 
conséquences de la définition précédente. 

Proposition 3, 2. — Si l’on complète une classe (4, D) par 
adjonction des limites des suites ¢,¢(£, D), uniformément 
convergentes sur tout compact de D, l’ensemble obtenu forme 
une classe (£, D) qui a les mêmes éléments que la classe (4, D). 

En effet, soit L'un compact de Q(D); il lui correspond un 
compact G dans D, par la correspondance I’ + G, de (4, D), 
et l’on a | 


(3, 6) Ignt(X) — $a(X)] < Cr sup Bn+s(æ") — Paz"): 


La suite +, est donc une suite de Cauchy sur tout compact de 


Q(D) et converge vers une fonction ¢(X) holomorphe dans _ 


Q(D). D’autre part si ¢ et ¢’ sont deux fonctions de (4, D), 
on a 


¢=limg; 9 =limg¢, 


avec 9,€(£, D), ¢,¢(4, D) et pour toute constante. a, | 


“ 


a(g — ¢') =lim a(g, —#!) appartient à (£, D). Enfin la 


condition iii) et (3, 5) se conservent par passage à la limite ! 


uniforme sur les compacts, ce qui achève la démonstration. 
On pourra donc ne considérer que des classes (4, D) complétées 
au sens de la proposition (3, 2). 


Proposition 3, 3. — Si un ensemble & de fonctions est défini 
dans la réunion D, + D; de deux domaines D,, D, de RP, d’in- 


tersection non vide, et si les restrictions des fonctions de & à D, 


| 


: Le Ay, Ca 


et D, constituent des classes (4, D,) et (42, Dz) au sens de la | 


définition 3, 2, alors & est une classe (£, D) dans la réunion 
D => D, U Dhs 


En effet on satisfera à la condition i) de la définition 3, 2 | 
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en prenant Q(D) = Q(D,)u Q(D,) par réunion des deux familles 
®, et ®, de polycercles. D’autre part si I’ est un compact 
dans Q(D) ainsi défini, il est la réunion d’un nombre fini de 
compacts [’, situés dans Q(D,) ou ((D,), et a I’, correspond 
alors, selon le cas dans D, ou dans D,, un compact G,, de toute 
manière contenu dans D —D,uD,, avec un coefficient 
Cr, = C,, de manière qu’on ait: 


3,7) OSC sup lees Xe, 


pour toute fonction 9 e &. On associera alors à I’ le compact 
G = uv G, dans D = D, + D, et le coefficient Crp = max,. C,. 
On a ainsi prouvé l'existence de la propriété ini); on peut d’ail- 
leurs préciser complètement la correspondance ['>G de 
(£, D), en procédant à partir d’une décomposition simpliciale 
donnée (S) de C?, assez fine, pour qu’un simplexe de (S) soit 
contenu dans Q(D,) ou dans Q(D,), et prenant pour compacts 
[, des éléments de (S): la correspondance [', — G, et les C, 
sont alors déterminés par (£, D,) ou (4, D,) et le pro- 
cédé détermine l’application ['>G, et les coefficients Cr 


de (4, D). 


Proposition 3, 4. — Si un ensemble & de fonctions définies 
dans D constitue une classe (%, D) les restrictions des fe& à 
un sous-domaine D’ cD constituent une classe (4, D’). 

La classe (£, D) détermine une famille ® de polycercles dans 
lesquels les fe (£, D) sont holomorphes; soit 2’ le domaine 
de C? recouvert par ceux qui sont centrés sur D’. En général, 
à un compact I<’, (4 D) associera un compact G de D 
qui ne sera plus un compact dans D’. On considérera alors 
une suite Dj, d’ouverts relativement compacts dans D’ ten- 
dant en croissant vers D’: cette suite peut étre déterminée 
à partir d’une suite (S,) de divisions simpliciales successives 
de R*, en prenant pour D, la réunion des simplexes de 
(S,) d’adhérence compacte dans D’. A D, correspond un 
nombre a, > 0, tel qu'au compact I’,: [eD,, ly] La] 
soit associé, d’après la propriété iii), et par la correspondance 
EF +G de la classe (£, D), un compact G,¢ D’. La réunion 
des: I’, est’ d'intérieur non vide dans C? et contient D’. On 
définit alors Q(D’), relatif à la classe (£’, D’) comme la réunion 
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des polycereles |X,— | <r, pour 2° e D’, qui sont contenus 
dans Ÿ [,. Un compact [ dans Q(D') est recouvert alors 
n 


par un nombre fini de F,; si C, = Cp, est le coefficient attribué 
dans ({, D), on a la majoration (3, 7) pour la restriction a 
[, de ge(%, D). Finalement pour définir les éléments de 
(4’, D’), on associera à un compact le Q(D') décomposé 
sous la forme XL, le compact LG, dans D’ et le coefficient 
Cr = max, C,; on obtiendra un procédé régulier déterminant 
complètement les éléments de ({, D’) en considérant suc- 
cessivement les [',, et retenant, dans l’ordre, ceux qui ont 
en commun avec [' un point intérieur non encore recouvert 
par les [', précédents. 

Des propositions 3, 3 et 3, 4, il résulte que, pour un ensemble 
de fonctions définies dans un domaine de R?, « former une 
classe £» est une propriété locale. Toutefois on a vu que les 
éléments de la classe sont modifiés par le passage a la restric- 
tion à un sous-domaine. 

On énoncera encore. 


Proposition 3, 5. — Pour qu'un ensemble & de fonctions 
définies dans un domaine D de R? forme une classe (4, D), il 
faut et il suffit qu’il existe un recouvrement de D par des domaines 
localement compacts d,, les restrictions des fonctions de & aux 
d, formant des classes (4, d,). 

La condition est nécessaire d’aprés la proposition 3, 4. 
Elle est suffisante; en effet soit Q(D) la réunion des poly- 
cercles ouverts formant les Q(d,): toute fonction ¢¢& est 
holomorphe dans Q(D). De plus un compact l dans Q(D) 
est la réunion d’un nombre fini de [,, où I, est compact 
dans Q(d,). A I, correspond G, dans la classe (%,, d,), 
et un coefficient C, = Cr, On associera alors comme plus 
haut a [ la réunion des G,, compacte dans D, et le 


coefficient Cr = max, C,, ce qui établit que & est une 
classe (4, D). 


REMARQUE. — L’exemple des fonctions harmoniques montre 
que Q(D) peut être un domaine de C? strictement plus 
grand que la réunion des Q(d,) et l'application [>G, G 
compact dans D, peut s'étendre à des compacts l' de (D) 
qui ne sont pas contenus dans la réunion des Q(d,). — 


bath 


ee CEA APOE: 
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Propostrion 3, 6. — Pour toute fonction f appartenant à 
une classe (4, D) d'éléments Q(D), G(T), Cr, et sur tout compact I’ 
dans Q(D), il existe une majoration des dérivées partielles 
Let ery 


Ru (a) = (%, -.., œ). 
É P 


Elle est de la forme: 
(3, 8) |D@F(X)|< Col sup FE Met, 2, ty 


On pose : |a| = Oy + a+ --- + a); I” est un compact de Q(D), 
dont l’intérieur I" contient T ainsi que tout polycercle de rayons à 
centré sur ['; G’ est le compact de D associé à I” par la corres- 
pondance G(I') de (4, D). 

En effet la formule de Cauchy appliquée à l’arête d’un 
polycercle |X; — X,|< à, de centre X = (X,)¢I° donne: 


|DOF(X)| < Fe SUPA PASSE 


et, en tenant compte de (3, 5), on obtient (3, 8). 


Proposition 3, 7. — Si l’on considère un ensemble f, de 
fonctions d’une classe (4, D), pour lequel |f,(x)| est borné sur 
tout compact G de D par un nombre Mg ne dépendant que de G, 


alors si l’on pose 
| agx) = DÉC 


OD mure POLE pag 


les fonctions LpglAS{X)| sont des fonctions plurisousharmo- 
a 


niques dans Q(D), bornées supérieurement dans leur ensemble 
sur tout compact de Q(D) — donc une famille Fa de fonctions 
plurisousharmoniques dans Q(D) = A. | 

En effet de (3, 8), on déduit pour Xe, F compact dans 
Q(D) : | | | 
89 plelAOUXI< logs + «(lal 
où (a) jariflogGre+ log Mo] ne dépend pas de f, et est 
bornè par un nombre indépendant de (a) et de fes 
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- 4. Nous démontrerons alors le théorème suivant :°#.° 


THÉORÈME 11. — Soit f(x, u) = f(a, a TE Ur; À 4 DA) 
une fonction des p + q variables réelles, x, u, définie dans le 
domaine produit D, x D,. 


Si à u constant les fonctions f,(x) forment une classe (4, D.) : 


et si, à x constant les fonctions f.(u) forment une classe (4', Dy), 
f(a, u) est analytique de l’ensemble des p + q variables x, u. 
On supposera, puisqu'il s’agit d'établir une propriété locale, 
que D, et D, sont, respectivement dans R£ et Ri, homéo- 
morphes à des boules. On établira plusieurs lemmes. 


Lemme 3, 1. — Sous les hypothèses du théorème 11, à tout 
domaine D’, d’adhérence Di, compacte dans D,, et à tout ouvert 
O, c D,, on peut faire correspondre un domaine G, O,¢ D,, et 
un entier N tels qu’on ait | 


(3, 10) Ife, WI <N 


pour re Di, ue x 
En effet posons : 


Y(u) = sup |f(x, w)l. 


zéEDz 


Alors V{u) est fonction semi-continue inférieurement de : 


ue D,, les f,(u) étant des fonctions continues de u dans D,. « 


Les ensembles e, : |)(u) < n] sont fermés dans D, et dans O;, : 


On a d’autre part O, = %,¢,; il existe donc, d’après la pro- 
priété de Baire un n = N pour lequel ey est dense sur un ouvert 


CE 


de O,; puisque ex est fermé, il contient la fermeture G, d’un : 


domaine de O,; le lemme est ainsi établi. 


Lemme 3, 2. — Les hypothèses du théorème 2 et les conclu- 
sions du Lemme (3, 1) étant admuses, pour x e D et .u appar- 
tenant à un compact K, du domaine G,, chaque dérivée partielle 
Df, par rapport aux u, est majorée uniformément par: 


(3,14) |D@F(w, u®)| < ND ! ... ay! 
où ox >0 et Cx ne dépendent que du compact K, pris dans le 
domaine G,. 

En effet la classe (4, D,) induit (d’après la proposition 3, 4) 
une classe ({’, G,) sur le domaine G,¢ D,; soit alors x > 0, 


Cine lg, GN 2 
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pris assez petit pour que la réunion des polycercles centrés 
sur K,, de rayons égaux à ox, soit un compact I’ dans Q(G,); 
à I’ est associé par la classe (4, G,) un compact K’cG, 
tel qu’on ait, d’après (3, 8) et la proposition (3, 6): 


(3,12) [D@Pf(e, w)| < Cr sup [fx w)] dise! a4! 
uek' | 

quels que soient we D,, et u°eK,. Si on prend ze Dj, 

u’ e K, et tient compte de (3, 10), on obtient (3, 11), les coeffi- 

cients étant déterminés par la configuration du compact K, 


dans G,. 


Lemme 3, 3. — Les hypothèses du théorème 11, et (3, 10) étant 
vérifiés pour xeD,, ueG,, alors pour u parcourant un 
compact K,cG, et x parcourant le domaine D,, les dérivées 
partielles D@f(x, u) par rapport aux u, et les fonctions f(x) 
appartiennent à une même classe. (4, Dz). 

On le démontrera par récurrence sur |a| = a, + --- + a. 
Duper (Bea (age GE eho): Mohtrons- que: 2811844 
propriété est vraie pour toutes les dérivées en u d’ordre total 
| i) 


: d : 
|a|, elle est vraie de D®f; on posera DO = — D®) = = D@), 


WU, 

Donnons à w une valeur fixe uw = (uj, ..., u)eK,; on 

posera u°+ t, = (ut, ..., ui +, ..., Uy), t, étant pris 

assez petit pour que w° + t, appartienne à un compact K, 
dans G,. On aura alors : | 

(3,13) DPf(e, u°) = lim #2 [D@F(x, u°+ 4) — D&F(a, u°)] 

SE = lim g{x, ty). 


tr =0 


L'hypothèse ii) de la définition 3, 2 entraîne alors que g(x, t) 
appartienne à ({ D;). D’autre part, en utilisant la dérivabi- 
lité de D@f par rapport à u,, on a: 


(3,14) a(x, 4) — DPf(x, u’)| < il sup, [DM F(a, u° + 64,)| 


le sup. étant pris pour0 & 0 <1. On applique alors le lemme 
(3, 2) et la majoration (3, 11) à la dérivée D® qui figure au 


second membre de (3, 14). Pour re Di, u°eK,, on a: 


(8,15) Jela, 4) — DPF wu) <lGe Nage 
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où K" est ‘un compact dans G,, et contient K;.:Ainsi les » 


sh 


À 
7 
i 
| 


gx, t,) e(&, D: yi convergent uniformément sur D; vers ! 


Dff(z, uw) pour u'ekK,; d’après la proposition (3, bh 
Dpf (æ, u 1 appartient encore à la fermeture de la classe (4,,, Dz) 
constituée à partir des f(x) et des Dif(x, u°) pour O0 < [AI [al. 


D'autre part pour |«| = 0 l’énoncé est vérifié pour la classe — 


(£4, Dz) = (4, Dz) par hypothèse. 3 

: Finalement on a établi que la fermeture ({, D:) contient 

toutes les dérivées partielles D@f(z, uw’), pour we K, et. (a) 

quelconque. | 
Au lieu de considérer les dérivées D®/{(x, u°) on considérera 

encore les coefficients du développement de Taylor, de centre 

u°, pour re D;, x fixé : 


(3, 46). F(a, 26) = 2 AG) (uy, — ut)", ..., (u,— ug)%. 


Les A(x) s cobpennent à partir des D@f(z, u°) par division 
par a !,..., %,!; en divisant les deux membres de (3, 13) par 
a, + 1, on voit que les A(z) ARPAFHÇRRERT eux aussi à 


(£, Dz) quels que soient («) et le point u’ pris sur le compact K,. 


Il en résulte que les A(X), pour X appartenant à un : 


compact: le Q(D;). vérifient tous une majoration 


(3, 17) LAG@(X)| < Cr Fab |AM(2’)| 


et cela quel que soit u° pris sur e 
On obtient alors : 


LEMME 3, 4. — Sous les hypothèses du théorème 11, à tout 
domaine D; d’adhérence compacte dans D,, et à tout ouvert 
0, ¢ D,, correspond un compact K, c 0, tel que pour u'eK, et 
XeQ(D;) le développement | 


18,18) AX, w) =X AUR) (ui — Ul) (u, — Uh), 


— dont la restriction pour xe D;, réel, est (3, 16) — posséde | 


la propriété suivante : : les fonctions — log|A@XX )| appartiennent | 


dans Q(D;) à une famille rc bornée supérieurement de 


fonctions plurisousharmoniques. 
En effet les AUX), étant les prolongements à Q(D!) des 


nement te 
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A@)(a) qui figurent dans (3, 16), vérifient (3, 17). D’autre part 
pour ze D, et ue K,, on a, d’après le Lemme (3, 2) et (3, 11): 
[AG (x) < CgNog!#!. 

Finalement on aura, pour X pris sur un compact [' de 
Q(D;) et we K,: 
(3, 19) |A@(X)| < Cp. CgN. ogi@!. 


où Cr ne dépend que de la position du compact I’ dans Q(D;); 
(3, 19) vaut quel que soit w appartenant à un compact K, 
du domaine G,(cf. lemme 3, 2); pour tout ouvert O, dans D,, 
on peut déterminer un domaine G, € O,, ainsi que N, de manière 
que l’on ait |f(z, u)| <N pour xe Di, weG,. Finalement 
pour D; donné, avec DicD,, il existe dans tout ouvert 
O,¢ D,, un domaine d’adhérence K, compacte dans O,, tel 
que (3, 19) soit vérifié pour u° e K,, avec des constantes Cx, 
N, x qui ne dépendent ni de («) ni de u’e K,, ni du compact 
I sur lequel varie X. Sur un compact [' de Q(D{) on a alors 


(3, 20) Flog |A@(X)| <—log & + «(lal 


où e(|x|) tend vers zéro avec |«|-1. Le lemme est ainsi établi. 


DEMONSTRATION DU THÉORÈME 11. — Étant donné un 
point u° intérieur à D,, on désignera par e(u’) l'écart de u° 
à la frontière de Q(D,), c’est-à-dire le rayon du polycercle 
maximal (de rayons égaux), de centre u’, contenu dans ()(D,). 
Considérons pour Xe Q(D;) la série: 


(3, 21): 5 AGXX)(U, — ut)... (U, — ug), 

#4 (a) 

qui n’est autre que (3, 18) où les u, peuvent prendre des valeurs 
complexes U,. Pour X = x réel, xe Di, Di ¢ D,, et uw’ quel- 


conque dans D,, (3, 21) représente f.(u) et est convergente 
dans le polycercle : | 


[U, —ujl<eu’), 1<j<39- 


On a donc quel que soit uw’ e D, : 


(3,22) lim sup ae |AM%x)| < Tm log e(u’). 
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. D’après les lemmes. 3,3 et 3,4 il existe un ensemble E, : 
partout dense dans D,, et tel que, pour weE,, les coeffi- — 
cients A@(x) de la série Taylor de centre uw représentant . 


f.(u), possèdent les propriétés : 
a) les A(x) forment une classe (4, D), 


b) leurs prolongements analytiques A(X) dans (D3), | 


sont tels que les fonctions plurisousharmoniques 


(8, 23) 08 AUX) 
forment dans Q(D;) une famille de fonctions plurisous- 
harmoniques localement bornée supérieurement. 

Fixons u° appartenant à E, et appliquons le théorème 10 
à la suite (3, 23) où (x) parcourt les indices multiples (a, ..., @&,) 
rangés de manière que |a| soit fonction décroissante du 
rang. on 

A tout domaine D; d’adhérence D£ compacte dans D, et à 
€ > 0 correspondent un domaine A, dans C7, Dic A, ¢ Q(Dz), 
et un entier N de manière que l’on ait, d’après (3, 22): 


1 
3, 24 — 
ict hen lite 
pour Xe, |a|>N. 
Il en résulte que (3, 21) converge dans le polycercle 
|U, — uj] < e~*.e(u), 


et que la convergence est uniforme, dans 


log |A@(X)| < — log e(u°) + «, 


(3, 25) Xe [U, — uf| < ee(us). 
Puisque € est quelconque positif et que les coefficients A(@(X) 
sont holomorphes dans (2(D;) = Ao, (3, 21) représente dans le 
domaine de C? x C1 = C?#+1 défini par: a ie 
# (3, 26) X e Ay, |U, oom || re e(us), 
une fonction holomorphe f(X, U), dont la restriction à « 
réel, u réel, est f(x, u). Soit D; un domaine d’adhérence D, 
compacte dans D, et soit infe(u) = a > 0 pour we Dj. On 
pourra recouvrir D, avec un nombre fini de polyèdres cons- 
truits dans C’, 


[U, — uf?|< a, $= PT che 


er Rt À a 


ee ee 


de et a A i, id 


annees. + - 
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où uw est pris appartenant à l’ensemble E,; à chaque u® 
correspond un domaine de C?+2. 


XeA,; P,: |U;— us| < a, 
avec Dc A, ¢ Q(D}). Soit 
A=(")A, 


et soit A’ la réunion des polycercles P,: les séries de Taylor 


(3, 27) peat x) (U, nity us) 190 (U, ge ui?) # 


définissent dans chaque domaine (A X P,) de C?+? une fonc- 
tion f,(X, U) holomorphe de l’ensemble des variables (X, U) 
dont la restriction a {Di x [lu — uf”| < a]} est la fonction 
f(x, u); la réunion des P, dans C’ est un domaine connexe A’ 
dont les P, constituent un recouvrement par des ouverts. Les 
f;(X, U) sont ainsi des éléments d’une même fonction f(X, U) 
holomorphe dans A X A’, domaine de C?+? qui contient le 
compact D, x D,. Comme D; et D; sont quelconques dans 
D, — respectivement D, — sous la condition d’être relati- 
vement compacts, on a établi que f(x, u) est dans D, X D, 
la restriction d’une fonction f (X, U) holomorphe des variables 
complexes (X, U) ce qui achève la démonstration du théo- 
rème 11. 


Corozrarre. — Le domaine @holomorphie de f comprend le 
produit Q(D,) x Q'(D,), Q(D.) et Q’(D,) étant relatifs aux 
classes (4, D.), (4, D,). 

Il est facile de voir en effet que (3, 21) converge uniformé- 
ment sur tout compact de Q(D,) x Q'(D,). Si é[lu;—u;| <r] = I 
est un polycercle maximal, de centre u°e D,, pour la classe 
(4, D,), on a r = e(u®); si [ est un compact dans Q(D.), il 
existe un compact Gc D,, et, dans (3, 21), on a pour Xe r’: 


[AG(X)| < Cr sup IA). 
re 


Alors d’après (3, 24) et le théorème 11, il existe un indice N, 
tel qu’on ait | 


Log |A@(a')| < — log e(u®) + €. 


[2 
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pour |a| >.N, x’ e G;.on a alors pour |[a| > N, Xe 
|A%(X)| < efe(u?) [Te 


et (3,21) converge SEM RENE pour[Xel',|u;—u| <e(u°)e”*], 
donc sur tout compact de Q(D,) x IT. Or un compact quelconque 


de Q(D,) x Q(D,) est réunion d’un nombre fini de A; com- ! 


pacts dans des domaines du type {(D,) x II, IT étant un poly- 
cercle maximal de la famille ®, relative à (£’, D,). Finale- 
ment (3, 21) converge uniformément dans Q(D,) x Q(D,) et 
f(X, U) y est le prolongement holomorphe de f(x, u). 


Exemples: Donnons pour terminer quelques exemples de — 


classes (4, D). 


Proposition 3, 8. — Si un ensemble jf} constitue une 
classe (£4, D), l’ensemble obtenu en adjoignant aux fonctions 


f leurs dérivées partielles D®f pour |a|< m est une classe « 


ee LS 
En effet, avec les notations de la proposition 3, 6, si Q(D), 


G(T), Cr sont les éléments de (4, D), toute dérivée D est | 
holomorphe dans ((D); de plus si [’> T° appartient encore — 


4 


à Q(D) et contient les polycercles de rayons à > 0 centrés 
sur I’, (3, 8) sera encore vérifié à condition d’associer à 


le compact G’cD associé à I” par (£, D) et de prendre © 


Cr = Cro-léle, ! ... «,!. Les coefficients Cr dépendent ainsi 


de |a| tandis que les éléments Q(D), [ — G’ sont indé- : 


pendants de a, |a| > 1. Mais pour |a|< m, Cr est majoré — 


par un nombre fini ne dépendant que de la configuration de 
l dans Q(D), ce qui établit l’énoncé. 
Les représentations intégrales fournissent des classes (4, D) : 


Proposition 3, 9. — Les fonctions f(x) qui admettent une 
représentation intégrale 


(3, 28) f(x) 7. 2 T(x, x) [f(æ")], ] 7 dl, ss) 


constituent une classe (4, D) dans les conditions suivantes : 

1° Les T, sont des fonctions analytiques de x, à valeur dans 
l’espace des courants sur l’espace R?(x'), pour ze D e R’(x). 
Elles sont holomorphes de X complexe hors descônes 2 (X,—x!) =0 


> 
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x = (x) parcourant le support S, de T, qu’on supposera indé- 
pendant de x. 

2° En x’, les T, sont des chaînes (courants ayant la conti- 
nuité d'ordre zéro) dont le support S; compact dans D peut étre 
pris arbitrairement voisin de la frontière de D. Enfin pour tout 
compact I’ sur lequel T; est holomorphe de X, on a 


IT] < LL) quel que soit Xe". 


Les f(x) qui satisfont à (3,28) forment bien une classe 
(4, D) dans ces conditions: les T; sont en effet des fonctions 
holomorphes de X dans la cellule d’harmonicité (cf. [6, h]) 
d(D) définie dans C? comme le complémentaire de la réunion 
des cônes X(X, — x)? = 0, x = (x) parcourant la frontière 
de D (cf. [6, h]). Sur un compact I’ de #(D), les T, sont holo- 
morphes et l’on a pour Xel': 


f(X) = WT, +) (f(e')}, 
FO! 3 sup Ife) x LA) < (sup, LAL)}- sup [f(e') 


en appelant G le compact de D qui est la réunion des S,. On 
obtient une majoration du type (3, 5), et une classe (£, D) 
qui est un espace vectoriel. 

La représentation intégrale des fonctions harmoniques et 
des fonctions polyharmoniques d’ordre fini est du type pré- 
cédent si l’on prend comme noyau la fonction de Green (res- 
pectivement les fonctions de Green itérées successives dans le 
cas polyharmonique) dans un domaine D’e D, D’ ayant une 
frontière régulière et étant arbitrairement voisin de D; la 
frontière de D’ est alors le support de T, ou des T,. Ce cas 
particulier donne une généralisation directe du théorème de 
Hartogs cité dans l’Introduction : si f,(u) et f(x) sont des 
fonctions harmoniques (ou polyharmoniques d’ordre fini 
borné) f(x, u) est analytique de (x, u). Exemple : f(x, u), harmo- 
Pique séparément (*), dans D, X D,, de x = (x, ..., a) et 
de u= (uw, ...,u,), sans autre hypothèse, est analytique de 
(x, u), donc harmonique de l’ensemble des p + q variables et 
holomorphe dans 4(D,) x 4(D,). 


(*) Les singularités et notamment les singularités impropres au sens de [6, d] 
des fonctions doublement harmoniques ont été étudiées par M. V. AvanissrAN 
dans [1]. 
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